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  چكيده 

سازه مورد نظر . زه هاي هوايي با استفاده از روش ماتريس انتقال ارائه شده است در اين مقاله يك روش غير مخرب جهت تعيين فركانس در سا
وجود ترك باعث مي شود كه انعطاف پذيري محلي تغيير يافته و  در رفتار . به صورت يك تير دو سر آزاد داراي ترك ، مدل شده است 

در اين مقاله از رفتار غير خطي ترك . طبيعي را به دنبال خواهد داشت ديناميكي  سازه تغييراتي به وجود آيد و در نتيجه تغيير در فركانس 
در ادامه، اثر تغيير موقعيت و عمق ترك روي فركانس طبيعي براي چندين حالت مختلف . صرفه نظر شده و ترك به صورت باز مدل شده است 

مقايسه ميشود، که نزديکي ) روشهاي تجربي(يج ساير محققان  در پايان نتايج بدست آمده توسط اين روش با نتا.مورد بررسي قرار مي گيرد 
  .نتايج ، نشان دهنده ي دقت بالاي روش مورد استفاده مي باشد 

  ماتريس انتقال - فركانس طبيعي–ترك :ديي كليواژه ها
  

  مقدمه 
اين اعضا در بسياري از موارد دچار . ها دارند بسياري از سازه هايي كه در صنعت هوا و فضا مورد استفاده قرار مي گيرند ، ساختاري مانند تير

وجود ترك در ساختار يك عضو موجب انعطاف پذيري موضعي مي گردد و . شكست مي شوند و گاه صدمات جبران ناپذيري را به دنبال دارند
با تغيير موقعيت ترك و يا تغيير البته تغيير سختي در سازه . بر اساس تئوري ارتعاشات با كاهش سختي، فركانس طبيعي نيز كاهش مي يابد 

افزايش عمق ترك موجب كاهش . به عبارت ديگر تغيير در سختي كل سازه تابعي از مكان و عمق ترك است . در عمق ترك ، تغيير مي كند 
از روش هاي محققين زيادي به بررسي اين موضوع پرداخته و . سختي سازه مي شود و در نتيجه كاهش فركانس طبيعي را به دنبال دارد

 جهت تحليل فركانس سازه استفاده كرده [7] و روش ماتريس انتقال [6] ، روش گلركين و ريتز [5-1] مختلفي همچون روش المان محدود
يكي از انواع مدلها براي نمايش ترك ، مدل فنر . همچنين برخي از محققين از مدلهاي مختلفي براي نمايش ترك استفاده كرده اند . اند

جيو پيشنهاد شد و بعدا توسط  [8] (Chondros)  چاندروس وDimarogonas) (ديماروگوناس مي باشد كه اولين بار اين مدل توسط پيچشي
)Ju( استفاده يكي ديگر از مدلها. اده شده استدر اين مقاله نيز از همين مدل براي نمايش ترك استف.  مورد استفاده قرار گرفت [9] و ديگران ،

يكي از اين روش ها استفاده از تئوري .كه تشكيل ماتريس سختي نيز به روش هاي متفاوتي صورت مي گيرد  تي تير مي باشد ،از ماتريس سخ
 .مورد استفاده قرار گرفته است [10]مكانيك شكست مي باشد كه به كمك ضريب تمركز تنش انجام مي شود و توسط نحوي و جباري 

) frobniusi( از يك روش نيمه تحليلي به نام تكنيك فروبنيوسي Maiti [11] و  Chaudhari و [4] )Maiti( مايتي و )Nandwana(ناندوانا  
  .استفاده كردند  براي به دست آوردن معادله مشخصه مربوط به فركانس ها در تيرهاي غير يكنواخت

 با استفاده از  [12] (Gomes)  گمز و (Silva)سيلوا. برخي از محققين نيز از روش هاي تجربي براي بررسي اين مساله استفاده کرده اند     
سطح ترك ها با . روش تجربي، تيرهاي مستقيم دو سر آزاد با سطح مقطع مستطيل شكل را که داراي ترک بودند مورد بررسي قرار دادند

به صورت برش هايي عمود بر محور طولي ترك ها در اين آزمايش .  شبيه سازي شده بود ،استفاده ماشين تراش با يك ابزار برش خيلي باريك
داشته تيرها با يك عمق كنترل شده شبيه سازي شده بودند ، به گونه اي كه لبه هاي آن ها در هنگام خمش ديناميكي تير با يكديگر تماس ن

به اين دليل ضخامت ترك .  ندهدكي تيرها را تحت تاثير قراراز طرفي ضخامت ترك ها در محدوده اي انتخاب شده بود كه رفتار دينامي .باشند
.  مورد استفاده قرار گرفته بودCK45 از جنس يلازم به ذكر است كه تير.  مشابه باشد ، ميليمتر انتخاب شد تا نتايج فركانسي۵/۰ها كمتر از 

 جهت اندازه گيري و  نحوه ارتباط اجزاي مختلف مجموعه مونتاژ شده۲ نشان دهنده بخشي از مراحل آزمايش مي باشد و در شكل ۱شكل 
  . نجش فركانس طبيعي را نشان مي دهدس

در اين مقاله تحليل فركانسي تير دو سر آزاد به كمك روش ماتريس انتقال بر اساس تئوري تير اويلر برنولي  مورد بررسي قرار گرفته است       
  براي دو حالت تركدار و بدون ترك ، مقايسه[12]ز مرجع نتايج حاصله با نتايج روش تحليلي براي حالت بدون ترك و نيز نتايج حاصل ا و
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 )نويسنده مخاطب (farshid@um.ac.irيار، دانش -۱
   دانشجوي كارشناسي ارشد -۲

mailto:farshid@um.ac.ir


  

 ٢

)   
  .گرديده است 

  
  روش ماتريس انتقال 

لف قرار دارند را  ترك ، كه در موقعيت هاي مختnتير يكنواخت با 
  و بر اساس رابطه زير در نظر مي گيريم                    ) ١(مطابق شكل 

ξ=x/L=β1 , β2,…,βn         (0<β1<β2<…<βn<1 
  

در اين روش هر ترك با يك فنر پيچشي مدل شده كه سختي آن 
  : از رابطه زير به دست مي آيد[13]
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 عرض سطح b ارتفاع  و i  ،hسختي فنر معادل با ترك  ki كه ،
 .اندازه ترك مي باشد   aiو )ri=ai/h(اندازه بي بعد ترك  ri مقطع،
  f(ri) كه تابع انعطاف پذيري ناميده مي شود ، به صورت زير بيان

     :مي گردد 
  
)2(            f(ri)=0.6384(ri)2-1.035(ri)3+3.7201(ri)4-     

         5.1773(ri)5+7.553(ri)6-7.3324(ri)7+2.4909(ri)8  

  
 برنولي معادله حاكم بر حركت به صورت زير - براي تير اولر     

  :است 
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  :ي آيد ، رابطه مد شيپ به صورت زير به دست مبا حل اين معادله
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فركانس   m2 ( ،iω( سطح مقطع A، ) kg/m2(دانسيته جرمي  ρكه 

 ممان N/m2( ، I( مدول الاستيسيته E، ) rad/s( ام iطبيعي مد 
  و) m4(اينرسي سطح 

)5(                           
EI
Ap

2ωρ
=  

   .مي باشد 
  : را مي توان به صورت زير نوشت )4( عمومي معادلهپاسخ 

  
Z(x)=C1[cos(px)+cosh(px)]+C2[cos(px)-cosh(px)] 

   +C3[sin(px)+sinh(px)]+C4[sin(px)-sinh(px)]      (6) 
 

يك  i-1  وiبا استفاده از اين رابطه مي توان ارتباطي بين دو انتهاي  
كه به ن و نيروي برشي به دست آورد المان دلخواه براي خيز، شيب ، مما

  :ترتيب عبارتند از 
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  يا
) 7                              (ZL Ri =Zi.  

  

   ناميده مي شود وi ، ماتريس انتقال براي المان Ri ، (7)در معادله 
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  . ام مي باشد i طول المان Liو 

   پيوستگي و در مقدار V و Z ، M درموقعيت ترك ، در مقادير      
با توجه به اين مطلب مي توان متغيرها را روي دو . يك پرش داريم 

   :طرف ترك به وسيله رابطه زير با يكديگر ارتباط داد 
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سختي فنر پيچشي مي  ki ، ماتريس انتقال وSi  در اين رابطه      

براي تيري كه .  داده  شده  است )1(باشد كه مقدار آن در معادله 
 شده ، براي داراي تكيه گاه مياني مي باشد ،  پيوستگي مطرح

نيروي برشي وجود ندارد و در واقع مقدار نيروي برشي داراي 
 حال .ناپيوستگي اي برابر همان نيروي تكيه گاه مياني مي باشد 

به كمك معادله مشخصه تير، فركانس هاي آن را مي توان 
در صورتي كه تير داراي چندين ترك باشد ،  بايد . محاسبه نمود

س هاي انتقال متناظر  با هر المان و هر  ماتري۳با توجه به شکل 
ترك را به صورت حاصل ضرب  ماتريس هاي انتقال بنويسيم تا 
 .اين که ماتريس انتقال متناظر با کل تير داراي ترك به دست آيد

 از ضرب ساده ماتريس هاي انتقال مياني به ،بنابراين رابطه زير
  : دست مي آيد 

  
  [H]=[Rn]4*4[Sn-1]4*4 … [R2]4*4[S1]4*4[R1]4*4              

(11)  
 



  

 ٣

با .  به دست مي آيند )10( و )7(اين ماتريس ها از معادلات 
  : اعمال شرايط مرزي ابتدا و انتهاي تير داريم

[H][Z]=0 
با توجه به اين که معمولا دو شرط از چهارشرط مرزي صفر مي  

ه  مي رسيم که براي دست يافتن ب۲*۲باشد ، لذا به يک ماتريس 
 برابر ٢*٢جواب هاي غير بديهي ، بايد دترمينان ضرايب ماتريس 

   :يعني داريم . صفر باشد 
 

det[H(ω,β1,β2,…,k1,k2,…)]2*2=0                          (12) 
 

براي تير دو سر آزاد  با .  فرکانس طبيعي مي باشد ω در آنکه 
  : به صورت زير به دست مي آيد يک ترك ، دترمينان مورد نظر
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    H11

1=C2A1+C1A2+B1B2+p4D1D2                  (13) 
                H12

1=C2B1+C1B2+A1D2+D1A2           
 H21

1=B2A1+B1A2+p4D1C2+p4D2C1  
                H22

1=C2A1+C1A2+B1B2+p4D1D2 
 

  به كمك روابط)Di  )i=1,2 و Ai  ، Bi ، Ci كه در آن پارامترهاي
صه  معادله مشخ)13(حال به كمك رابطه .  به دست مي آيند)8(

  :يك تير دو سر آزاد تركدار را مي توان به صورت ذيل نوشت 
  

4(cosγcoshγ-1)+γ/k {2cosγ(β-1)  sinhγ(β-1)-

2coshγ(β-1) sinγ(β-1)+2coshγβ sinγβ- 2cosγβsinhγβ-

sinγ[coshγe-coshγ]+sinhγ[cosγ+cosγe]}          (14) 

كه در صورتي  .  β=L1/L ,e=2β-1, γ=pLكه در رابطه بالا 
1/k=0 به معادله مشخصه تير دو سر آزاد بدون ترك مي رسيم ، 

مي توان فركانس هاي طبيعي سازه را به  (14)با حل معادله . 
  . دست آورد 

  
   مطالعه موردي و بحث

، ي تاثير ترک در تيرهاي با سطح مقطع مستطيليبه منظور بررس
  : مشخصات زير را در نظر مي گيريمتيري با

تير فولادي با سطح مقطع مستطيل شكل ، داراي ابعاد 
0.032*0.016 (m2)و طول (m) 0.72 كه  داراي مدول 

 و دانسيته v=0.29 و ضريب پواسان E=206 Gpaالاستيسيته 
7650(kg/m3)=ρ مي باشد .  

ي دو نوع ترك ، يكي در صفحه تحليل فركانسي تير مورد نظر برا
، بررسي شده ۴افقي و ديگري در صفحه عمودي ، مطابق شكل

  .است 
 و براي حالت ترك در Hبراي حالت ترك در صفحه افقي از نماد 

  . استفاده شده است V صفحه عمودي از نماد

 در ادامه نتايج حاصل از تحليل فركانسي تير دو سر آزاد بدون 
در .  ارائه شده است V و Hرك به صورت ترك و يا داراي يك ت

 به ترتيب تير دو سر آزاد داراي يك ترك به صورت ۶ و ۱جداول 
H و V مورد بررسي قرار گرفته و نتايج تجربي براي اين دو نوع 

  و)Silva(سيلوا  ذكر گرديده كه توسط ۷ و ۲ترك در جداول 
همچنين تحليل . به دست آمده است [13]   (Gomse)گمز
انسي تير دو سر آزاد بدون ترك به دو روش ماتريس انتقال و فرك

 ارائه شده و نتايج V و Hنيز به صورت تحليلي در دو حالت 
تجربي كه به ازاي تعداد آزمايشات مختلف براي تير داراي ترك ، 

اين نتايج در . مورد بررسي قرار گرفته ، مقايسه گرديده است 
    .   قابل مشاهده است ۵ و ۴جداول 

  
  گيري نتيجه
 دو تير صورت به كه هوايي سازه يك فركانسي آناليز مقاله اين در
 . شد ارائه ، است شده مدل ترك يك با نيز و ترك آزاد، بدون سر

 پايه بر انتقال ماتريس روش به تركدار تير هاي طبيعي فركانس
 نتايج مقايسه . گرديد محاسبه براي ترك محلي نرمي تحليل
 قبول قابل كارايي دهنده تجربي، نشان نتايج با روش اين از حاصل
  .باشد مي روش اين

  
 تير دو سر آزاد با يك ترك به   فركانس هاي طبيعي-۱جدول

  )H (انتقالس روش ماتري

  

Crack  Actual Crack          Mode1        Mode 2       Mode 3     
Case______________ 
       Location β    Size α               ω1                ω2                   ω3 
1       0.125        0.125       164.609     453.466      887.906 
2       0.125        0.250       164.537     452.418      882.667 
3       0.125        0.375       164.400     450.373      
872.470 
4       0.125        0.500       164.160     446.768      854.800 
5       0.250        0.125       164.408     452.095      886.650 
6       0.250        0.250       163.754     447.106      878.277 
7       0.250        0.375       162.470     437.970      864.121 
8       0.250        0.500       160.286     423.634      844.590 
9       0.375        0.125       164.059     452.593      889.555 
10    0.375        0.250       162.384     449.111      889.247 
11    0.375        0.375       159.266     442.975      888.696 
12    0.375        0.500       154.210     433.895      878.637 
13    0.500        0.125       163.878     453.817      886.489 
14    0.500        0.250       161.697     453.817      877.528 
15    0.500        0.375       157.708     453.817      861.963 
16    0.500        0500        151.425     453.817      839.466 



  

 ٤

 تير دو سر آزاد با يك ترك به  بيعي فركانس هاي ط-۲جدول 
  )H(تجربي روش

 

 
 فركانس هاي طبيعي تير دو سر آزاد بدون ترك بر -۳جدول 

  حسب هرتز

  
 فركانس هاي طبيعي تير دو سر آزاد بدون ترك بر -۴جدول 

  )(Hحسب  هرتز به روش تجربي

  

  
 فركانس هاي طبيعي تير دو سر آزاد بدون ترك بر -۵جدول 

  )(Vحسب هرتز به روش تجربي

  
 تير دو سر آزاد با يك ترك به   فركانس هاي طبيعي-۶دولج

  )V(روش ماتريس انتقال

  
 

  
  
  
  
  
  
  

Crack    Actual Crack                   Mode1        Mode 2        Mode 3     
Case  ________________ 
          Location β      Size α              ω1               ω2                  ω3                                        

1        0.125          0.125        159.70       438.0          852.6 
2        0.125          0.250        160.45       439.4          857.6 
3        0.125          0.375        160.80       439.5          854.6 
4        0.125          0.500        157.90       431.4          835.4 
5        0.250          0.125        158.40       435.0          849.6  
6        0.250          0.250        158.35       433.4          846.6 
7        0.250          0.375        157.55       428.9          839.4  
8        0.250          0.500        157.95       426.5          836.4 
9        0.375          0.125        157.60       433.8          850.0 
10      0.375          0.250        157.65       433.4          850.4 
11      0.375          0.375        158.25       435.6          860.0 
12      0.375          0.500        156.65       433.1          860.6 
13      0.500          0.125        160.00       440.4          859.6 
14      0.500          0.250        156.90       434.9          843.6 
15      0.500          0.375        154.85       432.5          834.0 
16      0.500          0.500        154.95       441.0          840.4 

Methods        Type          Mode 1              Mode 2            Mode 3  
                                            ω1                      ω2                      ω3       

  164.613         453.761        889.553         (H)       تحليلي     
 164.597         453.665        889.572         (H)   ماتريس انتقال

 329.263         907.628        1779.313         (V)       تحليلي     
 329.263         907.623        1779.319         (V)   ماتريس انتقال

Crack      Actual Crack           Mode 1          Mode 2           Mode 3              
Case  ________________    
          Location β    Size a            ω1                 ω2                   ω3  
1        0.125        0.125       159.65       437.8           852.8 
2        0.125        0.250       160.40       440.7           861.6 
3        0.125        0.375       160.75       441.0           862.6  
4        0.125        0.500       158.00       433.9           847.0 
5        0.250        0.125       158.60       435.9           850.8 
6        0.250        0.250       158.80       436.3           851.8 
7        0.250        0.375       158.60       435.7           850.4 
8        0.250        0.500       159.60       438.4           855.0 
9        0.375        0.125       157.85       433.6           849.6 
10      0.375        0.250       158.9         434.9           850.0 
11      0.375        0.375       160.45       439.9           859.8 
12      0.375        0.500       160.80       440.9           861.4 
13      0.500        0.125       160.45       440.3           860.6 
14      0.500        0.250       158.40       434.7           848.8 
15      0.500        0.375       157.70       432.4           845.4 
16      0.500        0500        160.85       440.8           861.4 

Crack      Actual Crack            Mode 1         Mode 2           Mode 3        
Case   _______________ 
          Location β       Size a            ω1                ω2                ω3  
1         0.125          0.125       315.9         860.2       1654.5 
2         0.125          0.250       316.3         862.6       1659.0 
3         0.125          0.375       317.6         864.6       1663.0 
4         0.125          0.500       314.7         856.8       1647.0 
5         0.250          0.125       316.8         861.6       1657.5  
6         0.250          0.250       317.7         864.4       1662.0 
7         0.250          0.375       317.8         864.8       1662.5 
8         0.250          0.500       323.8         878.8       1689.5 
9         0.375          0.125       313.5         855.0       1646.0 
10       0.375          0.250       315.4         858.6       1653.0 
11       0.375          0.375       316.6         862.4       1659.5 
12       0.375          0.500       328.8         873.4       1679.5 
13       0.500          0.125       316.7         862.8       1658.0 
14       0.500          0.250       315.6         859.4       1652.0 
15       0.500          0.375       317.8         865.8       1664.5 
16       0.500          0500        320.6         873.0       1678.0 

Crack    Actual Crack           Mode 1         Mode 2        Mode 3     
Case ______________ 
        Location β   Size a           ω1               ω2                ω3  
1      0.125        0.125      329.0       904.8       1765.2 
2      0.125        0.250      328.5       896.2       1722.9 
3      0.125        0.375      327.3       879.2       1643.3 
4      0.125        0.500      325.4       845.5       1525.9 
5      0.250        0.125      327.4       894.1       1756.3 
6      0.250        0.250      322.2       857.7       1702.7 
7      0.250        0.375      312.3       801.2       637.31       
8      0.250        0.500      296.2       734.0       1578.9 
9      0.375        0.125      324.7       898.1       1778.4 
10    0.375       0.250       312.1       874.2       1776.3 
11    0.375       0.375       291.0       840.9       1773.1 
12    0.375       0.500       262.2       805.6       1769.5 
13    0.500       0.125       323.3       907.6       1754.8 
14    0.500       0.250       307.4       907.6       1694.8 
15    0.500       0.375       282.2       907.6       1614.5 
16    0.500       0.500       249.9       907.6       1533.76 



  

 ٥

آزاد با يك ترك بر  فركانس هاي طبيعي تير دو سر -۷جدول 
  )(Vبه روش تجربي حسب هرتز
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  شكل ها و نمودار
  

  
  

  پيكربندي داخل سطحي ) الف                             (
  

  
  

  پيكر بندي خارج سطحي) ب                           (
  [13]نصب آزمايشي تير دو سر آزاد  -١شكل 

crack    Actual Crack          Mode1       Mode 2     Mode 3                    
Case   ________________      
          Location β     Size α            ω1               ω2               ω3 
1         0.125        0.125        316.0        859.4       1649.0 
2         0.125        0.250        316.1        857.8       1632.5 
3         0.125        0.375        316.6        851.4       1593.5  
4         0.125        0.500        313.0        826.6       1515.0 
5         0.250        0.125        315.9        855.2       1674.5 
6         0.250        0.250        314.1        840.6       1626.5 
7         0.250        0.375        308.8        805.2       1580.5  
8         0.250        0.500        305.4        870.4       1534.0 
9         0.375        0.125        311.7        853.8       1646.5 
10       0.375        0.250        307.1        842.4       1651.5 
11       0.375        0.375        296.2        825.0       1655.5 
12       0.375        0.500        279.0        805.2       1672.5 
13       0.500        0.125        313.0        863.2       1645.5 
14       0.500        0.250        303.0        859.8       1606.5 
15       0.500        0.375        291.5        866.0       1574.0 
16       0.500        0500        265.1         873.2       1498.0 



  

 ٦

  
 [13] شماتيك ابزار اندازه گيري-٢شكل                       

  

  
  مدل تير داراي ترك -٣شكل                

 

  
  

 Hترك به صورت )الف   (     V ترك به صورت)ب(

  
  تعريف موقعيت ترك) ج     (

  
   تير دو سر آزاد داراي ترك-۴       شكل 

  
  


