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  چكيده

اويلر برنولی با شـرايط مـرزی مختلـف بـه           ه در تير    در اين مقاله روشی برای يافتن موقعيت و اندازه ترکهای يک طرف           

بـرای مدلـسازی ارتعاشـات عرضـی تيـر از روش ماتريـسهای انتقـال                . کمک اندازه گيری فرکانس ارائـه شـده اسـت         

(Transfer Matrix Method)تير به تعدادی المان.  استفاده شده و ترک نيز با يک فنر پيچشی مدل شده است 

ارامتر وجود ترک نسبت داده ميشود، سـپس رابطـه ای خطـی ميـان تغييـرات فرکـانس               و به هر بخش يک پ      تقسيم

 طبيعـی تيـر بـه علـت     با اندازه گيری تغييرات فرکانس ارتعاشـات     . ارتعاشات تير و پارامتر وجود ترک بدست می آيد        

  . ينی نمودميتوان موقعيت و اندازه ترک را پيش بوجود ترک و يافتن حلي مناسب براي رابطه خطي ذكرشده، 
 
 

  مدلسازي ارتعاشي تير تركدار – رديابي ترك – روش ماتريس انتقال: هاي كليدي واژه

  

  

                                                           
 استاديار، عضو هيأت علمي دانشگاه -۱

 دانشجوي دكتري -۲

  

  مقدمه

يکی . بازرسی و عيب يابی اجزای حساس و بحرانی يک دستگاه يا سازه، امری لازم و ضروری برای ارزيابی عمر آن ميباشد

با معمولاً . ه به تغييرات در رفتار ديناميکی يا استاتيکی آن ميباشداز روشهای ارزيابی عمر باقيمانده يک وسيله توجه پيوست

ايجاد ترك در يك وسيله، سفتي سازه تشكيل دهنده دچار تغييراتي محلي شده و درنتيجه رفتار ارتعاشي سازه دستخوش 

ترک، مراقبت بيشتري را طلب اگر ترکی در يک وسيله بوجود آيد، هنوز ميتوان از آن استفاده نمود؛ اماوجود . تغيير مي گردد

  .می نمايد

مدلسازي تير تركدارو  بسياری از مطالعاتی که در مورد تيرهای شامل چند ترک انجام شده است، مسأله مستقيم يعنی 

، مسأله معکوس يعنی رديابی ترک ازروی [4-1]اما مقالاتی نيز .  را بررسی نموده انددار ترکارتعاشي تيرتعيين فرکانسهای 

مسأله رديابی چند ترک از پيچيدگی بسيار بيشتری نسبت به تعيين موقعيت و اندازه  .اندنموده ديناميکی تير را بررسی اسخپ

، اثر ترک را به صورت کاهش صلبيت خمشی Choy et al. [5]برای حل اين مسأله. يک ترک در طول تيربرخوردار است
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محققان ديگری به سرپرستی . ده و حل را به کمک روش ماتريس انتقال بدست آورده اند، در اطراف ترک مدل کرEI)(تير

Zheng et al. [6,7]از روش سری فوريه اصلاح شده استفاده کرده اند ،. 

روش تشخيص ترک ميتواند بر اساس بررسی ارتعاشات طولی، ارتعاشات عرضی و يا کوپلينگی از ارتعاشات عرضی، طولی 

اکثر محققين در . کند  ولی با توجه به بررسی نتايج، ارتعاشات عرضی تير پاسخهای دقيقتری را ارائه می.و پيچشی باشد

 در نظر (open crack)از سوی ديگر عموماٌ در تحليلها ترک را از نوع باز[8]. کنند تشخيص ترک اين نوع تحليل را لحاظ می

  .بسته شدن ترک می باشد صرفنظر شودمی گيرندتا از اثرات غير خطی بودن مسأله که ناشی از 

در اکثر موارد ترکها با ايجاد يک برش ريز در نمونه . برخی مطالعات آزمايشگاهی نيز برای بررسی درستی مدلها انجام شده است

، برای چند ترک ارائه شده Ruotolo et al. [2]، وCawley et al. [9]برخی از نتايج آزمايشگاهی توسط. ايجاد شده است

  .ستا

روش ماتريس انتقال که در اين پژوهش مورد استفاده قرار گرفته است دارای مزيتهای زيادی در مقايسه با روش المان 

به طور مشخص ميتوان گفت اندازه دترمينان معادله مشخصه در اين روش به طور چشم گيری کوچک شده و . محدود ميباشد

 تعداد تکيه گاههای صلب در طول دهنه تير ميباشد و برخلاف روش المان nيابد که اهش مي کn+2اندازه دترمينان به

  .محدود به تعداد المانهای در نظر گرفته شده برای تير بستگی ندارد

ر قسمت ، برای رديابی ترک، تير به چندين قسمت تقسيم ميگردد که هLiang et al. [3]در روش ارائه شده توسط

در اين پژوهش نيز . ميتواند دارای خرابی يا ترک باشد، وجود ترک در هر المان را با کمک يک پارامتر خرابی ميتوان نشان داد

آنگاه ميتوان نشان داد که بين تغييرات در فرکانس ارتعاشات . از اين روش و مدلسازی ترک بافنر پيچشی استفاده خواهد شد

با اندازه گيری فرکانس ارتعاشات تير بدون . ترک و پارامتر خرابی در المانها رابطه ای خطی وجود داردتير ترکدار با تير بدون 

آنگاه به کمک روشی که . ترک و تير ترکدار و استفاده از رابطه خطی مذکور ميتوان پارامترهای خرابی هر المان را محاسبه نمود

   .بی نموددر ادامه توضيح داده ميشود، ميتوان ترک را رديا

 سرعت و دقت بيشتر در رديابي تركها مي باشد [8]و[3]مزيت اين پژوهش نسبت به ساير كارهاي انجام شده در مراجع 

  . كه در بخشهاي بعدي با توضيح بيشتري بررسي خواهد شد

  

  مدلسازی ارتعاشی تير ترکدار
== طول تيردر موقعيتهایترکها در .  در نظر می گيريم۱ابق شکلترک درطول تير را مطnتيری پيوسته و همگن با lx /ξ 

nβββ ,,, 21 10رابطه  در اين  اندکه قرارگرفته … 21 <<<<< nβββ ميتوان ترکها را با فنرهای پيچشی . ميباشد…

   [10])درضميمه آمده است۲و۱اثبات روابط:(دسختی هر يک از فنرها از رابطه زير قابل محاسبه ميباش. مدل نمود
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  [11].ی باشددارای دقت بسيار خوبی م iη≥6.0 اين رابطه به ازای 

  : برنولی به صورت زير بيان ميشود-معادله ارتعاشی تير اويلر
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),()()cos(:براساس روش جداسازی متغيرها پاسخ معادله فوق را ميتوان به صـورت   txZtxy ω=    درنظـر گرفـت کـه در آن

  :بطه ذيل بدست آورد را ميتوان از راxZ)(شکل مد

  

  

  

  

  

  

  مدلسازی ترک با فنر پيچشی – ١شكل
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][در رابطه فوق iRماتريس انتقال برای المانi ام تير ناميده ميشود و  
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  .ام تير ميباشدi طول المان ilدر رابطه بالا 

VMZ   درمحل ترک       در نتيجـه ميتـوان پارامترهـای دو        .  يا شيب تير دارای ناپيوستگی اسـت       θپيوسته هستند و تنها     ,,

  :سمت ترک را به صورت زير به هم مربوط ساخت
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گـاه   همچنـين در صـورت وجـود تکيـه    . قابل محاسبه می باشـد    ) ۱(سختی فنر پيچشی است که توسط رابطه        iKدر رابطه فوق  

  .، ناپيوستگی به وقوع می پيونددVميانی، در نيروی برشی تير

) ۱شـکل  (ام را بـه گـره اول ربـط ميدهـد،    N      برای يک تير مشخص ماتريس انتقال کلی يعنی ماتريسی که مشخصات گره         

1]][[][ ZHZ N   :يعنی.  با ضرب کردن ماتريسهای انتقال ميانی قابل محاسبه است=
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)۸                                             (           4414414424414444441 ][][]...[][][][][][ ××××−×××+= RSRSRSRH nnnn  

با اعمال شرايط مرزی مشخص درانتهای تير ميتوان معادله         . تعريف شده اند  ) ۷(و  ) ۵(در روابط   S][وR][که ماتريسهای انتقال  

]][[0ای به فرم   =ZH   معمولاً دو پارامتر از چهار پارامتر در انتهای تير صـفر اسـت و ايـن باعـث ميـشود کـه                      .  به دست آورد

  :بنابراين معادله مشخصه ارتعاشات سيستم به صورت ذيل خواهد بود.  بدل شود×22 به يک ماتريسH][ماتريس مشخصه

)۹(                 ( )[ ] 0,...,,,...,,,,det 22321321 =×kkkH βββω   

  :له مشخصه به صورت زير می باشدبرای يک تير يکسرگيردار با يک ترک معاد. فرکانس طبيعی استωکه در آن
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)در روابط بـالا    )2,1,,, =iDCBA iiii      همچنـين . محاسـبه مـی شـوند     ) ۶( توسـط رابطـهiL  جـايگزين il       شـده کـه در آن 
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  :تير يکسر گيردار با يک ترک در طول دهنه ميتوان معادله مشخصه را به صورت زير بدست آوردبرای 
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  :همچنين با روندی مشابه در مورد تير با تکيه گاههای ساده نيز ميتوان نوشت
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)1/(انعطاف پذيری  K                     صفر درنظرگرفته شود، معادلات مشخصه تير بدون ترک در حالت يکسر گيردار و با تکيه گاه سـاده بـه 

ميتوان مسأله مستقيم را حل کرده و فرکانسهای تيـر ترکـدار را             ) ۱۲(و  ) ۱۱ (با حل کردن معادلات   . ترتيب بدست خواهند آمد   

  .بدست آورد) ۴(همچنين شکل مدهای مربوط را ميتوان از معادله . محاسبه نمود

  

   رديابی کردن ترک

) ۱۲(و ) ۱۱(لات       برای رديابی کردن يک ترک در يک تير تک دهنه يکسر گيردار يا تير با تکيه گاه سـاده بـه ترتيـب معـاد       

در اينجـا از  . اما برای رديابی کردن چند ترک نميتوان مـستقيماً از ايـن معـادلات اسـتفاده نمـود     . معادلات اصلی ما خواهند بود   

  :نسبت رايلی به کمک رابطه زير تعريف ميشود. ، ارائه شده است، استفاده می نماييمHu et al. [4]روش تقريبی که توسط
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  . باشد  انرژی جنبشی تير میV انرژی کرنشی ذخيره شده در تير وU)۱۳(در رابطه 

  :ييرات کوچک در فرکانس تير ميتوان نوشتبرای تغ
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  اگر ترک موجود در تير عمود بر محور تير باشد، در ارتعاشات عرضی تير اثری بر ميـزان انـرژی جنبـشی تيـر نخواهـد داشـت و             

)(ميزان تغييرات انرژی جنبشی تير ترکدار      V∆  ميتوان اثر محلی ترک بر روی شکل مـد تيـر را بـا پـارامتر خرابـی         .  صفر است

S نشان داد .S        در واقع اين شاخص نشان دهنده بزرگـی انـرژی کرنـشی ذخيـره           .  شاخص عيب و نقصان در تير ناميده ميشود

حـال   . کامل و شکست تير می باشد  نشان دهنده ترکS=1  نشان دهنده عدم وجودترک وS=0.شده در فنر پيچشی است

  :تغيير در انرژی کرنشی ذخيره شده در تير به علت وجود ترک را ميتوان به صورت زير نوشت

)۱۵(          ∫=∆
L

dxSU
02

1 ψ  

  :زير نوشترا به فرم ) ۱۴(درنتيجه ميتوان معادله 

)۱۶(          

∫

∫=∆
L

L

dx

dxS

0

0

2
1

ψ

ψ
ω
ω

  

  : باشد، ميتوان نوشتiSام دارای پارامتر نقصiالمان تقسيم شده باشد و المانmاگر تيربه

)۱۷(             iL

m

i

Sdx
I i
∫∑

=

=∆ ψ
ω
ω

1 0

1
2  

=∫: که در اين رابطه 
L

dxI ψ40و ،iLطول المانiدر مورد فرکانس. ام می باشدnام تير ميتوان نوشت:  

)۱۸(        ∑∫
=

==∆ m

i
nnniL n

n

n IgSdLg
1

0)(,)(2 ψξξξ
ω
ω

  

0,,)(که در رابطه بالا    ξψ nnn gI  مقادير مربوط به شکل مد nای خطی ميان تغييـرات   درواقع رابطه) ۱۸(رابطه . باشند ام می

ncnn:در رابطـه فـوق    .  بوجود می آورد   iSفرکانس ارتعاشات تير و پارامتر وجود ترک،       ωωω بـه  ncω و nω اسـت کـه     ∆=−

  .ام برای تير بدون ترک و تير ترکدار می باشدnعاشی درمدترتيب فرکانس ارت

را ) ۱۸( است، ميتوان معادله q المان تقسيم شده است و تعداد فرکانسهای اندازه گيری شده آنmبنابراين برای تيری که به

  :به فرم زير نوشت

)۱۹ (            [ ] { } 1
1

2 ××
×

=






∆

mmq
q

SH
ω
ω

  

∫          :        را ميتوان به صورت روبرو نوشتH][عناصر ماتريس ===
jL jiij mjqidLgh ,,2,1&,,2,1,)( ……ξξ  

ام nگاه ساده در دو طرف، شکل مد تکيهبه عنوان مثال برای يک تير با . شماره المان تير ميباشدj شماره مد وiدراين رابطه

)()sin()(),cos()(),sin(               : محاسبه ميشودبه صورت روبرو 22 πξπξπξπξπξξ nnZnnZnZ nnn −=′′=′=  

  :از اينرو ميتوان نوشت

               [ ]
[ ] )(sin

2
1

)sin(4

)sin(
)( 2

1

0

222

222

πξ
ξπξπ

πξπξ n
dnn

nn
gn =

−

−=
∫
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)۲۰(                                                  ( ) ( ) ( )[ ]




 −−−== ∫ 1212
2 2sin2sin

2
1

4
)(sin

2
1 πξπξ

π
ξξξπξ nn

n

L
Ldnh j

Lnj
j

  

 ميتوان در مورد خرابی و داشتن تـرک     iSو يافتن مقاديرشاخص عيب   ) ۱۹(براين برای رديابی کردن ترک پس از حل معادله          بنا

  .المانهای تير اظهار نظر نمود

  :حل مثال عددی

  محاسبه فرکانس تير ترکدار - الف:مثال اول

محاسبات از برای اطمينان از درستی . ماييمگاههای ساده را محاسبه می ن در اين بخش فرکانسهای طبيعی تيری ترکدار با تکيه

شماره وقعيت دو ترک درطول تير درجدول مشخصات تير و همچنين م. کنيم  استفاده می[4]مشخصات تير داده شده در مرجع

)در سطر اول فرکانسهای طبيعی تير بدون ترک از رابطه .  آمده است۱ )
4

2

AL

EI
nn ρ

πω در سطر دوم .  محاسبه شده است=

 که اساس آن روشهای المان SAP84 آورده شده است، که به کمک نرم افزار [4]فرکانسهای طبيعی تير دارای ترک از مرجع

توضيح داده شد، پنج ) ۹(در رابطه وش ماتريسهای انتقال که در سطر سوم به کمک ر. محدود می باشد، محاسبه شده است

همانطور که مشاهده ميشود جوابهای حاصل از دو روش با دقت خوبی برهم منطبق . دارمحاسبه شده است تيرترکفرکانس اول

 .می باشند
 

 فرکانسهای طبيعی تير دوسر مفصل دارای دو ترک: ١جدول 

  موقعيت و اندازه ترک  روش حل  sec/rad.فرکانس طبيعی تير 

5ω  4ω  3ω  2ω  1ω      

 

ha2  2β  ha1   1β  
  تير بدون ترک    حل کلاسيک     59.007  236.029  531.065  944.116  1475.182

1469.103  942.515  528.096  235.142  58.625  
  [4] مرجع 

  TMM روش  58.531 234.928 527.368 942.124 1467.620
0.0986  0.45  0.07971  0.25  

mBmhmLmkgmNE 2.0,6.0,10,/2350,/108.2 3210 ====×= ρ  
 

    رديابی کردن ترک-ب

. ه مقدار عيب و خرابی در المانهای مختلف تير بدست می آيد           اطلاعاتی راجع ب  ) ۱۹( از معادله    iS       با محاسبه مقادير عددی   

 کمتر باشد، پارامترهای خرابی مجهـول را ميتـوان بـه    m يعنی تعداد فرکا نسهای اندازه گيری شده از تعداد المانهای تير          qاگر

   [3]. محاسبه نمود ميشود كه در ادامه توضيح داده١کمک روش معکوس ساختگی

  : ضرب مي كنيمH][را در ترانهاده ماتريس) ۱۹(طرفين رابطه 

)٢١(                                                    [ ] [ ] [ ] { } { } 11
1

][22 ×××××
×

× ==






∆

mmmmmq
T

qm
q

T
qm SHHSHHH

ω
ω

  

}{1توان بردار، مي HH][در معكوس ماتريس  ) ٢١(اكنون با ضرب كردن طرفين رابطه        ×mS      را كـه ميـزان وجـود تـرك در هـر 

  .المان را نشان ميدهد، بدست آورد

)٢٢ (                     { } [ ]
1

1
1 ][5.0

×
×

−
××







∆=

q

T
qmmmm HHHS

ω
ω

  

 نـشان دهنـده   iSبـت از آنجا که مقادير مث. دمقاديري منفی باشن)  ۲۲(ي بدست آمده در رابطه   هاiSبرخی از ممكن است         

از . کاهش سطح مقطع تير به دليل وجود ترک می باشند، ميتوان گفت يک مقدارمنفی به معنای افزايش سطح مقطع تير اسـت          
                                                           

1 Pseudo-inverse 
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برای حل کردن اين مشکل ميتوان فرض کرد که المان موردنظر دارای هيچگونه ترکـی        . نظر فيزيکی اين مفهوم غير واقعی است      

اين فرايند تا آنجا ادامه می يابد که تمـام پارامترهـای عيـب و         .  و درنتيجه پارامتر خرابی مربوط را برابر صفر درنظر گرفت          نيست

  .خرابی حاصل همگی مثبت باشند

 را درنظرگرفتـه و بقيـه       امi      برای رديابی کردن ترک به اين صورت عمل ميشود که در ابتدا پارامتر خرابی مربوط بـه المـان                  

را ∆nωميتـوان تغييـر در فرکانـسهای طبيعـی تيـر     ) ۱۹(با توجـه بـه معادلـه        . شوند  پارامترهای مربوط به ساير المانها صفر می      

nnncسپس از رابطه  . محاسبه نمود  ωωω اکنـون بـا   . س ارتعاشی تير ترکـدار را محاسـبه نمـود         يعنی فرکان ncω ميتوان =−∆

اگر اينکار را برای    . يعنی موقعيت ترک در طول تير رسم نمود       β را برحسب  Kميتوان تغييرات   ) ۱۲(و  ) ۱۱(توجه به معادلات    

 فنر پيچشی معادل ترک، مستقل از مـد فرکانـسی تيـر ميباشـد،     سه مد يا تعداد بيشتری از مدها انجام دهيم از آنجا که سختی     

 اندازه ترک را ميتوان بـه کمـک        Kبا بدست آمدن  . نقطه برخورد اين منحنيها، موقعيت ترک و سختی فنر معادل را خواهد داد            

  . محاسبه نمود) ۲(رابطه 

 است، که اين فرکانسها در قـسمت       و همچنين تير بدون ترک لازم        برای رديابی کردن ترک فرکانسهای طبيعی تير ترکدار       

  از پنج فرکانس ارتعاشی. ، ده المان در طول تير با شرايط مرزی دو سرمفصل در نظر می گيريم۲مطابق شکل .  بدست آمدالف

  :برای بدست آوردن دستگاه معادلات خطی زير استفاده می کنيم) ۱جدول (اول تير  

)۲۳(                  [ ] { } 110105
15

2 ××
×

=






∆

SH
ω
ω

  

  

  

  

  نحوه المان بندی تير برای رديابی کردن ترکها: ب۲        تير دو سر مفصل دارای دو ترک:  الف۲شكل

 
 .حال ميتوان ده پارامتر خرابی مجهول را به کمک روش معکوس ساختگی محاسبه نمود

  : بدست می آيدSمقادير زير برای بردار) ۲۳(با حل کردن معادله 

T

TSSSSSSSSSSS

}8502.0,0411.0,0022.0,6158.0,4282.0,2012.0,5388.0,1482.0,0748.0,4760.0{

},,,,,,,,,{}{ 10987654321

−−−−−=

=
  

5678 ,,, SSSS9وSدارای مقادير منفی هستند، بنابراين آنها را مساوی صفر قرار داده و مسأله دوباره حل می گردد:  

  :مرحله دوم

T

TSSSSSS

}06635.0,00872.0,04844.0,00430.0,00075.0{

},,,,{}{ 54321

−−=

=
  

  :نتايج زير بدست مي آيدتکرار شود، اگر مقادير منفی را صفرنموده و عمل 

 :    مرحله سوم

                                                                                            
T

TSSSS

}06309.0,04295.0,00899.0{

},,{}{ 531

−=

=
  

                                                                                               :مرحله چهارم
T

TSSS

}06108.0,04153.0{

},{}{ 53

=

=
  

 سوم و پنجمانهای  ترک در المتير دارای دودرنتيجه ميتوان گفت که .  مثبت هستندS تمام مقادير برداردر مرحله چهارم

  : صورت زير در نظرگرفته ميشودبهSبرای پيش بينی موقعيت ترک در المان سوم  المانهای بردار. ميباشد

}0,04153.0{},{ 53 =SSگردد محاسبه می فرکانسهای ارتعاشی تيرتغييرات) ۲۳(کمک رابطه   آنگاه به :  

1β
2β

1 2 3 4 5 6 7 98 10
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%,20763.0%,40186.0%,20763.0)(
3

3

2

2

1

1 =∆=∆=∆
ω
ω

ω
ω

ω
ω

i  

پيش بينی موقعيت ترک درنهايت برای . اين تغييرات قابل ملاحظه هستند و نشان ميدهند که در المان سوم ترک وجود دارد

},{}06108.0,0{:صورت روبرو در نظر گرفته ميشودبه S المانهای بردارر المان پنجمد 53 =SS۲۳(کمک رابطه   به و (

  : گردد محاسبه میغييرات فرکانسهای ارتعاشی تير ت

%,459497.0%,074266.0%,591107.0)(
3

3

2

2

1

1 =∆=∆=∆
ω
ω

ω
ω

ω
ω

ii  

  . اين تغييرات نيز وجود ترک را در المان ششم نشان ميدهند

 برای رسم منحنی i)(    به منظور پيش بينی موقعيت دقيق ترک در المان سوم، تغييرات فرکانسی داده شده در مجموعه   

. رسم ميشود) ۱۲( درطول تير و با فرض وجود تنها يک ترک به کمک معادله βتغييرات سختی فنر بر حسب موقعيت ترک

 نيز  مربوط به المان پنجمii)(همين کار برای مجموعه.  سختی برای سه فرکانس اول در يک شکل رسم ميشودتغييرات

برای . آيد موقعيت ترک ازروی محل برخورد منحنی ها بدست می.  آمده است۳نمودارهای حاصله در شکل . تکرارميشود

 در اين جدول همچنين اعداد . آمده است۲نتايج حاصل در جدول . استفاده نمود) ۲(محاسبه اندازه ترک نيز ميتوان از معادله 

همانطور كه مشاهده ميشود، دقت روش ارائه شده در اين مقاله از دقت . ، براي مقايسه داده شده است[8]داده شده در مرجع

. مي باشد) ۱۹(دستگاه معادلات خطيمهمترين دليل اين موضوع تفاوت در نحوه حل كردن . روش مرجع ذكر شده بيشتر است

 استفاده نموده اند و نتايج زير در مورد حل MATLAB درنرم افزار pinv، براي حل اين معادله از تابع[8]پتيل و همكارش

  :مثال بالا گزارش شده است

0
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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180
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07971.0,25.0ر المان سوم ترک د:  الف۳                  == haβ          ۳بزرگنمايي منحنی الف روی المان سوم: ب 

0
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1400

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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250

0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

  

0986.0,45.0م پنجترک در المان : ج ۳                  == haβ       ۳شمش  چهارم تا روی المانجبزرگنمايي منحنی : د  

  منحنی سختی برحسب موقعيت ترک – ۳شكل

β β

ββ

K K

K K
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  ۱مقايسه موقعيت واندازه ترک پيش بينی شده با مقدار واقعی برای تير دوسرمفصل جدول : ۲جدول 

  مقادير واقعی  sec/rad.فرکانس طبيعی تير   مقدار پيش بينی شده

% 
  خطا

ha  ختیس  % 
  خطا

  موقعيت

  

3ω  2ω  1ω  

  

ha   موقعيت  

  ترکتير بدون     59.007  236.029  531.065            

  ترک  المان سوم                    

0.6  0.079  243.8  0.0  0.25 529.962  235.080  58.884   0.07971  0.25 

13.4 0.069 320.7 0.0 0.25 
  

530.233 235.314 58.915 
 مرجع
[8] 

  

  پنجمترک  المان                     

0.5  0.098  161.5  1.3  0.444  528.625  235.854  58.658   0.0986  0.45  

9.7 0.089 195.6 1.6 0.443 
  

529.051 235.884 58.719 
مرجع 

[8]  
  

  

T

TSSSSSSSSSSS

}0,00343.0,03901.0,00699.0,05317.0,0,0,0,0,00066.0{

},,,,,,,,,{}{ 10987654321

−−=

=
  

7S9وSدارای مقادير منفی هستند، بنابراين آنها را مساوی صفر قرار داده و مسأله دوباره حل می گردد:  

T

TSSSSSSSSS

}0,03901.0,05317.0,0,00699.0,0,00343.0,00066.0{

},,,,,,,{}{ 108654321

−−=

=
  

  :اگر مقادير منفی را صفرنموده و عمل تکرار شود، خواهيم داشت

           :                    مرحله سوم
T

TSSSSSSS

}23879.1,78198.0,00006.0,0,78202.0,23876.1{10

},,,,,{}{
3

1086531

−−×=

=
  

                                                    :مرحله چهارم
T

TSSSSS

}37447.5,37444.5,00003.0,00001.0{10

},,,{}{
3

6531

−×=

=
  

                                                                            :مرحله پنجم
T

TSSSS

}050402.0,031318.0,00941.0{

},,{}{ 631

=

=
  

درنتيجه ميتوان گفت که تير دارای سه ترک در المانهای اول ،سوم و ششم .  مثبت هستندSدير برداردر مرحله پنجم تمام مقا

 مرحله تمام مقادير مثبت بوده و يك ترك اضافي نيز در المان اول پيش بيني ۵همانطور كه مشاهده ميشود پس از . ميباشد

  . شده است كه با مدل اوليه ناسازگار است

و اعداد بدست آمده در اين پژوهش بايد گفت دليل اصلي خطا آنست  [8]با بررسي دقيقتر اعداد گزارش شده در مرجع 

با صفر نمودن مقادير منفي در هر مرحله، در واقع تعداد مجهولات را كاهش ميدهيم تا زمانيكه ) ۱۹(كه به هنگام حل معادله 

مراحل نهايي جستجو از مرحله چهارم به بعد در پتيل و همكارش . د معادلات گرددتعداد مجهولات برابر و يا كمتر از تعدا

 بدست ، معادلات مربوط به فركانسهاي بالاتر را ناديده گرفته و تنها معادلات معادلات كمتر ميشودعداد مجهولات ازهنگاميكه ت

در حاليكه در روش حل ارائه شده، .  ايجاد مي گردد و در نتيجه اين خطالحاظ مي كنندچند فركانس اوليه را آمده از تغييرات 

 دري معادلات حفظ شده و  معادلات كمتر است باز هم تمامبه بعد كه تعداد مجهولات ازدر مراحل پاياني يعني از مرحله سوم 

لات از اين حل اگر چه به دليل كمتر بودن مجهو. واقع حلي كه موسوم به حل كمترين مجموع مربعات است بدست مي آيد

زيرا اثر فركانسهاي بالاتر يعني . معادلات هيچ يك از معادلات را به طور دقيق ارضا نمي نمايد اما داراي دقت بهتري است

   .رم و پنجم نيز در آن لحاظ شده استافركانس چه
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  رديابي ترك عميق در طول تير: دوممثال 

/5.0ثال قبل تركي به ضخامتبه منظور اطمينان بيشتر از درستي روش ارائه شده، در تير م =ha و در موقعيت 

25.0=βدر ، [3] در مرجع .تسانتخاب شده ا، [3]اعداد اين مثال از مرجع.  قرار مي دهيم و به رديابي اين ترك مي پردازيم

ي جستجو، به جاي يك ترك وجود سه ترك در مورد رديابي اين ترك به دليل در نظر نگرفتن تمامي فركانسها در مراحل پايان

 به كمك روش بهبود . نشان داده شده است۴درشكل شماره  [3] نتايج مرجع.المانهاي دوم، سوم و پنجم پيش بيني شده است

نتايج حاصل در . يافته اي كه در اين مقاله توضيح داده شد ميتوان با دقت خوبي محل و اندازه اين ترك را پيش بيني نمود

  . آمده است۳ و جدول شماره ۵شكل 

  

  

  

  

  

  

  

  [3]مقايسه مقادير پيش بيني شده با مقدار واقعي  – ۴شكل
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  منحنی سختی برحسب موقعيت ترک – ۵شكل

  

  مثال دوممقايسه موقعيت واندازه ترک پيش بينی شده با مقدار واقعی برای تير دوسرمفصل : ۳جدول 

  مقادير واقعی  sec/rad.فرکانس طبيعی تير   يش بينی شدهمقدار پ

% 
  خطا

ha  سختی  % 
  خطا

  موقعيت

  

3ω  2ω  1ω  

  

ha   موقعيت  

  ترکتير بدون     59.007  236.029  531.065            

16  0.4194  7.996  0.0  0.25   502.072  204.512  53.897   0.5 0.25 

  

همانطور كه مشاهده ميشود در اين مثال نيز با وجود همق زياد ترك، موقعيت آن با دقت بسيار بالايي پيش بيني شد و ميزان 

در اين مثال تنها يك ، [3]نكته مهم در اين مثال آنست كه بر خلاف مرجع.  نيز قابل قبول استخطا براي پيش بيني اندازه آن

  . ترك و نه سه ترك، در طول تير پيش بيني شده است

β

K
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   گيری نتيجه

تير   فنر پيچشی، به رديابی چند ترک در طولاتريس انتقال و مدلسازی ترک باروش م از در اين پژوهش با بهره گيری

در اين روش به . معادلات مربوط برای دو شرط مرزی تير با تکيه گاه ساده و همچنين تير يکسرگيردار بدست آمدند. مپرداختي

در اين روش از آنجا که به . دليل استفاده از روش ماتريس انتقال، ابعاد ماتريس معادله مشخصه به مقدار زيادی کاهش می يابد

، همواره از تعداد المانهای در برگيرنده n درنتيجه تعداد ترکهای قابل رديابیهر المان يک شاخص عيب نسبت داده ميشود

mn کوچکتر استmتير ≤  .  

شرايط اين مثال به دليل تقارن در  .در مثال عددی،تيری با شرايط مرزی دو سرمفصل همراه با دو ترک بررسی گرديد

به .  به فاصله مساوی از وسط تيرقرار بگيرندط تير در دو موقعيت مختلف وند نسبت به وسرزی تير، هر يک از ترکها ميتوانم

56.006.05.0ميتواند در هر يک از موقعيتهايد مربوط به موقعيت ترک دوم اين ترک ۳همين دليل در شکل  =+=β  يا

44.006.05.0 =−=βبی در مورد تير يکسرگيردار به دليل عدم تقارن هندسه با مشکل کمتری برای رديا. شته باشدقرار دا

  . موقعيت ترک مواجه خواهيم بود

، ميتوان نتيجه گرفت كه روش ارائه شده داراي سرعت همگرايي [8]با مقايسه روش حل ارائه شده و روش حل در مرجع

 و 2% کمتر از ييخطای موقعيت دو ترک دارای نتايج حاصل در مورد رديابه بيشتر و همچنين دقت بالاتري است؛ تا آنجا ك

، در مورد رديابي [8] حال آنكه ميزان خطاي مرجع.د مي باش1%کمتر از  خطايداراي  اندازه ترکها نيز  پيش بينيددر مور

در ضمن در اين مثال تنها دو ترك .  است13% و در مورد پيش بيني اندازه تركها بيش از 2%موقعيت دو ترك كمتر از

وجود دارد كه در روش حل ارائه شده توسط پتيل و همكارش وجود سه ترك پيش بيني شده و يك ترك ريز در المان اول نيز 

  .در نتايج آمده است

  

 مراجع
1. Sekhar AS. "Vibration characteristics of a cracked rotor with two open cracks", Journal of 

Sound and Vibration, v. 223(4), pp.497–512, 1999. 
2. Ruotolo R, Surace C. "Damage assessment of multiple cracked beams: numerical results 

and experimental validation", J. Sound and Vibration, v.206(4), pp.567–88, 1997. 

3. R.Y. Liang, J. Hu, F.K. Choy, "Quantitative NDE technique for assessing damage in beam 

structures", Journal of Engineering Mechanics, v.118 (7), pp.1468–1487,1992. 

4. Hu J, Liang RY. "An integrated approach to detection of cracks using vibration 

characteristics", J Franklin Inst, v. 330(5), pp.841–53, 1993. 

5. Choy FK, Liang R, Xu P. "Fault identification in beams on elastic foundation", Comput 

Geotech, v. 17(2), pp.157–76, 1995. 
6. Zheng DY, Fan SC. "Natural frequencies of a non-uniform beam with multiple cracks via 

modified Fourier series", Journal of Sound and Vibration, v.242(4), pp.701–17, 2001. 

7. Zheng DY, Fan SC., "Natural frequency changes of a cracked Timoshenko beam by 

modified Fourier series", Journal of Sound and Vibration, v. 246(2), pp.297–317, 2001. 

8. Patil, D.P., Maiti S.K., " Detection of Multiple cracks using frequency measurements", 

Engineering Fracture Mechanics, v.70, pp. 1553-1572, 2003. 
9. Cawley P, Adams RD. "The location of defects in structures from measurements of 

natural frequencies" J Strain Anal, v. 14(2). pp. 49–57, 1979. 



  صنعتی شريف  دانشگاه – ١٣٨٦  اسفند – آلات يابي ماشين  پايش وضعيت و عيبكنفرانس تخصصيدومين 

  

10. Ostachowicz WM, Krawczuk M., "Analysis of the effect of cracks on the natural 

frequencies of a cantilever beam", J. Sound & Vibration, v.150, pp.191–201, 1991. 

11. H. Tada, P.C. Paris, G.R. Irwin, "The Stress Analysis of Cracks Handbook", third ed., 

ASME Press, Professional Engineering Publishing, New York, 2000. 
12. S. N. ATLURI, "Computational Methods in the Mechanics of Fracture", 

Amsterdam,North-Holland,1986, 
13. N. ANIFANTIS and A. D. DIMAROCONAS, "Stability of columns with a single crack 

subjected to follower and vertical loads", International Journal of solids Structures, v. 

19(3), pp.281–291, 1983. 

  

  محاسبه سفتی فنر پيچشی معادل برای ترک يکطرفه: ضميمه

  .ترک باز يکطرفه در شکل زير نشان داده شده است 

                            

  

  

  

  

  

  

 ترک يکطرفه – ۱ ض شكل

 
 [12]:داد ت تنش صفحه ای به صورت زير نمايشحالده در تير را به علت وجود ترک درکاهش انرژی الاستيک ذخيره ش ميتوان
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E
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21
  

تمرکزتنش به  ضريب.  سطح ترک می باشدA ومدول الاستيسيته ماده سازنده تيرEنش،ضريب تمرکز ت IKکه در اين رابطه

 [12]:صورت زير محاسبه ميشود

)(                               )۲ض ( hagaK I πσ= 

  .ارتفاع تيرميباشد h عمق ترک وa تنش درمحل ترک، σدر رابطه فوق

  : به صورت زيرAnifantis et al. [13]با پذيرفتن تابع تصحيح ارائه شده توسط

32               )۳ض ( )/(464.4)/(749.5)/(374.113.1)/( hahahahag −+−=  

ii:و روابط KMU 26 و∆=22 bhM=σو αbddA ha و با کمی محاسبات و با تعريف= /=η ميتوان نشان 

722)(: يا سختی فنر پيچشی معادل ترک از رابطه مقابل قابل محاسبه استiK دادکه ηπ fEbhK i که در اين رابطه . =

)(ηfبه صورت زير تعريف ميشود :  

     )۴ض (
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)(1774.5)(7201.3)(035.1)(6384.0)(

ηηη
ηηηηη

+−+
−+−=f

  

 

  

xx h

a
ααd

b


