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هاي مختلف علمي، مهندسي،  از مسائلي است كه داراي كاربردهاي وسيعي در زمينه، يكي MDPگيري ماركوف يا  فرآيند تصميم: چكيده

گيري  ي تصميم باشند و به صورت يك مسأله گيري، داراي خاصيت ماركوف مي بسياري از فرآيندهاي تصميم. اقتصادي و مديريت است
ريزي  ي خود از برنامه رود، و به نوبه به كار مي MDPل يادگيري تقويتي يكي از رويكردهايي است كه براي ح. ماركوف قابل بيان هستند

رود، به  به كار مي MDPبراي حل  DPدر اين نوشتار الگوريتم ارزيابي سياست، كه در بحث يادگيري تقويتي و . كند استفاده مي DPپويا يا 
ترتيب اين امكان به وجود آمده است كه بتوان به اين . زمان بازنويسي شده است-ي ديناميكي يك سيستم ديجيتال يا گسسته صورت معادله

هاي موجود در كنترل ديجيتال، به بررسي خواص معادلات به دست آمده پرداخت و تحليل مناسبي از رفتار عامل  گيري از روش با بهره
ست و سپس نتايج كلي ي جدولي استفاده شده ا روش مذكور براي تحليل دو مسأله. هاي مختلف، به عمل آورد يادگيرنده، تحت سياست

ي  دهند كه سياست بهينه براي هر مسأله به عنوان مثال، نتايج به دست آمده نشان مي. اند در خصوص مسائل جدولي بيان و اثبات شده
  .قابل توصيف است Dead Beatجدولي، در چارچوب كنترل ديجيتال، به صورت يك سيستم مرده نوَشِ يا 

  .گيري ماركوف، كنترل تصادفي، يادگيري تقويتي هاي كنترل ديجيتال، فرآيندهاي تصميم ا، سيستمريزي پوي برنامه: كلمات كليدي
   

Abstract: Markov Decision Process (MDP) has enormous applications in science, engineering, 
economics and management. Most of decision processes have Markov property and can be modeled 
as MDP. Reinforcement Learning (RL) is an approach to deal with Markov Decision Processes. RL 
methods are based on Dynamic Programming (DP) algorithms, such as Policy Evaluation, Policy 
Iteration and Value Iteration. In this paper, policy evaluation algorithm is represented in the form of 
a discrete-time dynamical system, namely a Discrete-Time Control system. Hence, using Discrete-
Time Control methods, behavior of agent and properties of various policies, can be analyzed. Two 
grid-world problems are solved and analyzed using this approach. Therefore general case of grid-
world problems is addressed, and some important results are obtained for this type of problems, For 
example, equivalent dynamical system of an optimal policy for a grid-world problem, is always a 
dead-beat system in the framework of Discrete-Time Control systems. 
 
Keywords: Dynamic Programming, Discrete-Time Control Systems, Markov Decision Process, 
Reinforcement Learning, Stochastic Control.  

 

  مقدمه -1
 MDPيا  2گيري ماركوف فرآيند تصميم، نوع خاص از 1مسائل جدولي

گيري ماركوف براي اولين بار توسط بلمن در  فرآيندهاي تصميم. هستند

  
1 Grid-world Problems 
2 Markov Decision Process 

معرفي گرديد و مورد  1960و سپس توسط هوارد در سال  1957سال 
ثبت  MDPاولين كاربرد مشخصي كه براي . [1]بررسي قرار گرفت 

هاي ايالت آريزونا در سال  دهي راه ده از آن در سازمانشده است، استفا
همچنين كاربردهايي نظير مديريت حيات وحش، . [1]بوده است  1978

مديريت توليد و كارخانه، انبارداري و حمل و نقل، از جمله كاربردهايي 
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فهرست كاملي از . [1]اند  پيشنهاد شده MDPهستند كه براي 
هايي  در نوشته MDPپذير  يمه مشاهدههاي ن و مدل MDPكاربردهاي 

و  [18]، هو و همكارانش  [3]، پايت [2]، كاساندرا [1]توسط پوترمن 
اي  يافتن يك سياست بهينه در مسأله. آمده است [19]سو و همكارانش 

مدل شده است، يكي از مباحثي است كه در  MDPكه به صورت 
ده است سازي و كنترل بسيار مورد توجه بو ي بهينه نظريه

ريزي  هاي برنامه اي از شيوه براي حل چنين مسأله. [1,5,7,18,19]
است و تغييرات متعددي در اين   استفاده شده 2ريزي پويا و برنامه 1خطي

دهي مناسبي براي اين  اند تا سرعت پاسخ ها به وجود آمده الگوريتم
  .[1,5,8,18,19]ها تأمين شود  روش
ريزي پويا  اين مسأله با استفاده از برنامهاي كه براي حل  هاي اوليه روش

 4، تكرار سياست3هاي ارزيابي سياست اند، به نام مورد استفاده قرار گرفته
 [7]و  [6]، [5]، [4]شوند و در منابعي چون  شناخته مي 5و تكرار ارزش

ي  ها پاسخ دقيقي را براي هر مسأله اين روش. اند مورد بررسي قرار گرفته
توان به قدر نياز، جواب  دهند و مي به دست مي MDPگيري  تصميم

ها،  وجود جواب براي اين روش. نهايي را به جواب واقعي نزديك كرد
هاي برداري  با استناد به قضاياي مربوط به آناليز توابع در فضاي

هاي مختلفي  ، با روش[17]ي ثابت  ي نقطه پذير، به خصوص قضيه اندازه
شرايط دقيقي كه براي وجود . [6,7,16] مورد بررسي قرار گرفته است

شود،  ريزي پويا حل مي كه توسط برنامه MDPي  جواب در يك مسأله
. [5,6,7,16]اند  اند و گردآوري شده به خوبي مورد مطالعه قرار گرفته

چيزي كه بلمن از آن به عنوان نفرين ابعاد ياد كرده است، يك مشكل 
ها به وجود آورده است، كه باعث  ي استفاده از اين روش جدي در زمينه

تر شده است كه معمولا در  هاي تقريبي و سريع به وجود آمدن روش
 7پويا-ريزي عصبي و يا برنامه [5,7,9] 6قالب مباحث يادگيري تقويتي

  .شوند مطرح مي [4,8,9]
به چهار  MDPهاي مورد استفاده براي بهتر كردن فرآيند حل  روش

هاي  هاي گروه اول از ويژگي روش. باشند گروه اصلي قابل تقسيم مي
ساختاري مسأله، براي تسهيل فرآيند به دست آوردن جواب يا سياست 

هاي بعدي، بر خلاف  روش. [11,12,26]كنند  بهينه، استفاده مي
هاي گروه اول، منجر به پيدا شدن جواب بهينه براي مسأله  روش
هاي  ت آمده جوابهاي به دس ها، جواب بلكه در اين روش. شوند نمي

ي اصلي  هايي كه منجر به ساده شدن مسأله شبه بهينه هستند و با فرض
هاي گروه دوم، خود به دو  روش. [10,15]اند  اند، به دست آمده شده

هاي زير گروه اول، از  در روش. زير گروه اصلي قابل تقسيم هستند
ترتيب شود و به اين  هاي ساده شده براي حل مسأله استفاده مي مدل

  
1 Linear Programming 
2 Dynamic Programming 
3 Policy Evaluation 
4 Policy Iteration 
5 Value Iteration 
6 Reinforcement Learning 
7 Neuro-Dynamic Programming 

ي اصلي پيدا نمود  توان يك سياست شبه بهينه را براي مسأله مي
هاي زير گروه دوم، ساختار سياست مجهول، به  در روش. [10,15]

سازي در فرآيند  شود و به اين ترتيب نوعي ساده شكلي خاص فرض مي
هاي گروه سوم، از  روش. [4,6,10,15]آيد  حل مسأله به وجود مي

عمل و معادلات -حالت، توابع ارزش حالتتقريب توابع ارزش 
هايي همچون  ها از شيوه در اين روش. اند ريزي پويا به دست آمده برنامه

 10و استخراج خواص 9، نمايش بر اساس توابع پايه8تجميع حالات
هاي گروه چهارم،  روش. [4,5,7,9,10,13,14]استفاده شده است 

است تعريف و به همانند روش كلاسيك تكرار سياست، در فضاي سي
هاي  ها، سعي بر اين دارند كه با شيوه اين روش. شوند كار برده مي
تر كنند و به اين ترتيب فرآيند  گيري سياست بهينه را سريع خاصي، شكل

  .تر شود حل مسأله سريع
، در بحث يادگيري تقويتي، به نام يادگيري MDPفرآيند حل يك 

گيري جديد، همواره در  ميمهاي تص گيري شيوه شود و شكل شناخته مي
هايي كه براي  يكي از شيوه. باشد آوري اطلاعات جديد مي اثر جمع

- ي باز تسريع فرآيند يادگيري پيشنهاد شده است، استفاده از شيوه
بندي  استعمال است كه براي تسريع فرآيند يادگيري و همچنين طبقه

گرفته است  اطلاعات به دست آمده از تجارب قبلي مورد استفاده قرار
همچنين با بهينه كردن ساختار الگوريتم تكرار سياست نيز، . [23‐20]

توان براي نمونه به  اند كه مي نتايج مناسبي به دست آمده
  .اشاره نمود [26]و  [25]، [24]، [19]،[7]،[6]،[1]

ريزي پويا و  برنامه هاي هاي بسياري براي بهبود عملكرد الگوريتم روش
هاي ماركوف، ابداع   هاي يادگيري تقويتي در محيط همچنين الگوريتم

ها با رويكردي خاص، قصد دارند در  هر كدام از اين روش. اند شده
كمترين تعداد تكرار و كمترين زمان به يك پاسخ بهينه يا شبه بهينه، 

مشكل اصلي در بسياري از مسائل، نبودن شناخت . دسترسي پيدا كنند
براي تشخيص يك . سخ بهينه استكافي در مورد چگونگي يك پا

سياست بهينه و انجام مقايسه ميان دو سياست، معياري سريع و ساده 
به اين ترتيب كه براي ارزيابي يك سياست، حتما . وجود ندارد

بايست سياست مذكور، توسط عامل يادگيرنده مورد استفاده قرار  مي
بدي آن بگيرد و بر اساس خروجي به دست آمده، در مورد خوبي يا 

هاي بسياري كه براي  تا كنون، علي رغم تلاش. سياست، قضاوت شود
اند،  انجام شده MDPي  هاي مرتبط با حل مسأله بهبود عملكرد الگوريتم

به همين . ارائه نشده است MDPروشي براي تحليلِ رياضيِ فرآيند حلِ 
مل بر براي تحليل عملكرد عا هاي زمان دليل، معياري غير از الگوريتم

  .كند، وجود ندارد يادگيرنده، كه از سياستي خاص پيروي مي
، به DPبا استفاده از روش  MDPدر اين نوشتار فرآيند حل مسائل 

سيستم . زمان يا ديجيتال بيان شده است-صورت يك ديناميك گسسته
آيد با روش حلي كه براي مسأله ارائه شده  ديجيتالي كه به دست مي

  
8 State Aggregation 
9 Basis Function Representation 
10 Feature Extraction 
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توان با تحليل خصوصيات كنترلي اين سيستم،  است، متناظر است و مي
خواص روش حل متناظر با آن را مشخص نمود و كيفيت جواب نهايي 

آورد  سازي، اين امكان را به وجود مي استفاده از اين معادل. را حدس زد
هاي ماركوف  كه بتوان به تحليل عملكرد يادگيري تقويتي در محيط

  .پرداخت
، يادگيري 2در بخش . باشند صورت زير مي هاي اين مقاله به ساير بخش

در . شوند ي اصلي آن به صورت اجمالي توضيح داده مي تقويتي و ايده
گيري ماركوف و  ، تعاريف ابتدايي در مورد فرآيندهاي تصميم3بخش 
ريزي پويا براي حل اين نوع از مسائل، مورد بررسي  برنامه هاي روش

ارزيابي سياست به صورت يك ، الگوريتم 4در بخش . گيرند قرار مي
ي  ، دو مسأله5در بخش . شود زمان بيان مي-سيستم ديناميكي گسسته

هاي تحليل و كنترل  و روش 4نمونه با استفاده از مطالب بخش 
 6بخش . اند زمان مورد بررسي قرار گرفته-هاي ديناميكي گسسته سيستم

ي  بهينه نيز، حاوي بيان نتايج كلي در مورد مسائل جدولي و سياست
  .مرتبط با اين نوع از مسائل است

  
  يادگيري تقويتي -2

 حالات در عملكرد براي اي شيوه يافتن يادگيري، از اصلي هدف
 گرفتن نظر در با سايرين، با مقايسه در شيوه اين كه است مختلف

 به رياضي، نظر از عملكرد، ي شيوه اين معمولا. است بهتر معيارهايي،
. است بيان قابل اعمال، فضاي به حالات يفضا از نگاشتي صورت
 اساس بر عاملي كه، است افتاده اتفاق يادگيري گفت توان مي هنگامي
 عمل بهتر، زياد احتمال به و ديگر، نحوي به كند مي كسب كه تجربياتي

 كسب اثر در عامل عملكرد ي نحوه بايست مي صورت اين در. كند
 كسب از قبل هاي زمان در دعملكر ي نحوه از متفاوت جديد، اطلاعات

  .باشد تجارب و اطلاعات اين
 يا و كاري دادن انجام يادگيري، از اصلي هدف تقويتي، يادگيري در

 مستقيم اطلاعات با يادگيرنده، عامل آنكه بدون است، هدفي به رسيدن
 از عامل، به رساني اطلاع مسير تنها روش، اين در. شود تغذيه بيروني
 طريق از كه چيزي تنها. باشد مي جريمه يا داشپا سيگنال يك طريق

 مناسبي تصميم آيا كه است اين شود، مي فهمانده عامل به پاداش سيگنال
 ي شيوه تنها تقويتي، يادگيري حيوانات، از بسياري در نه؟ يا است گرفته

 اساسي بخشي تقويتي، يادگيري همچنين. است استفاده مورد يادگيري
 با مواجهه در ما دست كه هنگامي. دهد مي تشكيل را ها انسان رفتار از

 ديگر بار را كار اين كه گيريم مي ياد سرعت به ما سوزد، مي حرارت
 هستند جرايمي و ها پاداش از خوبي مثالهاي درد و لذت. نكنيم تكرار
  .دهند مي تشكيل را حيوانات از بسياري و ما رفتاري الگوهاي كه
 صحيح عمل كه شود نمي گفته عامل هب گاه هيچ تقويتي، يادگيري در
 شود مي گفته عامل به معياري، ي وسيله به فقط و چيست، وضعيت هر در
 در با است، موظف عامل. است بد چقدر يا خوب چقدر عمل يك كه

 اين. است كدام عمل بهترين كه بگيرد ياد اطلاعات، اين داشتن دست

 اين از. ستا تقويتي يادگيري خاص قوت نقاط از بخشي موضوع،
 فراهم با توانند مي اوقات اغلب در گيري تصميم ي پيچيده مسائل طريق،
 در. شوند حل مسأله، حل براي نياز مورد اطلاعات ميزان كمترين كردن
 از هدف و مسأله ماهيت موارد، برخي در حتي يادگيري، از شيوه اين
 گنالسي. شود نمي تفهيم عامل به مستقيم و كامل طور به نيز آن حل

 و دهد مي نشان عامل به را مناسب عملكرد ي نحوه ضمني طور به پاداش،
 از عامل هدف حالت، اين در. كند مي مشخص را مسأله حل از هدف

 تغيير زمان، از اي بازه در دريافتي پاداش ميزان كردن بيشينه به يادگيري
) اه پاداش كردن بيشينه و مناسب عملكرد ي نحوه( هدف دو اين. كند مي
 برآورده نيز را ديگري هركدام، شدن برآورده و هستند مترادف هم با

 بر تمركز با را مناسب عملكرد ي نحوه عامل طريق، اين به. كرد خواهد
 شود مي محقق صورت اين به امر اين. گيرد مي ياد دريافتي، هاي پاداش
. دشو مي پيدا عامل، توسط انجام قابل اعمالِ و حالات ميان نگاشتي كه،
 در كه گويد مي عامل به شود، مي شناخته  سياست نام به كه نگاشت اين

 از تبعيت. دهد انجام را اعمالي يا عمل چه مختلف، حالات با مواجهه
  .رساند خواهد مناسب اي نتيجه به را عامل قطعا خوب، سياست يك
. است شده داده نشان 1 شكل در نوعي، تقويتي يادگيري ي مسأله يك
 اطرافش محيط حالت از توصيفي گرها، حس طريق از گيرندهياد عامل

 اطلاعات قالب در محيط به مربوط اطلاعات. آورد مي دست به را
 انجام را عملي ، عامل كه هنگامي. شوند مي داده عامل به  گري حس
 بدي يا خوبي به بسته تواند مي كه كند مي دريافت را پاداشي دهد، مي

  .باشد يمنف يا مثبت پاداشي عمل،

  
  عامل و محيط تعامل ي نحوه و تقويتي يادگيري ي مسأله يك - 1 شكل

  

  گيري ماركوف فرآيندهاي تصميم -3
بخش اعظمي از كارهاي تحقيقاتي انجام شده بر روي يادگيري تقويتي، 

اند كه، تعامل بين عامل و محيط اطرافش را  توأم با اين فرض بوده
 MDPگيري ماركوف يا  توان به صورت يك فرآيند تصميم مي

گيري ماركوف،  يك فرآيند تصميم. سازي كرد زمان مدل-گسسته
ي  باشد كه اغلب به صورت دسته زمان مي-فرآيندي تصادفي و گسسته

 عامل يادگيرنده

  
 محيط

 پاداش

  ملع

  گري اطلاعات حس
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)چهار تايي  , , , )P RS A اجزاي يك فرآيند . شود تعريف مي
  :ازگيري ماركوف، عبارتند  تصميم

,0,1سنج سراسري به صورت  يك زمان • ,t T= براي شمارش  …
 .)تواند نامحدود باشد مي T. (زمانِ گسسته

• S باشد و مشتمل بر تمام  ي فضاي حالت فرآيند مي نشان دهنده
گيرد  ها قرار مي ر آنحالات ممكني است كه عامل تصميم گيرنده د

فرض بر اين است . باشد گيري در اين حالات مي و ملزم به تصميم
}اي محدود به صورت   مجموعه Sكه  }1 2, , , ns s s=S … 
 .باشد مي

• A ي فضاي اعمال قابل انتخاب، براي عامل  نشان دهنده
ها و يا تصميمات  اين مجموعه حاوي انتخاب. نده استگير تصميم

 Aفرض بر اين است كه . باشد ممكن در هر حالت، براي عامل مي
}ي محدودي به صورت  مجموعه }1 2, , , ma a a=A  .باشد مي …

• P اگر فرآيند در . كند ي انتقال و تحول حالات را مدل مي نحوه
توسط عامل انتخاب شود، احتمال تغيير  aباشد، و عمل  sحالت 

sحالت فرآيند به حالت  aبه صورت  ′
ss ′P به . شود تعريف مي

  :عبارت ديگر داريم

)1(  { }Pr ,a
ss

s s a′
′=P 

:نگاشتي به صورت  Pدر حالت كلي  0,1⎡ ⎤× × → ⎢ ⎥⎣ ⎦P S A S 
يعني احتمال فوق، . باشد اين مدل، داراي خاصيت ماركوف مي. است

ي  صرفا به حالت و عمل اخير بستگي دارد و كاملا مستقل از خاطره
اگر . باشد قبلي عامل مي

t
s  و

t
a ي حالت  به ترتيب نشان دهنده

گاه  باشند، آن tي  فرآيند و عمل انتخاب شده در زمان گسسته
  :باشد ي زير قابل توصيف مي خاصيت ماركوف به صورت رابطه

)2(  { } { }
1 1 1 1 1
Pr , Pr , , , ,t

t t

a

s s t t t t t t t t
s s a s s a s a

+ + + − −
= =P …  

• R اگر عامل در . باشد ي اميد رياضي پاداش مي تابع تعريف كننده
sبه حالت  aباشد و با انجام عمل  sحالت  برود، مقدار پاداشي  ′

aياضي كند به صورت عددي تصادفي و با اميد ر كه دريافت مي
ss ′R 

در حالت كلي تابع پاداش، نگاشتي به صورت . شود تعريف مي
: × × →R S A S R تابع . باشد ميR  نيز داراي خاصيت

aباشد و مقدار  ماركوف مي
ss ′R  يعني (صرفا به حالت فعليs ( و

sيعني (و حالت بعدي )  aيعني (عمل فعلي  بستگي دارد و ) ′
  :به عبارت ديگر. باشد كاملا مستقل از حالات يا اعمال قبلي مي

)3(  { }
{ }

1 1 1

1 1 1 1

, ,

, , , , ,

t

t t

a

s s t t t t

t t t t t t

r s s a

r s s a s a
+ + +

+ + − −

=

=

R E

E …
  

در حالت  tي  فرض كنيد عامل در زمان يا مرحله
t
s  قرار دارد و عمل

t
a ∈ A عامل با احتمال . دهد را انجام ميt

t

a

s s ′P  1در زمانt به  +
sحالت   :رود و خواهيم داشت مي ′

1t
s s+

ضمنا عامل در . =′

ي  ي اين عمل، پاداشي اسكالر به اندازه نتيجه
1t

r +
خواهد گرفت كه در  

حالت كلي، كميتي تصادفي و با اميد رياضي 
1

t

t t

a

s s +
P باشد مي.  

قرار  sطرف عامل، هنگامي كه در حالت از  aاحتمال انتخاب عمل 
:دارد، با نگاشتي به صورت  0,1π ⎡ ⎤× → ⎢ ⎥⎣ ⎦S A شود و  تعريف مي

  :توان نوشت مي

)4(  { }Pr ( , )
t t
a a s s s aπ= = =  

ي  شود و مجهول اصلي يك مسأله با نام سياست شناخته مي πنگاشت 
  .[1,5,7,14]باشد  گيري مي ي تصميم يادگيري تقويتي و هر مسأله

توان معياري را براي  هاي مختلف با يكديگر، مي ي سياست براي مقايسه
اين معيار، مقداري است كه سياست در هر . ها تعريف نمود سنجش آن

سياست در حالت  1گرداند و به عنوان خروجي حالت از فرآيند برمي
خروجي يك سياست، ميزاني از پاداش است . شود ياد مي مذكور از آن

كه در اثر اتخاذ تصميمات متوالي و با تبعيت از آن سياست به دست 
شود كه  ها، ارزشي در نظر گرفته مي براي هر كدام از حالت. آمده است

برابر با اميد رياضي خروجي است كه با شروع كردن از هر حالت و 
در حالت كلي، منظور از . آيد ه دست ميتبعيت از يك سياست خاص ب

است به  ∗πي يادگيري تقويتي، پيدا كردن سياست  حل يك مسأله
، بيشينه ها نحوي كه مقدار خروجي سياست و يا ارزش هر كدام از حالت

. هاي متفاوتي براي تعريف خروجي وجود دارند روش. [5,7,14]شوند 
كاربردها معمول است و در اين مقاله نيز مورد توجه روشي كه در اكثر 

اگر  .باشد مي 2قرار گرفته است، تعريف خروجي به صورت تنزيلي
0,1γضريب تنزيل به صورت  ⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ باشد، خروجي تنزيلي به صورت  ⎦

  :زير خواهد بود

)5(  2
1 2

0

k
t t t t t k

k

z r r r rγ γ γ
∞

+ + +
=

= + + + = ∑  

  :به صورت زير قابل بيان است sدر اين حالت، ارزش حالت 

)6(  { }
( )

1
( )

( , ) ( )
t t

a a
ss ss

a s

V s z s s

s a V s

π π

ππ γ
+

′ ′
′∈ ∈

= =

′= +∑ ∑P R
A S

E
  

 πهاي  انديس. ، عملگر اميد رياضي استπEكه در آن، منظور از 
كند،  پيروي مي πكه عامل از سياست   نيز، صرفا براي تاكيد بر اين

بلمن معروف است ) بهينگي(ي  ، به معادله)6(ي  رابطه. ندا نوشته شده
[1,4,14,18,19].  

هايي كه براي حل اين معادله و يافتن مقدار ارزش تمام  يكي از روش
اين روش كه . شود، بازگشتي كردن اين معادله است حالات استفاده مي

ي  كند كه معادله است، پيشنهاد مي [17]  3ي ثابت ي نقطه مبتني بر قضيه
  :به صورت زير بازنويسي شود) 6(

  
1 Return 
2 Discounted 
3 Fixed Point Theorem 
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)7(  ( )1
( ) ( , ) ( )a a

k ss ss k
a s

V s s a V sπ ππ γ′ ′+
′∈ ∈

′= +∑ ∑P R
A S

  

)كه در آن  )
k
V sπ تخمين ،k امُ از مقدار واقعي( )V sπ با توجه . است

1γبه اين كه  < 1γ توان استدلال كرد كه  است، مي >
1
( )

k
V sπ

+ 
)به  [17] 1با يك نگاشت انقباضي )

k
V sπ ي  طبق قضيه. مرتبط است

ي ثابت منحصر به فردي  ، اين نگاشت داراي نقطه[17]ي ثابت  نقطه
، )7(ي  با توجه به معادله. باشد نيز مي) 6(ي  است كه جواب معادله

  :به صورت زير خواهد بود) 6(ي  جواب معادله

)8(  ( ) lim ( )
kk

V s V sπ π

→∞
=  

)ي  فرآيند محاسبه )V sπ ها، در بحث يادگيري تقويتي  براي تمام حالت
  .ستمعروف ا [1,5,7,14]ريزي پويا به نام ارزيابي سياست  و برنامه

  
  سازي الگوريتم ارزيابي سياست مدل -4

  فرض كنيد برداري به صورت

)9(  1 2( ) ( ) ( )
T

nv V s V s V sπ π π π⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦  

. اين بردار حاوي ارزش تمام حالات يك مدل است. تعريف شده باشد
را، به شكل زير براي تمام ) 7(ي بازگشتي  توان رابطه در اين صورت مي

  :معادله تبديل نمود حالت بازنويسي كرد و آن را به صورت يك

)10(  
1 1 1 1

1

1

n

n n n n

s s s s s

k k k

s s s s s

v v vπ π πγ γ+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

P P R
P R

P P R
  

  :عبارتند از Rو  Pهاي  هاي ماتريس كه در آن داريه

)11(  ( , ) a
ss ss

a

s aπ′ ′
∈

= ∑P P
A

  

  و

)12(  ( , ) ( , )a a a
s ss ss s

a s a

s a s aπ π′ ′
′∈ ∈ ∈

= =∑∑ ∑R P R R
A S A

  

  :ر بازنويسي كردرا به صورت زي) 10(ي  توان معادله مي

)13(  
1k k k

v v uπ πγ
+

= +P R  

كه در آن فرض شده است كه 
k
u  0به ازاي تمام مقاديرk ، برابر ≤

ي  معادله. باشد مي [27]ي واحد  با واحد باشد، كه همان تعريف تابع پله
باشد  مي [27]زمان يا ديجيتال -ي حالت يك سيستم گسسته معادله) 13(

هاي مربوط به حالات فرآيند  كه متغيرهاي حالت آن، ارزش
ماتريس حالت اين سيستم، از تركيب اطلاعات . باشند گيري مي تصميم

aمربوط به محيط در قالب 
ss ′P اطلاعات مربوط به سياست در قالب ،

( , )s aπ بردار وروي اين سيستم . ضريب تنزيل به دست آمده است، و

  
1 Contraction Mapping 

R ها را در بر  باشد كه اطلاعات مربوط به محيط، سياست و پاداش مي
ي واحد در  طبق قرارداد، ورودي اين سيستم، همواره برابر با پله. دارد

اين كه،  شرط پايداري سيستم فوق، عبارت است از. شود نظر گرفته مي
هاي سيستم توصيف شده  ، كه قطبγPي ماتريس  ي مقادير ويژه همه

براي تحقق . [27]ي واحد قرار بگيرند  هستند ، در داخل دايره) 10(با 
  :در نامساوي زير صدق كند γبايست ضريب تنزيل  اين شرط، مي

)14(  
1

1 1
( )max ( )

ii n

γ
ρλ

≤ ≤

< =
PP

  

)كه در آن،  )
i

λ P ي  2ي مقدار ويژه نشان دهندهi اُم، و( )ρ P  نيز
شود كه شرط  لذا مشاهده مي. باشد مي Pماتريس  3شعاع طيفي

1γ ي همگرايي سري تعريف شده در  لزاما تضمين كننده، ا≥
ي  رابطه. باشد نمي) 6(و يا وجود جواب محدود براي ) 5(ي  معادله

ي  اگر تمام مقادير ويژه. كند بيان مي γتري براي  ، شرط دقيق)14(
، به ازاي )5(گاه سري  ني واحد باشند، آ ، درون دايرهPماتريس 

  .نيز، كه بزرگتر از يك هستند، همگرا خواهد بود γبرخي از مقادير 
  
  ي نمونه حل و بررسي دو مسأله -5

در اين بخش، با استفاده از مطالب مطرح شده در بخش قبل، دو 
در حل مشاهداتي كه . گيرند ي نمونه مورد حل و بررسي قرار مي مسأله

هاي كلي در  گيري اين دو مسأله انجام گرفته است، راهگشاي نتيجه
  .خصوص مسائل جدولي و مسائل مشابه هستند

  
  ي اول مسأله -1- 5

، در 2ي جدولي را، به صورت نشان داده شده در شكل  يك مسأله
هاي سفيد رنگ  در يكي از خانه) مثلا يك روبات(عاملي . نظر بگيريد

تواند به سمت چپ يا  عامل در هر حالتي مي. رداين جدول قرار دا
هاي خاكستري  هنگامي كه عامل به يكي از خانه. راست حركت كند

حركت به چپ يا راست، پاداشي به . شود برسد، حركت او متوقف مي
اي است كه عامل براي  در پي دارد كه در واقع هزينه -1ي  اندازه

اي براي  پيدا كردن شيوههدف از حل مسأله، . پردازد حركت كردن مي
حركت است كه عامل از هر كدام از حالات، در كمترين تعداد حركت 

  .هاي هدف برساند به يكي از خانه
  

s0 s1 s2 s3 s0

  
  

  1-5جدول مربوط به مثال مورد بررسي در بخش   - 2شكل 
  

)احتمال انتخاب حركات در حالات مختلف براي  - 1جدول  )pπ  
)  )L( چپ  )R(راست  )pπ  
p  1 p−  1

s  

  
2 Eigenvalue 
3 Spectral Radius 
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1
2

  1
2

 
2
s 

1 p−  p 3
s 

  

ي حاضر  را براي مسأله 1سياستي به صورت نشان داده شده در جدول 
0,1pتوجه كنيد كه . در نظر بگيريد ⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ پارامتري است كه تغيير  ⎦

ي مورد بررسي  هاي مختلف براي مسأله مقدار آن، باعث ايجاد سياست
1به اين ترتيب سياست . شود مي

2
( )πك سياست كاملا تصادفي و با ، ي

نيز،  π(0)سياست . هاي چپ و راست است احتمال مساوي براي حركت
يك سياست بهينه براي اين مسأله است و عاملي كه از اين سياست 

هاي  ترين تعداد حركت به يكي از خانه تبعيت كند، از هر حالت، در كم
)يكي معادل با ارزيابي سياست سيستم دينام. هدف خواهد رسيد )pπ به ،

  :صورت زير خواهد بود

)15(  ( ) ( )( ) 1 1
1 2 2

0 0 1

: 0 1

0 0 1

p pp
k k k

p

v v u

p

π ππ +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

ي حالت فوق عبارت  تابع تبديل معادل با سيستم توصيف شده با معادله
  :است از

)16(  
2

( )
1

( ) ( 1)

( )

z p

G z z
z p

z p

⎡ ⎤− +⎢ ⎥
⎢ ⎥= − +⎢ ⎥

− ⎢ ⎥− +⎢ ⎥⎣ ⎦

  

0pهنگامي كه . هستند −pو  +pهاي سيستم فوق  قطب = 
هاي سيستم  تبعيت كند، تمام قطب π(0)باشد، يعني عامل از سياست 

چنين سيستمي در مبحث . گيرند قرار مي zي  فوق در مبدأ صفحه
يك سيستم . شود شناخته مي 1تال، به نام سيستم مرده نوَشِكنترل ديجي

، nهاي درجه  ، در مقايسه با ساير سيستمnمرده نوَِشِ درجه 
واحد  nي آن، دقيقا در  ترين پاسخ ممكن را دارد و پاسخ پله سريع

بر ) 15(ي حالت  از معادله. [27]رسد  سسته، به مقدار نهايي ميزماني گ
آيد كه ورودي سيستم مورد بررسي، سيگنال  مي

k
u  و خروجي آن

k
vπ 

 zي بين ورودي و خروجي را با استفاده از تبديل  اگر رابطه. است
  :يسيم، خواهيم داشتبنو

)17(  ( ) ( ) ( )V z G z U z=  

)كه در آن  )V z  و( )U z به ترتيب تبديل ،z اي ه سيگنال
k
vπ  و

k
u 

مقدار نهايي . هستند
k
vπطبق . ، جواب الگوريتم ارزيابي سياست است

هاي گسسته، مقدار نهايي  ي مقدار نهايي براي سيگنال قضيه
k
vπ  به

  :صورت زير قابل محاسبه است

)18(  
1

1
1

1

lim lim (1 ) ( )

lim (1 ) ( ) ( )
kk z

z

v v z V z

z G z U z

π π −

→∞ →
−

→

= = −

= −
  

  
1 Dead Beat 

با توجه به اين كه سيگنال 
k
uي واحد در نظر گرفته  ، همواره برابر با پله

  :شود، داريم مي

)19(  1

11 1

1
lim(1 ) ( ) lim ( ) (1)

1z z
v z G z G z G

z
π −

−→ →
= − = =

−
  

، كه معادل با )15(ي حالت  لذا براي سيستم توصيف شده با معادله
)ارزيابي سياست  )pπ است، مقدار نهايي متغيرهاي حالت به صورت زير

  :قابل محاسبه هستند

)20(  1 2 1
1 1 1

T
p p

v
p p p

π
⎡ ⎤+ +⎢ ⎥= − − −⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

  

اي هستند كه عامل با  ي متوسط هزينه اين مقادير نهايي، نشان دهنده
 .پردازد هاي هدف، مي شروع از هر يك از حالات، براي رسيدن به خانه

0pشود، به ازاي  اي كه پرداخت مي كمترين مقدار هزينه به دست  =
است كه يك سياست بهينه  π(0)ادل با اين مقدار، سياست مع. آيد مي

  .براي اين مسأله است
برابر با يك در نظر  γدر محاسبات انجام شده، مقدار ضريب تنزيل 

الت به ي ح را در محاسبات وارد كنيم، معادله γاگر . گرفته شده است
  :دست آمده، به صورت زير خواهد بود

)21(  ( ) ( )( ) 1 1
1 2 2

0 0 1

: 0 1

0 0 1

p pp
k k k

p

v v u

p

π ππ γ+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

شرط لازم و كافي براي همگرايي الگوريتم ارزيابي سياست، پايداري 
ي مقادير  اين سيستم در صورتي پايدار است كه همه. سيستم فوق است

. [27]ي واحد قرار بگيرند  ي ماتريس حالت آن در داخل دايره ويژه
ي حالت  ي ماتريس حالت سيستم توصيف شده با معادله مقادير ويژه

  :، عبارتند از)22(

)22(  
1 2,3
0 pλ λ γ= = ±  

لذا شرط پايداري اين سيستم و همچنين همگرايي الگوريتم ارزيابي 
)سياست  )pπ به صورت زير است:  

)23(  1
1p

p
γ γ< ⇒ <  

باشد،  π(0)كند كه اگر سياست مورد ارزيابي  ط فوق بيان ميشر
  .همگرا خواهد بود γالگوريتم به ازاي تمام مقادير 

  
  ي دوم مسأله -2- 5

در اين مسأله نيز، عامل در . را در نظر بگيريد 3جدولي به صورت شكل 
بايست با حركت  نگ جدول قرار دارد، و ميهاي سفيد ر يكي از خانه

در يكي از چهار جهت بالا، پايين، چپ و راست، خود را به يكي از دو 
حركت . اند، برساند ي هدف، كه با رنگ خاكستري مشخص شده خانه
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در پي دارد، كه اين پاداش، نشان  -1ي  در هر جهت، پاداشي به اندازه
. پردازد هر حركت مي اي است كه عامل براي ي هزينه دهنده
شوند، بر موقعيت  هايي كه باعث خارج شدن عامل از جدول مي حركت

عامل بايد ياد بگيرد . دهند عامل تاثيري ندارند و محل عامل را تغيير نمي
، خود را به )پرداخت كمترين جريمه(كه با دريافت بيشترين پاداش 

ود، عامل اگر چنين كاري محقق ش. هاي هدف برساند يكي از خانه
اين مسأله به . توانسته است با كمترين تعداد حركت، به هدف برسد

توان  باشد و مي گيري ماركوف، قابل بيان مي صورت يك فرآيند تصميم
براي استفاده از  .براي حل آن، از روش ارزيابي سياست استفاده كرد

ر در ها، برابر با صف ي هر كدام از خانه روش ارزيابي سياست، ارزش اوليه
ي  ي ثابت، نتيجه ي نقطه طبق قضيه. [1,5,7,14]شود  نظر گرفته مي

باشد و الگوريتم همواره به  ها مي ي خانه نهايي، مستقل از ارزش اوليه
  .[17]شود  در فضاي جستجو، همگرا مي ي منحصر به فرد يك نقطه

  

s0 s1 s2 s3

s0

s5 s6 s7s4

s9 s10 s11s8

s13 s14s12

  
  2-5ي مورد بررسي در بخش  جدول مربوط به مسأله – 3شكل 

  

اپايان حل مسأله مورد استفاده قرار گرفته است، سياست سياستي كه ت
هاي جدول، احتمال  ي خانه به اين معني كه، در همه. تصادفي است

 25/0حركت به تمام جهات، مساوي و همگي برابر با يك چهارم يا 
ي بلمن، توسط  ، چند مرحله از حل تكراري معادله4در شكل . باشد مي

با استفاده از نتايج مربوط به هر . ه است، نشان داده شد)7(ي  معادله
به اين ترتيب كه، عامل . ريزي كرد توان سياستي را پايه مرحله، مي

هايي حركت كند كه  بايست در هر خانه از جدول، به سمت خانه مي
هاي به دست  سياستي كه با استفاده از ارزش. بيشترين ارزش را دارند

آيد، به صورت  اُم به دست ميkي  آمده در مرحله
k

π  نشان داده شده
. است

0
π همان سياست تصادفي است .π∞  نيز سياستي است كه با

. آيد هاي نهايي به دست مي استفاده از ارزش
3

π هاي  ام سياستو تم
بعد از آن، همگي معادل هستند و 

3
π π∞= فرض كنيد با . باشد مي

ي سيستم  هاي به دست آمده، معادله استفاده از هر كدام از سياست
ي  در معادله Pمحاسبه شوند، و ماتريس ) 10(ي  معرفي شده در معادله

 براي سياست) 10(
i

π  به صورت
i
P استفاده از انديس . باشدi صرفا ،
شعاع . باشد مي) 10(ي  ها در معادله به دليل جلوگيري از تداخل انديس

  :اند و عبارتند از هاي مذكور محاسبه شده طيفي هر كدام از ماتريس

)23(  0 1

2 3

( ) 0.9468, ( ) 0.8431,

( ) 0.5, ( ) ( ) 0

ρ ρ
ρ ρ ρ ∞= =
P P
P P P

  

شود كه هر چه قدر سياست به كار رفته در ايجاد  به وضوح ديده مي
ي ماتريس حالت نيز  ي بزرگترين مقدار ويژه تر باشد، اندازه مدل، بهينه

به خصوص به ازاي سياست . شود تر مي كوچك
3

π  يا همانπ∞
 ،

به اين ترتيب، حد بالاي ضريب . تمامي مقادير ويژه برابر با صفر هستند
هاي  ، به ازاي سياست)5(، براي همگرايي سري γتنزيل 

0
π  تا

3
π  به

به عبارت ديگر، . ∞و  2، 1861/1، 0562/1: ترتيب عبارت است از
، به شرط پيروي از سياست )5(ي  سري تعريف شده با معادله

3
π π∞= به ازاي تمام مقادير ،γهمگرا خواهد بود ،.  

برابر  γPي ماتريس  ، با مقادير ويژه)10(هاي سيستم  از طرفي، قطب
، ∞πهاي سيستم معادل با سياست  شود كه قطب مشاهده مي. هستند

به عبارت ديگر، اين سيستم نيز يك سيستم . همگي در مبدا قرار دارند
ي فوق نيز، رسيدن به يكي از  هدف از حل مسأله. مرده نوَشِ است

لذا كاملا طبيعي  .باشد هاي هدف در كمترين تعداد حركت مي خانه
است كه پاسخ بهينه، متناظر با يك سيستم مرده نوَِش باشد، كه 

توان  مي. اش دارد درجه هاي هم ترين پاسخ را در بين سيستم سريع
∞πاستدلال كرد كه، الگوريتم ارزيابي سياست براي 

 14، حد اكثر در 
تغييري در ارزش حالات ايجاد  شود و پس از آن، هيچ تكرار همگرا مي

  .نخواهد شد
توان تابع تبديل  ي حالات به عنوان خروجي، مي با تعريف ارزش همه 

  :ها را به صورت زير به دست آورد اين سيستم

)25(  1( ) ( )
i i i
G z zI γ −= − P R  

خروجي  14تابع تبديل فوق، متناظر با سيستمي با يك ورودي و 
هاي  ها، متناظر با ارزش يكي از خانه هر كدام از خروجي. باشد مي

  .باشند ي مورد بررسي مي جدول مربوط به مسأله
در  3sها را به ازاي  به عنوان نمونه، پاسخ فركانسي هر يك از سيستم

با توجه به تقارن موجود در مسأله، اين پاسخ . كنيد مشاهده مي 5شكل 
بندي  توجه كنيد كه درجه. باشد نيز مي 12s ي فركانسي، مربوط به خانه

انتخاب نشده است و مقادير  (dB)محور عمودي، به صورت دسي بلِ 
  .نشان داده شده، مقادير واقعي هستند

با  ωي فركانس موهومي  با توجه به اين كه در كنترل ديجيتال، رابطه
sjبه صورت  zختلط فركانس م Tz e ω=  فركانس 5است، در شكل ،
⎡π,0ي  به بازه ωموهومي  ⎤⎢ ⎥⎣ منظور از . محدود شده است ⎦

s
T زمان ،

جه نماييد كه پاسخ فركانسي تو. برداري سيستم ديجيتال است نمونه
ي گسسته از سيگنالي گسسته است، يك  سيستم، كه تبديل فوريه

باشد و به  مي 2πي تناوب آن  سيگنال متناوب و پيوسته است و دوره
  .[27]باشد  مي ωدليل حقيقي بودن سيستم، تابعي زوج بر حسب 

، حاوي اطلاعات مهمي در 5كانسي نشان داده شده در شكل پاسخ فر
در اين . باشد مورد محيط و سياست به كار رفته از طرف عامل، مي

، با توجه به پاسخ 3sي  شكل، عملكرد حالت ماندگار سيستم در خانه
ها،  عملكرد حالت ماندگار اين سيستم .فركانسي، قابل مشاهده است

شود كه  ديده مي. متناظر با مقدار پاسخ فركانسي در فركانس صفر است
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هاي  ي پاسخ فركانسي در فركانس صفر، به ازاي سياست دامنه
0

π ،
1

π ،
2

π  و
3

π  است 3و  4، 9، 22به ترتيب برابر با.  
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2
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3
:π⇒

0 -2.44 -2.94 -3

0

-2.88 -3 -2.94-2.44

-3 -2.88 -2.44-2.94

-2.94 -2.44-3 

4k =

مراحل الگوريتم ارزيابي سياست براي  – 4شكل 
0

π ها هاي سيستم ديناميكي معادل با ارزيابي هر كدام از سياست هاي استخراج شده از اطلاعات هر مرحله به همراه نمودار قطب و سياست  
  

هر يك از  اي هستند كه عامل براي رسيدن به اين مقادير، متوسط هزينه
با توجه به تعريف تابع . پردازد مي 3sهاي هدف و با شروع از  خانه

هايي است  پاداش براي اين مسأله، مقدار جريمه برابر با تعداد حركت
شود  مشاهده مي. دهد هاي هدف، انجام مي كه عامل براي رسيدن به خانه

كه به ازاي 
3

πدر شكل . ها به دست آمده است ، كمترين تعداد حركت
هاي بهتر، پهناي باند  هاي معادل با سياست شود كه سيستم مشاهده مي 5

با توجه به اين كه پهناي باند، معياري از سرعت . تري دارند وسيع
هاي  توان استدلال كرد كه، براي سياست دهي هر سيستم است، مي پاسخ

اين نكته همان چيزي است . ها بيشتر است دهي سيستم بهتر، سرعت پاسخ
  .ي حاضر، از يك سياست خوب انتظار داريم كه در مورد مسأله
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هاي  هاي تبعيت كننده از سياست پاسخ فركانسي سيستم – 5شكل 

0
π  تا

3
π 

  از جدول نشان داده شده در شكل 3sي  در خانه
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  بررسي جامع مسائل جدولي -6
نتايج به دست آمده در اين بخش، به مسائل جدولي و يا مسائل مشابه 

هاي اين بخش  گيري خواص مشترك مسائلي كه نتيجه. شوند مربوط مي
  :كنند، عبارتند از ها صدق مي در مورد آن

ري ماركوف قابل گي بايست مسأله در قالب فرآيند تصميم مي •
 .توصيف باشد

وجود داشته باشند كه با رسيدن به آن  1يك يا چندين حالت نهايي •
 .ودش ي عامل تمام مي حالات، وظيفه

 .اي به صورت پاداش منفي داشته باشند تمام حركات، هزينه •
اي براي رسيدن به حالت نهايي است  هدف از حل مسأله، يافتن شيوه •

هزينه، و يا اخذ كمترين ميزان پاداش كه مستلزم پرداخت كمترين 
هاي  ي كل به صورت مجموع تنزيلي پاداش هزينه. منفي، باشد

  .شود دريافت شده توسط عامل، تعريف مي
از . ي هدف در نظر بگيريد ي جدولي را، با يك يا چند خانه يك مسأله

هاي هدف، به عنوان يك حالت واحد در  نظر مدل ماركوفي، تمام خانه
هاي هدف است،  ارزش حالتي كه متناظر با خانه. شوند ته مينظر گرف

لذا جهت اختصار، ارزش اين حالت از بردار . همواره برابر با صفر است
  .ارزش حالت حذف گرديده است

بدون كاسته شدن از كليت مسأله، فرض شده است كه، هر حركتي، 
. ستمدل شده ا -1ي  اي دارد كه به صورت پاداشي به اندازه هزينه

1γهمچنين ضريب تنزيل به صورت  هر . در نظر گرفته شده است =
. هستند sهاي عادي جدول، معادل با يك حالت مانند  يك از خانه

هاي  توان مسيري به سمت يكي از خانه ، قطعا ميsبراي هر حالت 
اين مسير . يدا كرد كه مستلزم دريافت كمترين جريمه باشدهدف پ

، اين تعداد sداراي كمترين تعداد حركت ممكن است و براي حالت 
)حركت با  )m s هاي ياد  با در نظر گرفتن فرض. شود نمايش داده مي
ل جدولي و به صورت زير اي را در خصوص مسائ توان قضيه شده، مي
  .بيان نمود

ي  سيستم ديناميكي معادل با ارزيابي سياست براي سياست بهينه .قضيه
  :ي جدولي، داراي خواص زير است يك مسأله

 sاي از آن كه متناظر با حالت  يك سيستم مرده نوَِش است و مولفه •
)است، دقيقا  )m s ي  قطب دارد كه همگي در مبدأ صفحهz  قرار

 .دارند
1γهنگامي كه  • ي مربوط به  شود، صفرهاي مولفه اختيار مي =

1zي  ، به همراه نقطهsحالت  )هاي  ، همگي ريشه= )m s اُم
)ي واحد را به  واحد هستند و محيط دايره )m s  قسمت مساوي

 .كنند تقسيم مي
هاي  هاي معادل با ارزيابي سياست اين سيستم در مقايسه با سيستم •

 .ترين پاسخ ممكن را دارد ديگر، سريع

  
1 Terminal State 

به . ، پايدار استγاين سيستم به ازاي تمامي مقادير ضريب تنزيل  •
ي يك  عبارت ديگر، الگوريتم ارزيابي سياست براي سياست بهينه

 .، همواره همگرا استγي جدولي، مستقل از مقدار  مسأله
0ωي پاسخ فركانسي در فركانس موهومي  اندازه • ، براي اين =

1γدر صورتي كه . مترين مقدار ممكن را داردسيستم، ك باشد،  =
0ω، در فركانس sي پاسخ فركانسي متناظر با حالت  اندازه يا  =
1z )، برابر با = )m s ي ارزش  اين مقدار برابر با قرينه. خواهد بود

 .است sنهايي حالت 
  □  

  

، sاگر عاملي از سياست بهينه تبعيت كند، با شروع از حالت  .اثبات
هاي هدف طي خواهد كرد، دقيقا با انجام  اي را به سمت خانه مسير بهينه
( )m s ي هدف خواهد رسيد، و نهايتا پاداشي به  حركت به خانه
)ي  اندازه )m s− دريافت خواهد نمود.  
1γاگر  ، پس از انجام دادن sي  در نظر گرفته شود، ارزش خانه =

هايي است كه تا زمان انجام حركت  برابر با مجموع پاداش اُم،kحركت 
kبه اين ترتيب، ارزش حالت . اُم، توسط عامل دريافت شده استs ،

به شرطي كه عامل از سياست بهينه تبعيت كند، به صورت تابعي از زمانِ 
  :گسسته قابل تعريف است

)26(  *

0 , 0

[ ] , 0 ( )

( ) , ( )
s

k

v k k k m s

m s k m s

⎧⎪ <⎪⎪⎪⎪= − ≤ ≤⎨⎪⎪⎪− >⎪⎪⎩

  

ي تكرار در  توجه كنيد كه زمان در تعريف فوق، متناظر با شماره
هاي  تابع فوق، يكي از خروجي. باشد الگوريتم ارزيابي سياست مي

zتبديل . باشد سيستم معادل با ارزيابي سياست بهينه مي تابع ارزش   
  :فوق، عبارت است از

)27(  { }
( )

* *

1 ( ) 1

[ ] ( ) ( )
m s

k k
s s

k k m s

v k V z kz m s z
∞

− −

= = +

= = − −∑ ∑Z  

از طرفي، طبق مطالب مطرح شده، ورودي سيستم معادل با ارزيابي 
لذا تابع تبديل متناظر . شود واحد اختيار مي ي سياست، همواره برابر با پله

  :ي زير قابل محاسبه است ، با توجه به رابطهsبا ارزش حالت 

)28(  
*

* *
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( )
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1
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G z
V z G z U z
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−
  

)*، يعني sلذا تابع تبديل متناظر با حالت  )
s
G zعبارت است از ،:  

)29(  * 1 *( ) (1 ) ( )
s s
G z z V z−= −  

)*با جايگذاري عبارت به دست آمده براي  )
s
V z ي اخير،  در رابطه

*( )
s
G z به صورت زير به دست خواهد آمد:  
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)، دقيقا sشود كه، تابع تبديل متناظر با حالت  مشاهده مي )m s  قطب
عبارت ديگر، به . قرار دارند zي  دارد كه همگي در مبدأ صفحه

*( )
s
G z همچنين صفرهاي تابع . همواره يك سيستم مرده نوَشِ است
)*تبديل  )

s
G zي واحد قرار دارند و همگي  ، همواره بر روي دايره

)هاي  ريشه )m s1توجه كنيد كه . اُم واحد هستندz ، صفر تابع =
)*تبديل  )

s
G z 1ي  نقطه. باشد نميz و صفرهاي تابع تبديل  =

*( )
s
G zي واحد را به  ، محيط دايره( )m s  قسمت مساوي تقسيم

ي اختياري از تابع  همطالب مطرح شده، مربوط به يك مولف. كنند مي
هاي اين  ي مولفه همه. تبديل سيستم معادل با ارزيابي سياست بهينه بودند
هاي اين تابع تبديل در  تابع تبديل، مرده نوَِش هستند و بنابراين تمام قطب

هاي  ي كنترل سيستم با توجه به نظريه. قرار دارند zي  مبدأ صفحه
ترين پاسخ ممكن را در بين  نوش، سريع-، سيستم مردهزمان-گسسته

همچنين با توجه به اين كه . [27]درجه دارد  هاي هم تمام سيستم
ي  قرار دارند، و با توجه به نحوه zي   هاي سيستم در مبدأ صفحه قطب

توان  ، مي)13(ي  رابطه ها در بر روي محل قطب γتاثير ضريب 
هاي سيستم ندارد و از اين رو،  تاثيري بر محل قطب γاستدلال كرد كه 

  .، همواره پايدار استγ، مستقل از مقدار )30(سيستم تعريف شده با 
ع ارزش آن اگر عامل يادگيرنده از سياست بهينه پيروي نكند، مقدار تاب

در تمام لحظات، قطعا كمتر از يا مساوي با مقدار تابع ارزش مربوط به 
ي سياستي  ، نشان دهندهπفرض كنيد سياست . سياست بهينه خواهد بود
ها دقيقا مثل سياست بهينه باشد و فقط در يك  باشد كه در تمام حالت

sحالت به خصوص مانند  همچنين . ، متفاوت از سياست بهينه باشد′
كند، با شروع از حالت  فرض كنيد، عاملي كه از اين سياست تبعيت مي

s پس از ،
0
k  حركت، بهs توان تابع  در اين حالت مي. رسد مي  ′

، به πاُم و به شرط تبعيت از سياست kرا در حركت  sت ارزش حال
  :صورت زير تعريف نمود
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كه در آن، 
i
δ اثر عدم تبعيت  است كه در اي ي اضافه مقداري از جريمه

از سياست بهينه، در حركت 
0
k اگر تبديل . شود دريافت ميz  مربوط

، تابع تبديل سيستم )29(ي  به اين تابع ارزش محاسبه شود و طبق رابطه
  :محاسبه شود، خواهيم داشت

)32(  
0

0

1

1
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k
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G z z zπ δ
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− −
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نوش باشد كه بتوان -تواند مرده وق فقط به شرطي ميسيستم ف
1
k  را پيدا

  :كرد، به نحوي كه

)33(  
1
, 1 0

k
k k δ∀ > + =  

) 30(تر از سيستم  نوش نيست و كند-در غير اين صورت سيستم مرده
نيز يكسان ) 30(و ) 32(ي توابع تبديل  البته درجه. عمل خواهد كرد

، باز هم سيستم )32(نوش بودن -واهد بود و حتي در صورت مردهنخ
  .دهي بيشتري خواهد بود داراي سرعت پاسخ) 30(

0ωي پاسخ فركانسي در  ، اندازه)32(براي سيستم  1zيا  = = 
  :است و داريم) 30(بزرگتر از سيستم 

)34(  
0

0

0

*

*

(1) ( 1) (1 )

(1) ( ) ( ) (1)

(1) (1)

s k
k k

s k s
k k

s s

G k

G m s m s G

G G

π

π

π

δ

δ

∞

=
∞

=

= − − − +

≤− − ≤− =

⇒ ≥

∑

∑  

  ■  
  
  گيري  نتيجه -7

ي مروري بر يادگيري تقويتي، فرآيندهاي  در اين مقاله با ارائه
ريزي پويا، معادلات مربوط به حل يك فرآيند  ماركوف و برنامه

ريزي پويا، به صورت يك ديناميك  ماركوف با استفاده از برنامه
ورد، اين روش برخ. نويسي شدند بندي و دوباره زمان جمع-گسسته

ي يادگيري تقويتي در محيط  امكان بررسي فرآيند حل يك مسأله
به اين . آورد ماركوف را، در قالب يك سيستم ديجيتال فراهم مي

هاي مرسوم در كنترل ديجيتال را براي تحليل يك  توان شيوه ترتيب، مي
موضوع بحث اين نوشتار، بر روي مسائلي . فرآيند يادگيري استفاده نمود

نتايج حاكي از آن هستند كه يك . باشد مسائل جدولي مي موسوم به
سياست بهينه براي اين نوع از مسائل، در قالب كنترل ديجيتال به صورت 

تعميم اين نتيجه به انواع . باشد يك سيستم مرده نوَشِ قابل توصيف مي
گيري و فضاي  ديگر مسائل و تعريف دوگاني بين فضاي تصميم

ي  ل، از مطالعات و تحقيقات تكميلي در ادامههاي كنترل ديجيتا سيستم
  .اين مقاله هستند
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