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  چكيده
در حاليكه پيش فرض اغلب تحليل هاي مكانيكي وجود يـك محـيط             
مادي پيوسته يا همبند است بسياري از محيط هاي مادي بـه خـلاف              

نمونه بـارز ايـن     . يوسته و مجزا هستند   ظاهر پيوسته داراي بنيادي ناپ    
بـديهي اسـت اسـتفاده از       . اسـت و ماسه    شن   ،نوع از مواد پودر، خاك    

منجـر بـه حـصول پاسـخ      ايـن محـيط هـا     تحليلفرض پيوستگي در    
بدليل اهميت پديده هاي    در اين راستا    . خواهد شد نزديك به واقعيت ن   

رفتار دانه هـا تحـت    اين مقاله به تحليل  1اي  مرتبط با انتقال مواد دانه    
بـدين منظـور بـا در نظرگـرفتن       . اختصاص داده شده اسـت    ارتعاشات  

هاي ويسكوالاستيك، متغيرهاي حركتي به كمك        ها به عنوان كره    دانه
ضـمن معرفـي    . آينـد  دانه بدست مي   حل معادلات انتقال و دوران هر     

 و  دانه هـا   انتقال   مرتعش شامل چشمه مولد دانه، بستر       يك مدل پايه  
 مـورد  مـواد انتقـال   سـرعت  عوامل موثر بـر  ، مسيرانتهايدر چاه   يك

با گزينش زمان رسيدن به شرايط پايدار بعنوان     . مي گيرد ارزيابي قرار   
زمـان  روي  مـرتعش   صـفحه    فركـانس تـاثير   معياري از كيفيت انتقال     

در قالـب  نتـايج   در مـتن مقالـه ايـن        . شود ميمطالعه   حصول پايداري 
 مويد نتايج  . ارائه شده است   زمان   -و فركانس دبي  –زمانمنحني هاي   

دامنـه ارتعـاش    ازاء جريان ورودي و       بههاي بالا     در فركانس كه   آنست
  .كانس تاثيري بر سرعت انتقال ندارد تغيير فر ثابت، 

ارتعاشـي   ، انتقالمجزا روش عناصر،  مدلسازي عددي : كلمات كليدي 
  .اي دانهمواد  ، مكانيكمواد

  
   مقدمه.1

 از سيال كـه     واقع در محيطي  هاي جامد     اي از دانه    لاح به توده  در اصط 
مواد نوع از   اين  . شود اي گفته مي     ه دان مادهمعمولا هوا يا آب مي باشد       

در تمام محيط اطراف ما گسترده شده و بخشي از زندگي روزمـره مـا              
توان به شن، سـنگ، خـاك، ذغـال، غـلات و      يبه طور مثال م . هستند

بسياري از فرايندهاي صنعتي از لحاظ       .]1[شاره كرد قرصهاي دارويي ا  
از . اي هـستند   ماده خام اوليه و يا محصول نهايي وابسته به مواد دانـه           

صـنايع اسـتخراج و استحـصال كانيهـاي معـدني،           . جمله اين صـنايع   
صــنايع توليــد مــصالح ســاختماني، مــواد آرايــشي و دارويــي، صــنايع 

بدين لحاظ شناسائي رفتـار ايـن        .باشند  ميشيميايي و صنايع غذايي     
وهـشگران بـا    ژ و امـروزه پ    باشـد  مواد مورد توجه صنايع مختلـف مـي       

از جملـه   . پردازنـد  رويكردهاي متفاوتي بـه ايـن قبيـل مطالعـات مـي           
تحقيقات جديد بخش غالب را تحليـل هـاي مهندسـي مكانيـك  بـا                

                                                 
١  Granular Materials  

دهد كـه از آن      اي تشكيل مي   ههدف تعيين خواص و مكانيك مواد دان      
  :يان مي توان به موارد زير اشاره نمودم

تاثير خواص ارتجاعي دانه ها در فرآينـد جابجـايي در يـك             بررسي  « 
ــه اي    ــواد دان ــق از م ــرتعش عمي ــستر م ــي  «، ]1[» ب ــال لرزش غرب

ــه ــه  مجموع ــاي دان ــه    ه ــاي دوگان ــي مخلوطه ــازي لرزش اي و جداس
  .]3[» مرتعشاي فاز دانهيك ديناميك «و  ]2[»اي دانه

، شاعر و فيلـسوف معـروف روم باسـتان     2لوكرتيوس ودش گفته مي 
 قبل از ميلاد در مـورد حركـت         50كسي بوده است كه در سال        اولين

 به  3ارنست كلادني ،  1780در سال    .]1[اي سخن گفته است    مواد دانه 
هـاي سـنگين در مـواد           هاي سبك و دانه     بين رفتار دانه   اختلاف وجود
  ارتعـاش هـاي مـرتبط بـا     ه روي پديد   را مطالعاتيو    نمود توجهاي      دانه

او با يك آزمايش ساده طرحهايي كه بر اثـر          . مواد انجام داد  اين نوع از    
شـد را معرفـي       اي پوشيده شده از شـن ايجـاد مـي             ارتعاش در صفحه  

نيـز در تحقيقـات خـود بـه        ) 1791-1867 (4مايكل فارادي  .]4[نمود
او  . شـني پرداخـت    هـاي     گيري توده  تاثير ارتعاشات بر تحريك و شكل     

هـاي شـن، نقـش مهمـي را در              دريافت هـواي محبـوس مـابين دانـه        
يك مخزن عميـق    زماني كه   مثلا  . كند     بازي مي  شنيگيري توده    شكل

 شـن و سـطح      مـابين هـوا   گيـرد،    محتوي شن تحت ارتعاش قرار مـي      
 رو  يـي مرتعش زيرين فشرده شده و به بستر شن بالاي سر خـود نيرو            

 شـني مـوثر      ظـاهري تـوده     ايـن نيـرو بـر شـكل        .كند  به بالا وارد مي   
يي كـه     نشان داد كه در سيلو     5ايزاك رابرت ،  1884در سال    .]1[است
هـا   دانهستون   طرف، فشار وارده از     باشندهاي جانبي آن موازي      ديواره

 ـ ثابت مـي   دوبرابر قطر سيلو     بيش از  در ارتفاعي    بر كف سيلو   بـه  . دمان
بعـد  ا ارتفاع دوبرابر قطر خود پر شد،         سيلو ت  پس از آنكه    ديگر عبارت

هـا   هـا و ديـواره     اي توسط اصـطكاك مـابين دانـه         مواد دانه  وزن آناز  
در چند دهه اخير، محققين بـسياري بـه مطالعـه            .]1[شود    تحمل مي 
 رفتـار   هـاي  همشخـص ن بسياري از    شدآشكار  . اند    اي پرداخته   مواد دانه 

ــه يكــي از . يــر اســتهــاي اخ اي محــصول تحقيقــات دهــه مــواد دان
 صـورت   1954 در سـال     6بگنولـد ترين ايـن مطالعـات توسـط         اساسي
اي و ديگــر   بگنولــد توانــست تمــايز بــين حركــت مــواد دانــه. گرفــت

بر طبق نظر او، مكانيك حركت      . مايع را نشان دهد    -مخلوطهاي جامد 
قابـل  هـا بـا يكـديگر        اي بر پايـه برخوردهـاي دوطرفـه دانـه            مواد دانه 

                                                 
٢ Lucretius 
٣ Ernst Chladni 
٤ Michael Faraday 
٥ Isaac Robert 
٦ Bagnold  



 ٤

 عمده اتلاف انرژي و انتقال مومنتوم       بر طبق نظر وي     . تاسمدلسازي  
هـا بـا يكـديگر و يـا بـا مرزهـاي سيـستم رخ                  در لحظه برخورد دانـه    

  .]4[دهد  مي
اي بخــشي از بــسياري فرآينــدهاي صــنعتي  لرزانــدن مــواد دانــه

هـا بـه منظـور فعاليتهـايي چـون مخلـوط كـردن،                لرزاننـده . باشد    مي
لرزانـدن   .شـوند  اي بكار بـرده مـي       انهجداسازي و خشك كردن مواد د     

 .شـود    اي سبب رفتارهاي مكانيكي متنوعي در اين مـواد مـي            مواد دانه 
اي  هاي ناشي از ارتعاش بستر مواد دانه ، به بررسي پديده8ناگل و  7ژاگر

 سـيالات يـا جامـدات        عادي  رفتار بابسياري از اين رفتارها     . پرداختند
اند كه به راحتـي      ين دو مدعي شده   لذا ا . تفاوت مي كند  تحت ارتعاش   

بنـدي    جامـدات يـا سـيالات دسـته       زمـره   اي را در      توان مواد دانه      نمي
اي بـا افـزايش نـسبت          دريافت ارتفاع بستر مـواد دانـه       9برنن .]5[كرد

 10لودينـگ  .]6[.يابد ها، افزايش مي    شتاب ارتعاشي به شتاب ثقل دانه     
او در مـدل    . اي نمـود    نـه اقدام به مدلسازي كامپيوتري ارتعاش مواد دا      

سـازي    نتايج شبيه . برخورد دانه به دانه خود از اصطكاك استفاده كرد        
اي مرتعش، تـابعي از       او نشان داد كه ارتفاع مركز جرم بستر مواد دانه         

 .]7[ها و سرعت ارتعاش محفظه اسـت        ضريب اتلاف انرژي، تعداد دانه    
اي  مـواد دانـه   بعدي براي مدلـسازي  3سازي كامپيوتري از شبيه 11لن

نتايج تحقيق لن نشان داد كه دماي مواد        . تحت ارتعاش استفاده نمود   
   .]8[كند  تغيير مي اي و ارتفاع بستر با تغيير سطح ارتعاش دانه

 ـ مـاده    در نظر گـرفتن   با   پيوسـته كـه    نا بعنـوان محيطـي      اي هدان
ابتـدا يـك روش رايـج        مقالـه    ايندر   د مجزا نامي  يآنرا محيط توان   مي

مادي توسط معادلات مجزاي رياضـي      مجزاي  سيستم  مدلسازي  براي  
سپس بـر   . شود ها معرفي مي   ههاي برخورد و تماس دان     هبا اتكا به پديد   

نويسي و تهيه يـك       كد شيوه شده   معرفي مكانيكي و رياضي      پايه مدل 
 بر اساس شيوه برنامـه نويـسي         ++C زبان برنامه نويسي      به   نرم افزار 

 شده جهـت مدلـسازي      معرفيبرنامه  از  . ه است تشريح گرديد گرا   شيء
ضمن مقايسه  در ادامه   . ه است  شد استفادهه انتقال ارتعاشي مواد     دپدي

مـورد   تحليلروش   ،با نتايج تجربي ساير محققين    نتايج حاصل   برخي  
در انتها نيز پس از كسب اطمينـان از         . ه است درست آزمائي قرار گرفت   

د انتقـال ارتعاشـي مدلـسازي و         فرآين ـ ي از ف مختل اقسامكارآئي روش،   
  .ه است شدبررسيحركت ماده   روي كيفيت فركانستاثير 

   
  اي مدلسازي مواد دانه. 2

اي ممكـن اسـت تغييـر شـكلي           همانطور كه قبلا اشاره شد، مواد دانه      
مشابه اجسام جامد يا خاكها داشته باشند، ممكن است مانند سـيالات   

با توجه بـه دقـت مـورد        . ير باشند جريان پذير يا مانند گازها تراكم پذ      
اي مـورد     سـازي حركـت مـواد دانـه         نياز، روشهاي متفاوتي براي شبيه    

                                                 
٧ Jaeger  
٨ Nagel  
٩ Berennen 
١٠ Luding 

١١ Lan 

توان آنها را به دو شاخه زير دسته بندي           گيرند كه مي    استفاده قرار مي  
  :كرد 

يـا مدلـسازي    ) CMMs (12روش مكانيك محيط پيوسـته     •
 .ماكروسكوپيك

  . ]9[ يا مدلسازي منفصل) DEMs (13روش عناصر مجزا •
كاربرد مكرر معادلات حركت نيوتني     مبتني بر روش عناصر مجزاء    

عنـصر مجـزا    براي تحليـل يـك مجموعـه متـشكل از تعـداد زيـادي               
 پر سرعت كـاربرد ايـن شـيوه تحليـل و            كامپيوترهايوجود  . باشد مي

اين روش بـه    .  نموده است  وجهاي را م   پرداختن به مدلسازي مواد دانه    
تفاده از مكانيك لاگرانژي در مدلسازي حركـت        دليل اينكه بر پايه اس    

يكـي از زيـر     . آيد  اي به حساب مي     اي استوار است، متد ساده      مواد دانه 
هاي مهم روش عناصر مجزا، مدلهاي كلاسيك نيوتني است كـه             شاخه

از معادلات ديناميك ذرات، بدست آمده از مكانيك نيوتني بـراي هـر             
  اي  و روش برخـورد بـين دانـه       ايـن مـدلها بـه د      . كنـد   ذره استفاده مي  

) TDM (15اي زمــان بــر و روش برخــورد بــين دانـه ) (EDM  14 آنـي 
   .]9[شوند تقسيم مي
، فـرض برخوردهـاي دوگانـه       ) (EDM روش برخورد آنـي      مبناي

هـا در هـر       بعبارتي در اين روش براي هر دانه از مجموعـه دانـه           . است
خوردهـاي  لحظه، تنها برخورد با يك دانـه ديگـر مفـروض اسـت و بر              

ايـن روش عمومـا بـراي مدلـسازي         . گانـه و بيـشتر منتفـي اسـت          سه
در اين نوع محـيط  . شود اي بسيار رقيق به كار برده مي    محيطهاي دانه 

اي، زمان برخورد يك دانه با دانه ديگر بـسيار كـوچكتر از زمـاني                هدان
اي ديگـر در فـضا       هاست كه آن دانه بطور آزادانه و بدون برخورد با دان          

تـوان بـه اسـتفاده از ايـن روش در            به عنوان نمونـه مـي     . كند  مي طي
هـا بـا معـادلات        مـسير دانـه   .  اشاره نمـود   16اي گازهاي دانه  مدلسازي

ها   حركت آزاد دانه  . آيند اي و انرژي بدست مي      مومنتوم، مومنتوم زاويه  
اي وجود دارد نيز، توسط معـادلات         كه در حالت بدون تماس بين دانه      

  .آيد ها بدست مي ر دانهنيروي موثر ب
، از حل گام به گام )TDM(حالت ذرات در روش برخورد زمان بر 

بعـدي كـه از مكانيـك         زماني براي معادلات ديناميكي در فـضاي سـه        
نيوتني و بر پايه قانون دوم نيوتن براي انتقال و دوران هر ذره بدسـت               

جزئيـات  ايـن فرآينـد شـامل بدسـت آوردن         . شـود  ، مشخص مي    آمده
. شود  يروها و گشتاورهاي اعمالي به هر دانه در هر گام زماني، نيز مي            ن

قابليـت  ها به عنوان اجسام ويـسكوالاستيك داراي          در اين تحليل، دانه   
. شـوند    يكـديگر در نظـر گرفتـه مـي         ايجاد تغييـر شـكل در       تماس و   

ها، خواص مـواد، و        دانه تغيير شكل نيروهاي تماسي، وابسته به ميزان      
  .باشد رات ميديناميك ذ

  )TDM(حل به روش برخورد زمان بر . 1. 2

                                                 
١٢ Continuum Mechanics 
١٣ Discrete Element Method 
١٤ Event-Driven Method 
١٥ Time-Driven Method 
١٦ Granular gases 



 ٥

 ابعـاد و خـواص      با دانه   N متشكل از  اي مجموعه ،تحليلروش  در اين   
حركت انتقالي و دوراني      .شود گرفته مي ويسكوالاستيك در نظر    معين  

به صـورت زيـر     آن  مركز جرم   براي   توسط قانون دوم نيوتن      ام، i دانه
  :شود  بيان مي
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iFنيــروي
r

iMو گــشتاور
r

و ممــان  im جــرمهام بــi بــر روي دانــه  
jrموقعيت  ابعي از   وتنيروها و گشتاورها     .شوند  اعمال مي  iJاينرسي

r ،
jν سرعت خطي    ،jϕاي  زاويه وضعيت

r  اي زاويـه سـرعت   و jω   دانـه 
  . هستند
iFنيروي  

r
شود كه در نتيجـه تمـاس بـين          ، شامل تمام نيروهايي مي    

دانه و همسايگان آن بوجود مي آيد و در نقطه تماس دو دانـه اعمـال                
  عني،ي. گردد مي
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ijFكه در رابطه بالا     
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 ام i  ام به دانهjمعرف نيروي وارده از سوي دانه      
هـا مثـل اجـسام        شـود، دانـه    ديده مـي   1 شكلهمانطور كه در    . است

 .شـوند   با هم باعث تغيير شكل يكديگر مـي        سدر تما ويسكوالاستيك  
هاي تماسي بين آنها به شكل تـداخل، جـنس          قابل ذكر است كه نيرو    

  .ها در منطقه تماس، بستگي دارند ها، و سرعت نسبي دانه دانه
  
  
  
  
  
  

  
  

  برخورد الاستيك دو ذره در هنگام تداخل: 1شكل
  

نيروهاي اعمالي باعث ايجـاد گـشتاور در دانـه گـشته كـه منجـر بـه                  
  :گردد حركت دوار آن مي
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 برابر است بـا مجمـوع تمـام گـشتاورهاي وارد شـده از               
  :همسايگان و لذا
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ijFاگر مقادير نيروهاي    
r

ijMگشتاورهاي و   
r

هاي برخورد     را براي دانه   
),( هاي كننده به صورت تابعي از موقعيت      iir ϕ

rr   و ),( jjr ϕ
rr    و بقيـه 

عـددي  تـوان حـل        مي د باش مشخصها    مشتقات زماني مختصات دانه   

 را به صورت گام بـه گـام زمـاني           )1(در رابطه   معادلات حركت نيوتن    
  .بدست آورد

 ياي وابسته به مدل انتخاب شده براي نيروها         قوانين برخورد بين دانه   
ijF
r

ijMگشتاورهاي و
r

در بخـش بعـد بـه       . باشـند   ها مي   وارده به دانه   
هـا و معرفـي مـدلهاي نيرويـي           معرفي مدل انتخاب شـده بـراي دانـه        

  .پرداخت  خواهيم 
  هاي كروي مدل دانه. 2. 2

. باشـد       اي، مدل كروي مـي      رايج ترين مدل براي يك دانه در مواد دانه        
گرفتـه   هاي مورد تحليل از نـوع كـروي در نظـر             نيز دانه  مقالهن  در اي 

اي، دانه كروي بـه دايـره    سازي دو بعدي مواد دانه     در شبيه . شده است 
اي  سـازي مجموعـه   استفاده از مدل كروي در شبيه     . تبديل خواهد شد  

ضــمن ، هــا هبــدليل ســادگي تــشخيص برخــورد دانــاي،    از مــواد دانــه
به   بنحوي كه در ادامه ملاحظه مي شود      دگي   سا مزيتبرخورداري از   

  .شود نتايج مطلوبي منجر مي
  هاي كروي ديناميك برخورد دانه. 1. 2. 2

 كه در حال نزديك شدن بـه هـم           دو دانه كروي را    2شكل  با توجه به    
 به صورت زير تعريـف      ijξپارامتر تغيير شكل    . هستند در نظر بگيريد   

  :شود  مي
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   دو دانه كرويموقعيتهندسه : 2شكل
  

 2 و 1 براي دو دانه ijξشود پارامتر    ديده مي 2همانطور كه در شكل     
  :برابر است با

)6(  22
2112 dydxRR +−+=ξ  

  :شرط برخورد دو دانه كروي عبارتست از
)7(  0ij >ξ  
كننـد كـه تمـاس       ديگـر زمـاني دو دانـه كـروي برخـورد مـي       عبارتب

مكانيكي ايجاد شود يعني مجموع شعاعهاي آنهـا از فاصـله مراكـز آن            
قابل ذكر است كه تعيين رابطه تماس فيزيكي بـراي          . دو بيشتر گردد  
  .باشد هاي كروي مي تر از دانه هاي پيچيد ديگر اشكال دانه

  :شود رخورد كننده بصورت زير تعريف مينيروي بين دو دانه ب

 اقعي دانه هاتغيير شكل و

 تغيير شكل دانه ها به شكل تداخل
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هاي  ههاي مربوط به شماره دان      در رابطه بالا شاخص    j و iهاي   زيرنويس
هـاي عمـودي و       هاي دو بعـدي، مولفـه       در مجموعه . مماس شده است  
  :توان به صورت زير نوشت  مماسي نيرو را مي
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 نيروهـا  ijسازي نگـارش مـتن در ادامـه از انديـسهاي        ساده يبرا
 تغيير در وضعيت انتقـالي       باعث nFنيروي عمودي . شود  صرفنظر مي 

هـا     نيز در وضـعيت دورانـي دانـه        tFشود و نيروي مماسي     ها مي   دانه
هر دو مولفه نيرو، مماسي و عمـودي، تـابعي از           . آورد  تغيير بوجود مي  

jiهـا،     موقعيت نـسبي دانـه     rr
rr

ji،  آنهـا     و سـرعت نـسبي     − vv
rr

− ،
  .باشند مي
  هاي ويسكوالاستيك دانهعمودي براي مدل نيرويي . 3. 2

هـاي ويـسكوالاستيك بـه        اي براي دانـه     قانون نيروي برخورد بين دانه    
  :]10[شود  صورت زير نوشته مي
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 &ξكل دانه پـس از برخـورد،         تغيير ش  ξ،  رتجاعي ثابت ا  ρكه در آن  
تـرم اول ايـن     . باشـد      ضريب اتلاف انرژي مي    ηنرخ تغيير شكل دانه و      

 است كـه برگرفتـه از قـانون برخـورد بـين       ارتجاعيمدل نيرويي جزء  
  :باشد  ميبصورت زير  ،]10[17هاي الاستيك هرتز دانه
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 شـعاع مـوثر دو      effR ضـريب پوآسـون و     υمدول يانگ، Yكه در آن  
  :دانه بوده و برابر است با
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  :عبارتست از 13 اول معادله  در ترمρپس ثابت الاستيك
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 فاكتور گرفته شود، شـكل جديـد        13اگر از ثابت الاستيك در معادله       
  :اين معادله به  صورت زير خواهد بود

                                                 
١٧  Hertz 
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23، يعني   13ترم دوم معادله     /ξξηρ   بخش اتلافي مـدل نيرويـي        &
   . باشد  ويسكوالاستيك مي

  مماسيمدل نيرويي . 4. 2
اي هيچگاه كره كامل نيـستند بلكـه          ي موجود در يك ماده دانه     ها  دانه

هـاي    اي از دانـه     توان تپه     هيچگاه نمي . باشند    داراي سطحي ناصاف مي   
ها بـر روي     ه با سر خوردن دان    زيرا كروي با سطحي كاملا صاف ساخت     

هـاي   بايست هم دانـه   براي اين كار مي . يكديگر تپه فرو خواهد نشست    
در نتيجـه در    . يرين آنها داراي زبري كافي باشـند      كروي و هم سطح ز    

هــا عــلاوه بــر نيروهــاي عمــودي، نيروهــاي  برخوردهــاي مايــل دانــه
نيروهاي مماسـي كـه بـا عنـوان نيـروي           .  نيز وجود دارند   tFمماسي

شوند، از اهميت بالايي در مدلـسازي نزديـك بـه               برشي نيز ناميده مي   
  .اي دارد واقعيت مواد دانه

اي از مـدل      هاي حركت مواد دانـه     تاكنون در بسياري از مدلسازي    
. استفاده شده است   19 و ورنر  18هافنيروي مماسي معرفي شده توسط      

  :]10[نتايج اين مدل، انطباق خوبي با نتايج تجربي داشته است
)18(  ( ) ( )nt

rel
tt

rel
t FvvsignF µγ ,min.−=  

tكه در آن    
relv    سرعت نسبي،    مولفه مماسيtγ      ثابت ميرايـي و µ 

با توجه به مدل هاف، در حالتي كه نيـروي          . باشد    ضريب اصطكاك مي  
nF      بزرگ بوده و يا سرعتt

relv   كوچك باشد، نيروي tF   برابر با ترم
ــه tيعنــي  18 اول معادل

rel
t vγــروي . شــود  مــي ــت ني ــن حال در اي

باشد كه توسط قانون اصـطكاك        مي 20همان ميرايي برشي  tFمماسي
  :گردد  كولمب به صورت زير محدود مي

)19(  nt FF µ≤  
tدر حالتي كه سرعت     

relv       بزرگ بوده و يا نيروي nF   ،كوچك باشد 
پـس  . شـود     مـي nFµ يعني   18  برابر با ترم دوم معادله     tFنيروي

توان نتيجه گرفت كه مدل نيرويي هاف با قانون اصطكاك كولمب               مي
  .مطابقت دارد

  ادلات حركت الگوريتم حل عددي مع. 5. 2
هـاي تـشكيل شـده از         روشهاي گوناگوني براي حل عـددي مجموعـه       

در اين بخش، تنها به معرفي يكـي از         . معادلات ديفرانسيل وجود دارد   
اين روشها خواهيم پرداخت كه البته ثابت شده است كه داراي نتـايج             

  .اي بوده است خوبي در مدلسازي مواد دانه
اي از  براي مجموعه 1  رابطه درحل عددي معادلات حركت نيوتن      

 يكي از الگوريتمهاي    21الگوريتم گير . باشد    اي كمي دشوار مي     مواد دانه 
 ]11[اي مناسب است      هاي دانه   ازي مجموعه رايجي است كه در مدلس    

ابتـدا موقعيـت،   . الگوريتم گير از دو گـام تـشكيل يافتـه اسـت           . ]12[

                                                 
١٨ Haff 
١٩ Werner 
٢٠ Linear Shear damping 
٢١ Gear  



 ٧

 در  22ي كننـده  ها توسط پـيش بين ـ      سرعت و بقيه مشتقات زماني دانه     
ttزمان   اين محاسبه توسط بـسط تيلـور و بـا          . شود    محاسبه مي  +∆

در . گيـرد     صـورت مـي    tها در زمان    استفاده از متغيرهاي حركتي دانه    
شود به اين معنا كه         اكثر موارد از الگوريتم مرتبه پنج گير استفاده مي        

 رابطـه زيـر     .كنـد      رشـد مـي    ∆)(5tبـه شـكل   خطاي عددي يگ گام     
  .دهد  را نشان ميمرتبه پنج گيرقسمت مربوط به پيش بيني در روش 
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در مرحله بعد، از مقادير پيش بيني شـده و همچنـين بـه كمـك      
مــدلهاي نيرويــي كــه در صــفحات قبــل بــه آن اشــاره شــد، نيروهــا  
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 وارده 

سپس از نيروهـا و گـشتاورهاي محاسـبه         . شوند ها محاسبه مي    به دانه 
) شـتاب خطـي      23شده براي اصلاح   )ttr corr

i ∆+&&r     اي    و شـتاب زاويـه
)ها    دانه )ttcorr

i ∆+ϕ&&  اگر پيش بيني كـاملا دقيـق      . شود     استفاده مي 
بايست معادلـه حركـت را     بيني شده مي باشد، متغيرهاي حركتي پيش 

prارضاء كنند و
i

corr
i rr &&r&&r   . باشد=

&&rپارامتر  
r

 به عنـوان معيـاري بـراي سـنجش انحـراف مقـادير              ∆
موقعيت، سرعت و شتاب پيش بيني شده از مقادير متناسـب واقعـي،             

  :شود  به صورت زير تعريف مي
)21(  pr

i
corr

i rrr &&r&&r&&r −=∆  
گام دوم الگوريتم گير، متغيرهاي پيش بيني شده را با اضـافه كـردن              

&&rعددي كه از حاصلـضرب انحـراف        
r

 بدسـت آمـده اسـت، اصـلاح         ∆
  :كند مي
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ــه مرتبــهicكــه در آن مقــادير ضــرايب  ــه  ب ــوع معادل  الگــوريتم و ن

  ايــن ضــرايب بــراي الگــوريتم مرتبــه پــنج. ديفرانــسيل بــستگي دارد
  :عبارتند از
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4
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90
19c 43210 ===== ,,,,  

ها توسط گام اصلاح      در انتها پس از اصلاح متغيرهاي حركتي دانه       
كننده الگوريتم، زمان برنامه به اندازه يك گـام زمـاني بـه جلـو بـرده                 

                                                 
٢٢ Predictor 
٢٣ Correction 

tttشود،      مي  و برنامه مدلسازي از گام پيش بيني كننده از          +=+∆
  .يابد  سر گرفته شده و ادامه مي

  
  سازي نگارش نرم افزار شبيه. 3

هـاي مكـانيكي و رياضـي         پايـه مـدل    مجزا و بر     عناصراساس مدل   بر  
نويسي و تهيه يك نـرم افـزار          اقدام به كد  در اين پژوهش    معرفي شده   

برنامـه تـدوين شـده جهـت        .   گرديـد   ++C نويـسي    به زبـان برنامـه    
 3شـكل   .مدلسازي پديـده انتقـال ارتعاشـي مـواد بكـار گرفتـه شـد              

سـازي حركـت      الگوريتم بكار گرفته شده براي نگارش نرم افزار شـبيه         
  .دهد  اي را نشان مي مواد دانه

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

  اي سازي حركت مواد دانه الگوريتم شبيه: 3شكل
  

ارش نرم افزار مناسب بر پايه مدل عناصر مجـزا صـحت            پس از نگ  
بـدين  . مدل رياضي و برنامه نگارش يافته به محك سـنجش زده شـد            

حاصل از بازآفريني  شود، نتايج  منظور بطوري كه در ادامه ملاحظه مي      
 مقايـسه   ]13[پديده موسوم به سيالي شدن با نتـايج تجربـي مرجـع             

  .گرديد
  
  )مدلسازي پديده سيالي شدن( درست آزمايي نرم افزار. 4

.  ها حائز اهميت كاربردي است  ارتعاش يك محفظه حاوي ذرات يا دانه      
ها پديده جدايش سـطحي اهميـت    از ميان همه رفتارهاي لرزشي دانه     

هــاي ســطح آزاد از  ايــن پديــده شــامل جــدايش دانــه. بيــشتري دارد
يالي باشـد كـه س ـ      كوتـاهي از هـر پريـود مـي          هاي مجاور در بازه    دانه

  .]13[  ناميده شده است24شدن

                                                 
٢٤  Fluidization 

 شرايط اوليه دانه ها

 پيش بيني كننده

 محاسبه نيروهاي تماسي

 چاپ نتايج اصلاح كننده

 اتمام برنامه

؟



 ٨

ها كه تحت تحريك     لحظه شروع سيالي شدن براي مخزني از دانه       
ارتعاش هارمونيك پايه قرار دارد غالبا معادل با زماني در نظـر گرفتـه              

 لـذا  . كه بزرگي شتاب دانه يا ذره از شتاب ثقل بيـشتر گـردد             شود مي
ان معيـاري بـراي     در اكثر مقالات منتشر شده از عـدد فـرود بـه عنـو             

.  ]14و13[تشخيص لحظه شروع سيالي شـدن اسـتفاده شـده اسـت             
  :شود ، به شكل زير تعريف ميΓعدد فرود،

)24(  
g

AΓ
2ω

=  

اي  فركـانس زاويـه    ω شـتاب ثقـل و       g دامنه نوسان،    Aدر رابطه بالا    
1Γ بر اين اسـاس      .است  معيـاري از لحظـه شـروع سـيالي شـدن            <

 مويـد آنـستكه     ]13[با اين وجود نتايج تجربي منـدرج در         . بود خواهد
1Γعدد فرود تابعي از فركانس بوده و حتي در            نيز امكان رخ دادن     >

  .پديده سيالي شدن وجود دارد
اي بـراي بازسـازي پديـده         مكـانيزم سـاده    ]13[ در مرجع شماره  

اين مجموعه متـشكل از يـك سـتون         . الي شدن معرفي شده است    سي
اي و بادامـك     محتوي تعدادي ساچمه مي باشد كه به كمك موتور پله         

نحوه انجام آزمون بدين ترتيب است كه دور موتـور          . شوند مرتعش مي 
شود تا جاييكه  با عبور فركـانس نوسـان از            به تدريج افزايش داده مي    
تر از دسـت   ايي تماس خود را با گوي پايينفركانس بحراني، گوي انته  

داده، مسيري را بدون تماس طي كرده و مجددا بر سر آن گوي  فرود               
هـاي    گـوي در دامنـه     20 گوي، سـپس بـا       2اين آزمايش ابتدا با     . يدآ

  . به نمايش در آمده است4نوساني مختلف، تكرار و نتايج آن در شكل 
  

  
  ]13[ شتاب بحراني بر حسب فركانس  : 4شكل

  
   به منظور تحليل پديده سيالي شـدن بطوريكـه در تـصوير نمونـه         

  .شود اين فرآيند مورد بازسازي قرار گرفته است  ملاحظه مي5 شكل 
  
  
  
  
  

  
  دو تصوير نمونه از بازسازي پديده سيالي شدن : 5شكل

  
براي محاسبه شتاب بحراني بكمك نرم افزار تدوين شده در هر آزمون      

 هرتـز،  22 تـا  6شتن دامنه و تغيير فركانس در بازه ضمن ثابت نگه دا  

فركانسي كـه در آن دانـه دوم تمـاس خـود را بـا دانـه اول از دسـت                     
نتـايج حاصـل از     . دهد بعنوان فركانس بحراني مشخص شده است       مي

. بـه نمـايش درآمـده اسـت      6مدلسازي پديده سيالي شدن در شـكل   
يد همسوئي مدلـسازي     مو 4با نتايج مندرج در شكل     مقايسه اين نتايج  

 عدد بي بعـد فـرود       7در شكل . اين مقاله با نتايج تجربي موجود است      
 ديـده   7همـانطور كـه در شـكل      . بر حسب فركانس ترسيم شده است     

 نيـز پديـده سـيالي شـدن رخ          1شود حتي در اعداد فرود كمتر از         مي
  .دهد مي
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  شتاب بحراني بر حسب فركانس : 6شكل
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  ب فركانسعدد فرود بر حس : 7شكل

  
   و صحتپس از حصول اطمينان از كارآئي روش      پژوهش  در ادامه   

مواد  مـورد مدلـسازي       ارتعاشي   فرآيند انتقال  ، نرم افزار نگارش يافته   
  .قرار گرفت

  
  اي بر اثر ارتعاش مدلسازي ريزش و انتقال مواد دانه. 5

 ارتعاشـي مـواد     سيلانمدل در نظر گرفته شده براي بازسازي فرآيند         
صفحه مـرتعش   اي متشكل از يك چشمه مولد دانه، يك          هسامان لشام

مقادير متغيرهـاي مدلـسازي      1جدول   . استو يك چاه حذف كننده      
  :دهد هاي كروي بكار رفته را نمايش مي هخصوصيات داناز جمله 

  
   مقادير متغيرهاي مدلسازي: 1جدول 
  مقدار  علامت نام خصوصيت

  t∆  6-10×1 )ثانيه (گام زماني



 ٩

  R  4 )ميليمتر (شعاع دانه
  m 1  )كيلوگرم ( دانهجرم

  υ 29 .0  ضريب پوآسون
  µ 5 .0  ضريب اصطكاك

  η  3 .0  ضريب اتلاف انرژي
  tγ 3 .0  ثابت ميرايي

   
از يك طرف توسـط     يستم عبارتست از يك صفحه كه       شرايط مرزي س  

  :داراي معادله ارتعاشي زير استيك ديواره محدود گشته و 
)25(  )cos( tAy ω=  

  . باشد فركانس ارتعاش ميω دامنه و Aكه در آن 
0tپس از شروع مدلسازي در زمان      ه تعداد  چشمتوسط   ، ثانيه =

ــاز  ــروي در ب ــه ك ــه    همشخــصي دان ــه مجموع ــين ب ــاني مع ــاي زم   ه
.  گـردد  ها ميسر مـي  هبدين وسيله كنترل دبي ورودي دان     . شود وارد مي 

پـس از   از ارتفاعي معين شروع به ريـزش كـرده و    ي وارد شده ها دانه
  ارتعـاش صـفحه موجـب     . رسـند  گذشت زماني به صفحه مرتعش مـي      

 منجـر بـه    نهايـت در  اي گشته و     ه بين دان  يهابرخورداغتشاش و   بروز  
هـاي مـورد    براي محدود نمودن تعـداد دانـه    . گردد ها مي  هي دان پيشرو
پس از ثبـت زمـان       ،اي كه از انتهاي صفحه عبور نمايد       هردانه،  بررسي

 چاه از حوزه مطالعه حـذف گرديـده، زمـان ثبـت             پايانهخروج، توسط   
  8شكل  بطور نمونه   . شود شده براي محاسبه دبي خروجي استفاده مي      

   .دهد را نمايش ميها  هفرآيند انتقال ارتعاشي دانبازسازي چند نما از 
  

  
  
  

  
  
  

   sec.20t =                                     sec0t =  
  
  
  
  
  
  
  
  

   sec6t =                                      sec1t =  
  

   ها روي صفحه مرتعش  هريزش دان  فرآيندبازسازي  نما از چند: 8شكل
    

مـورد  ها در فرآيندي كـه   ه انتقال دانكيفيتبرمتغيرهاي متفاوتي   
 از جمله آنها مي توان به فركانس        .باشند موثر مي ،   قرار گرفت  بازسازي

 ـ  و دامنه ارتعاش صفحه،      طـول صـفحه و فاصـله       هـا،    هدبي ورودي دان
  . چشمه از ديواره اشاره نمود

صفحه بر روي سرعت انتقال  جهت مطالعه تاثير فركانس ارتعاشي      
 بـراي تمـامي      در ايـن مـدل    . گرديـد   انتخـاب   نمونه يك مدل  ها، هدان

 مقـادير   شـد متغيرهاي موثر بر كيفيت انتقال كه در بالا به آنها اشاره            
ور بررسي تـاثير فركـانس روي       نظبمسپس   .فته شد  در نظر گر   معيني
لرزش  بسامد مختلف  5در  ها   هدانلرزشي  ، فرآيند ريزش و انتقال      مدل

  .  گرديدپايه بازسازي
در اينجا زمان رسيدن به حالت پايدار به عنوان معياري از سرعت            

لازم بـه يـادآوري     . ها توسط ارتعاشات در نظر گرفتـه شـد         هانتقال دان 
آيـد كـه اخـتلاف ميـان  دبـي            وجود مي حالت پايدار زماني ب   است كه   

ها بـه مجموعـه و دبـي خروجـي آنهـا از انتهـاي صـفحه                  هورودي دان 
 ـ     9شكل  . مرتعش به صفر ميل كند     هـا از انتهـاي      ه دبـي خروجـي دان

      . دهد  آزمون نشان مي5صفحه را در مقابل زمان در هريك از اين 
ا، بـا سـپري   در هريك از آزمونه شود    ديده مي  9 همانطور كه در شكل   

شدن يك بازه زماني، مقدار دبي در خروجي مجموعه به مقـدار دبـي              
. كنـد   كيلوگرم بر ثانيه بوده اسـت، ميـل مـي          800ورودي كه برابر با     

 در زمـان كوتـاهتري    حالـت پايـدار      ،با افزايش فركـانس    علاوه بر اين  
دبـي ورودي ميـل     مقـدار   بـه   سـريعتر   دبـي خروجـي     شكل گرفته و    

  . دكن يم
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   زمان مقابلدر  صفحه مرتعش ي از انتهاي خروجي دب: 9شكل

  
 چـشمه   عامـل هـاي زمـاني مـشخص        هدر مرحله مدلسازي در باز    

، تدريجبه  . كند به مجموعه وارد مي   بطور مكرر   تعداد مشخصي دانه را     
 توسـط  ،هاي وارد شده پس از انتقال و رسيدن به انتهـاي صـفحه            دانه

 8لذا همـانطور كـه در شـكل         . دگردن چاه از مجموعه حذف مي    پايانه  
 در  تعداد مشخصي دانـه شود، در هر گام زماني از مدلسازي،     ديده مي 

با گذشت زمان و نزديك شـدن بـه حالـت           . باشند مجموعه موجود مي  
   . رسد به ثبات نسبي مي   هاي موجود در مجموعه      هپايدار، تعداد كل دان   

 ـتعـداد كـل    نشان دهنده    10شكل جموعـه در  هـاي موجـود در م   ه دان
مويد پديد آمـدن شـرايط       10شكل. باشد مي  آزمون 5در  مقابل زمان   

 ـ تعـداد كـل      در پس از سپري شدن يك دوره زمـاني       پايدار   ي هـا  هدان
با افزايش  ملاحظه مي شود    علاوه بر اين    . باشد مي موجود در مجموعه  

  .شود ها كمتر مي همجموع داندر حالت پايدار فركانس، 
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   زمانروي صفحه در طول موجود تعداد دانه : 10شكل

  
لذا  .باشد  مي طولاني ،محاسباتزياد  اجراء اين برنامه بدليل حجم      

منظور كاهش زمان پردازش بـا توجـه بـه رفتـار مجـانبي منحنـي               ه  ب
شـده اسـت كـه دبـي        محـدود    دوره اجراء برنامـه بـه زمـاني          ،9 شكل

 فرآينـد تحليـل   بـار    ايـن . رسد دبي ورودي مي  % 80خروجي به سطح    
.   بار متوالي تكـرار گرديـد      18ها   همدلسازي ريزش و انتقال لرزشي دان     

  در هر يك از اين آزمونها، پـس از رسـيدن دبـي خروجـي بـه سـطح                  
آزمايش متوقف، زمان برنامه ثبت و مجددا با تغيير         دبي ورودي،   % 80

   11اين آزمونها در شكل نتايج . فركانس، مدلسازي از سرگرفته شد
  .  استبه نمايش درآمده
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   لرزشيتاثير فركانس بر زمان پايدار شدن پديده انتقال : 11شكل

  
با افزايش فركـانس ارتعاشـي      شود،    ديده مي  11شكل  همانطور كه در    

بـا ايـن حـال در      . يابد زمان رسيدن به حالت پايدار كاهش مي      صفحه،  
تغيير فركانس تاثيري بـر زمـان وقـوع حالـت           مقادير بزرگ فركانس،    

  .ردپايدار ندا
  
  بندي  و جمعگيري نتيجه. 4

امروزه وجود پردازشگرهاي پر سرعت  امكان تحليل مكانيكي جزء بـه            
اين قابليـت در بررسـي      . جزء يك محيط منفصل را ميسر نموده است       

مكانيك مواد دانه اي كه بخش عمـده اي از مـواد خـام و محـصولات                 
بـا  قاله  در اين م  .صنايع مختلف را تشكيل مي دهند حائز اهميت است        

فرآيند انتقال  بهره گيري از شيوه تحليل مكانيكي جزء به جزء دانه ها            
بـدين منظـور در     . لرزشي مواد دانه اي مورد ارزيابي قرار گرفته اسـت         

مرحلــه نخــست ضــمن بــره بــرداري از  دســتاوردهاي تجربــي ديگــر 
 پديـده سـيالي شـدن،  روش تحليـل و            پژوهشگران در زمينه بررسـي    

سـپس بـه    . شته شده مورد درست آزمائي قـرار گرفـت        برنامه هاي نگا  
مدلسازي انتقال لرزشي پرداخته شـد و نتـايج آن در قالـب نمـودار و                

نتايج تحليل حاكي از آنست كه در صـورت ثابـت           . منحني ارائه گرديد  
حالـت   ،كوتـاه پـس از سـپري شـدن يـك دوره           ماندن جريان ورودي    

سـرعت انتقـال     ه بـر آن   عـلاو . گيـرد  شكل مي ي در انتقال مواد     پايدار
افـزايش فركـانس      لرزش است بطوريكه بـا     فركانس تاثيرلرزشي تحت   
هـاي    در فركـانس  وجـود اينبا . يابد نيز افزايش مي  مواد  سرعت انتقال   

   .نخواهد داشتبر سرعت انتقال تاثيري  فركانس تغييربالا 
  

  مراجع 
[1]- Wang, L., Vibratory sieving of mono-sized granular 
assemblies and vibratory size segregation of binary 
granular mixtures, Mech. Eng. PhD Thesis, Worcester 
Polytechnic Institute, 1999.  
[2]- Klongboonjit, S., The effects of particle elasticity on 
the convection in deep vertically shaken particles beds, 
Mech. Eng. PhD Thesis, University of Southern 
California, 2005.  
[3]- Ingale, R., Dynamics of vibrated granular matter, 
Mech. Eng. PhD Thesis, the City University of New 
York, 2008.  
[4]- Wassgren, C., Vibration of granular materials, PhD 
Thesis, California Institute of Technology, 1997. 
[5]- Jaeger, H. M., and Nagel, S. R., ‘‘Physics of the 
granular state,’’ Science, Vol. 255, pp. 1523-1531, 1992. 
[٦]- Brennen, C. E., Ghosh, S. and Wassgren, C. R., 
‘‘Vertical oscillation of a bed of granular material,’’ 
Journal of Applied Mechanics, Vol. 63, pp. 156-161, 
1996. 
[7]- Luding, S., Mermann, H. J., and Blumen, A., 
‘‘Simulations of  two-dimentional arrays of beads under 
external vibrations: Scaling behavior,’’ Phys. Rev. E, 
Vol. 50, pp. 3100-3108, 1994. 
[8]- Yidan, L., and Rosato, A. D., ‘‘Macroscopic 
behavior of vibrating beds of smooth inelastic spheres,’’ 
Phys. Fluids, Vol. 7, pp. 1818-1831, 1995. 
[9]- Bernard,   P., and Dziugys, A., ‘‘Numerical 
simulation of the motion of granular material using 
object-oriented techniques,’’ Journal of Computer 
Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 
191, pp. 1983-  ***   , 2007. 
[١٠]-  Brilliantov, N., Spahn, F., Hertzsch, J., and 
Poschel, T., ‘‘A model for collisions in granular gases,’’ 
J. Phys. Rev., Vol .١٩٩٦ ,٥٣. 
[11]- Allen, M. P., Tildesley, D. J., Computer 
simulations of liquids. Clarendon Press, Oxford, ١٩٨٧. 
[١٢]- Gear, C. W., Numerical initial value problems in 
ordinary differential equations, Prentice-Hall, 
Englewood Cliffs. ١٩٧١. 
 [13]- Poschel, T., Schwager, T., and Saluena, C., 
‘‘Vertically shaken column of spheres. Onset of 
fluidization,’’ Europ. Phys. J. C, Vol. ٢٠٠١ ,٢٣٣ ,٤. 



 ١١

[14]- Garcimartin, A., Pastor, J. M., Arevalo, R., and 
Maza, D., ‘‘Convection in a vibrated granular layer’’, 
Europ. Phys. J., pp. 331-340, 2007. 
 
 


