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�6��� 5<� � �= >��< �� ��
���� ��������0����� )
���% ���= �7��(�� ���9�  �% . 
���� ������ 5<� ��

 B;%������ 
�% ��C ,
��� � ������ ��0�� ������676� ����� DE= , ��<E' B;% &�� F���� G8� B��"�%��.

 , �HC �$I ����� �� ,�, �� �� 
��� �� �,�, ����� �� ��=�+ B��" J��" 
���� ������ �3(  �676� >�", K�4�0

L 5<�� , 
�� ������  �/�C ��$�C BL��� B$;/+ 2�� ,�, �� 5$�M�0 , �HC �$I ����� �� 
��� ��3(� �4<

�� N<�9�� ���O �< 
�� ��$P��= �������� ��3(� Q���������. 5<� ������ ����# ���#  Q���� �� BR" �� �%

�������
�% �HC �$I ����� ��, �%��. �4��;: , ����<�' ����� J�= �$+���$0 ����� 5<�S�� ���O </2� , 

��L 2�96�H�2����P   T<��� �� ����� �<
�% �U��� �6��� 5<� � &OJ��.

 �$��
��,: ��$��+ ����� 
���� ������  �$+���$0  ��<EW�;%  ������� 

����X��X�
�� � �� !"#$ %& %�'�" ($)� %* �+�#, -#.���� #& %�&#/� #& 0)12� ��)3 45�'6�7 !"#$ %* 5#.���� ��8 �#9 :; <1=� %& 

��3#& �8�� > )?���@. BC 8� %&D#E3� !"#$ ��E& ����1F  )GH1& -��858,�%�'�"  � #. -I��� :�'�� %& %* 83 J�K�



 -#. #�.�  #& %�'�" L)9� M#NH. %& �  !"#$ >#3#2� � � � �� %,)� -I��� �5� OP, -��& 5#. #�.�  � %�'�" -�� �

�Q$#H� R��H*��8H*.

�" �&��&  � M�#/� -#E1���$%& %�' � �S$ TE� %USV� �� 85#& !"#$ 5; #* � ���&#9 W�7  )GH�

<�3%�3�� �  -�5P�8H3#& .

 -#E1���$8H& #E�� �6#5 � %�'�" "� -��V�& -���� 0#& ��S$ ��F %& -%& X)F  � � 8HH* T* 5#Y&#, <��� Z#�,�

�� �#Y5� #H& ��H*#$ -��& �  -��V�& ��H��8H* .  � '�� -� �)��#�� ���[� %*-#E\])* -#E1���$ "� !�#��$�83#& �G� � )�

 -8H& #E� Q$#H��)& 8.�)^ .#H1_ >0#U�� !�#$��2_ -#.��� � �� � %H5'. T* � !�#$ �3�  %& �  T���$ �5� �� �7��`� �, �

�$� !��* <58+�. %* ���;�& T���$ �5� X�6 !"#$ �5� %& !� �� -#E+�$;� %�'�" L)9� "� a� �#.8H& #E� -#bF�   '*�1�� -

��#& � ���7�  #E�; -"#$"#& %Y���  � 83#& %H5'. �-��1* :#��� �5P��$� ) �� dP7 �+�#, ���#/�8H&�#& M�8E�� #& %�+���)3.(

<�3 ��3�8� !"#$ �5�  � ��?� <�V��$� Q$#H� -�5P�.8H& #E� ��#E@#�  )` %& � !��* 4�#1*  #V6 �=� -#.

� �  �)^ ���#/��� �$� "� - #V6 -���� <1=�  8H.�.%* ����#7  � �5� 8H& #E�#.�=� - 4V*  �\��$f� %�7�� �

� - #@8�#� R)` 45�'6� � \��$f� -#E��3 ���[�  #]�8�)3 858, R)` ���[� �5� !"�8�� %& !"#$ 5#Y&#, %* ��#�" #� � 

1� <1F 4V*  � g#bF� �5� 8$���8HH*. hF#& <�#F �� �5� 5��#Y � :#�� ���[�  :; #& !8HH* %�&#/� -���� :�8/6 R#7 ��F  �

�� � %* ��)3%Y���  !"#$ %& %�$�)^#� >#&�_��� ���)3.!"#$  � 0)12� �-8H&�#& -#E1���$ Q$#H�#� ����1F L)� �5� -#.

�$� ����N1V] 8H�&.

B;%Y :- 8&�_ 8H& #E� #& O#9 8�#1��  #�6  

 -��&�& "� -��@)�,�5� "� <�V���\�E��� "� :�)�!8HH* -I��� -#.��, !�E&. OP, #& !8HH* \�E��� )bF

� -��@)�, 4�#1* � \��$f� %�7�� %& -8H& #E� g#bF� �� � "� �-I��� TGF� �1�98HH* .  #�6  �)+E& hF#& ��� �5�

 � a5"����.<�3  #�6  %& �YH� %* !83 -I��� ��E& OP,)�, � 8H& #E� �5P� !"#$ %& ��#E@#� >#&�_ :83 � �� "� -��@

���)3.
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B;%Z :8H&�#&  � %/�7 !�#��$� -��& -�#EHV�� -#E7�`

 <�3
!"#$  � %/�7 !8HH* \�E��� QU� ��29)� -��& ����#EHV�� �� :#V� �  -8H&�#& -#.8.� .�7  � !83 !�#��$� %/

%�)� aH, "� i�/=� �5��� �$� " � :�8& %* :#1���#� -#.83#&.:�)& Z��$� <&#9 � ���" � %�)� :#1���#� -#.� !�#$ >#�j',

9 �8H&�#&  � %/�7 -��@ ��9 -��& �5��,�Q$#H� ���&#:; � \��$f� -#EV��* <1=�  � <�3�$� %2K9 O)^ -�5P� "� 

%/�7 -#5�'�� -#.�� -I��� !8HH* \�E��83#&.

 - )=� -���� \5 �=� #EH� � %�6�@  ��9 8H&�#& - )=� -#�$�   � %/�7 %* �$� �5� �& X�6 �$ �& � )� ��#7  �

�$�. :83 � �� #& )bF  � ���)�� 4V* �  #V68H& #E� �%/�7�� -I��� OP, %& L��3 !83 \��$f� %�7�� � �� 8H*)  <�3

R��(. %& %,)� #& 5� %& -�� � -���� �k*�87 %�H8H& #E��� l�$� ����2_ )bF -�& #& ��6�m �k*�87 �&��& � :�)�8H& #E� � 

%/�7m �k*�87 %* ��* �7��` - )` �  � -�& #& ��6%/�7 "�  V�#1* -����8H& #E� 83#& ��1* #� 4�#1* "� 8H& #E��� � � 

:; -��@)�, \��$f� %�7�� %& �)3 .

\[ B$�.+����+ �R��= ��� J.�$��F� J6�� �
 \5 5#Y&#, � :#1�%/�7 L#23 %& R -���� �=� P�$� �5" > )? %& .]
[

MA=MD=P.R/π=Mmax

MB=MC= -P.R(1/2-1/π) 

∆V=-PR3/EI.(π/4-2/π)~=-0.1488PR3/EI

∆H= PR3/EI.(2/π-1/2) ~=0.1366PR3/EI

NA=ND=0

VB=VC=0

� !85� #E�)��6  � %*  )K�#1.� %K/�  � �k*�87 :#1� �)3A �D�%* !�)&   #V6 M#NH.  � %K/� �� �5�  � :#1� � �+k�

/�  �# pB �C�$� ��H�.��  #G��� a� ��  %* p#/�  � �8�&�A � D  � aq$ � B � C�<?#�<��V� \��$f� �)3 . %K/�

 ���3 '��  � 0#1�7�A #5 D�)& 8.�)^ .  #& �=� P^�� (�=� -�  p#/�  #�� 8� �� :#��5 5#Y&#, %/�7 �, #^ � ��

�$� r #^ (�=� "� ��@ '& <^�� (�=� -�  �K�=� 4��* �5��&#H& ��$� ��^�� (�=� "� ��@ '& �, #^ (�=� . ��1. %&

P
A  

C                               B
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P



 :; r #^ �K�=� -#EVH� "� ��@ '& %/�7 <^�� �K�=� -#EVH� Q����!�)&��  #G��� :#�H58& � ��  � L��3 <^�� "� ���3

 %&8$�& �, #^ (�=� .��#NH. ���3 0#1�7� ��$� 4V* "� ��1*  #V6  � >�'�6 <1=� %�H5� <��8& #H1_��� 8.�)^ s  

 <1=� �  - #V6 4H� �5��V�& ��^�� tK$ � � ��  ��9 4V* �=� %/�7 %*��8H*.

][B$�.+ ����<�'���� ��� J.+ ���.� ^��+ ANSYS

 %�#��& ($)� -"#��8�ANSYS V8.1��  � M#Y )GH1& ��6�@ �G�  � �K^ 4�#1* :� �; �$8& � !u5� �5�#/�"�

:#1��SHELL143%/�7 :��* R8� -��&�<��=� � EIGEN BUCKLING83 !�#��$�  .4� �#2&� ��87  � #.
v/�

83 O#S��� ��1���#$!83 %j� � f+9 %* 5#E�)��6 #& #E&�), #� �!�83#& %�3�� ���)S1. 8�.���$0� R�8�  �&��& %���+e�/	 M�@)��* 

 :)$�)� Q5�_ �y&�� ��1���#$ �&�/� �&��& T���� ���#/� � z���y&�� ��1���#$ �& M�@)��* � #& �&��& <��=� �5�  � %/�7 �#2&� 

 �, #^ �K9 #& � !83 45#�"; %/�7

 ��#S_ ���1���#$ z/	 X�F � ��1���#$ v/	� ��1���#$ 83 %�6�@ �G�  ��$� !.

� B5#�� R8� �K^ 4�#1* <��=)!u5� �5�#/� #& �V�#1* <��=� ( #�v�)& �5" > )U& R�� �)� .

%/�7 (�=� -�  4^�] > )U& R�� 8�'*�� R)7  -���� #& � �v�� 

 -���� #& �  #& <=� �5" �N�6  ��6 > )U& M�� 8�z���� 

 -���� #& -�)1F  )=� R)7 4^�] > )U& M)$ 8�v���� 

 ��6 > )U& M #E] 8� #&  #& �5" �N5� d�` �@8�; 0#& � d�` \5  � �N�6 ����� 

TS� <�3 ���[� > )U& TYH� 8� %/�7 ��5#� "� ��1�9  #V6 � �{��)!83 |H� ( :; -0#& �1�9 -� 

)!83 �E� ( -���� #&����� .

 R#�3�  � %/�7 <�3 ���[� �5"#.8��� :#V� }] %& �$�  "� Q����& �  TYH� #� R�� -8.�.

 B;%\ :- )=� -���� �=� %/�7 -�)� R#�3�

  � :; 4�#1* M8F �K^ ��{ ��#7  � %/�7 ($)� !83 <1=� -���� �k*�87 � 4�#1* -��& M"0 -#.���� %& %,)� #&

 �K^ ��#7�� ~SV��)3. %�$�)^#� -#E��3 ���[� "� -��@)�, -��& #.8� <�3 %& 85#& ��� )4�#1* ( � %�'�" M#NH.  �

�3�� %,)� 8H& #E�  � )bF ��3��  ��9 .  ��9 �E, \5  � (/6 5#Y&#, ���&#9 #& 5#E�6  � #E��$� 45#�";  � %* ��]

��� %�'�" L)9� :#�"  � � 8H& #E�  � )bF !�#��$� M#NH. ��� 8� �� 8H& #E� R#U�� %K/� �� :83 r #^  )=� "� � 5#Y&#, :#

�� �),� %/�7 %&� 85#& %*��* �V58�� ! #] :; -��&  .��7 �$� ��E& 0�� %�$�)^#� -#E�5#Y&#, "� -��@)�, -��&  �8/1��
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 �� "� ��5 ��5�'�  � %/�7-#E��� �)3 ��,� 8H& #E� >0#U�� �),� <��8& 5#E��� p#/�  � ��5"[� T5 �� -��1* -#E�#����� .

� ��H�1. :�)�#& %�)� �� R#U�� )�`)9 #5 ( :83 #Y&#, ���&#9 #& )� �)���N58�5 <^�� -#EK�& %& U :���  ��9 � <�3 

%�#&" � ��^�� %�)� -�  5#EH�� 8H& #E� ��8���  � � - )=� > )U& (/6 �  5#Y&#, ������& %�)� -�  <�3 5#�&)� -#.

T�H* R��H*.

_[ ���EP��� Q<���O�C�:������� �,� 

B;%] :���3 �  #V6 �4V* -#E��#7  � %/�7

-�  45#�";%��)�$� %2K9 \5  �, #^ �K9 %& -�

 ��#S_ ���1���#$ z/	 i1F ���1���#$ v/		 aH, "� � ��1���#$ 

%�)� -#.�#�83 M#Y�� :#1��.

 - �P@ #& > )U&%^�] -�� �V5�'6� ��3 #!��* �8�� %���� )bF <�#* ��� ($)� :; 5#Y&#, � ���� >#Ff`� 

83 (+_ !#N�$�!�$� .<�3z -�5�#U�4V* M#NH.  #& �5" %�)1� <�3 ���[� "� � #V6�  � ���3 :#�" <�3v����  ��)1��

 �  45#�"; "� !8�; �$8& :#�����[��� :#V�8.�.

B;%_ : ��)1����� Kgf�5#Y&#,Cm/�7%45#�"; �=� B;%`:-I��� �H=H�Kgf.Cm �%^�] �.  � :#�� ���[� �k*�87Cm

`[Q<���O ���<���
45#�"; M#Y�� #& �K^ ��{ ��#7  � !83 <1=� -���� )�/	z��  (��87v/
�K^ %�7#� �&��&) v/v�� (� �k*�87 �

 �K^ ��{ ��#7 5#Y&#,)�/	��1���#$  (��87��#7  � 5#Y&#, �k*�87 �&��&  �K^ �)
�/���1���#$  (!8�; �$8&�$�.
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 %& %,)� #& <�3 '�� � %��� �5�83 �&#5" � Q$#H� !8HH* \�E��� )bF ����$  #�6  �a5"����. �H=H� : #/�� � #5#�.

 5#Y&#, #� ���� 45�'6� 45#�"; ��7  ��/	 ���1���#$ �3�� %���� ($)� ���� <1=� %���� -#E���3 ��2& :; "� a� � 

)bF��� �8�� ��'� ��$8H*.  � ���3 ����� 83 %��@ %*  )K�#1.<=� � ��� s  ��^�� (�=�  � �  #& B5 8�& 8H]  � 

 %���� 0#& #� �N���3 -82& <��$#5�6 .#E���$ -I��� 45�'6� :#HY1.� 5#Y&#, #� 
/
 %���� ��1���#$ � �3�� 5#Y&#,  � 

v/
 s  �V1^ ���3 ��1���#$ ���.

�� -I��� ($)� !83 \�E�R8� �5�  � <�3�;3 !� �8�$� !.  )=� X \5  � 5#Y&#, �k*�87 %^�]  )=� � Y

�� 5#Y&#, ���� �H=H� �5" tK$ "� !83 %+$#=� -I���83#&.

 \��$f� � \��$0� -I��� L)1Y� 50#& �H=H� � �\��$0� #5 �6#5"#& <&#9 -I��� %& p)&�� �5�5" �H=H�)<* -I��� (

�#&83.

 "� 82& -I��� OP, �$� ~SV� <�3  � %*  )K�#1. %�7�� %& �� � \��$f�45�'6�� <&#9 G7f%� � �� -� OP,

 -I���  � :; \��$f� �1�9& �5��V� ��#7��/
 �&��&  -I��� OP,�$� :; \��$0� �1�9.

 ��87 T���$ �K^ ��{ %�7�� %& �� � "� 82&�v5#Y&#, �  #& 45�'6� #& <��$ #� 5#E� 87  ��* <1=� &��^ :�8& �  

 ��V@�& � �6  -#. #& �&��&  � T���$ �5� O)^ <1=� !8H.� :#V� �5� � �N��^ ���83#&.

 �K^ ��{ 4�#1* "� 82& #V6 �=� %/�7����� 5#Y&#, :83 %6#_� #& �� �&#�8�#� 4V*  � %���#7  � :#H�1. 45�'6� 

5#Y&#,� �� !��1. %& �  ���� 45�'6� �.

a[��+�$W��� ����6��
 %�#��& ($)� -"#��8�ANSYS V8.1M#Y�� !83 �$� -��& �  �$ �&a5"����.  #�6 �K^ ��{ 4�#1* �  "�  )�$�

NLGEOM,ON  ,  PSTRES,ON � :#1��SHELL181-��"; %, � 43 -� �� � -82& �� %* 83 !�#��$� �$�  �

 �$�  �#9 :#1�� �5�#EVH� %��* ��^�� -#.���� %=�? r #^ � <^�� - �P@ #& �� -#E��3 ���[� � �K^ ��{ -#E���=�  � �  

8.� :#V� � '&.�1�9 �5�  �4� �#2&� . ��87  � #v/�O#S��� ��1���#$ !83 83 %j� � f+9 %* 5#E�)��6 #& #E&�), #� �!� 8�

8H3#& %�3�� ���)S1.. - �P@ #& L)� STATIC�� 83#&.$� �.  � 5#Y&#, df�^� }��#� \5 %�-� �v/��$� ��1���� .

 �&��& %�����$0� R�8��+e�/	y&�� ��1���#$ �& M�@)��*  :)$�)� Q5�_ ��/� �&��& T���� ���#/� � z��� ��1���#$ �& M�@)��* 

83 %�6�@ �G�  � y&��.R8�|H��� #. \��#1H�* �:; 8�#1��  #�6  �K^ 8H] �($)�KINH> )U& � � �5" 83#&.

 %�7�� %& :8�$ #� R�� T���� ���#/�z���y&�� ��1���#$ �& M�@)��*  %�����$0� R�8� #& �+e�/	� � R�8� #& :; "� a

%�����$0��&��& -���/� % �N�S��@ 4H� %& #� %�3�� %���� \��$0� ��#7)v���y&�� ��1���#$ �& M�@)��*  ( � 8$�& "� 82& �

 �&��& %�����$0� R�8� :;�)3 ��?.



 #&83 R#1F� ��V@�& � �6  :#�� ���[� > )U& #.�$8& �5" B5#�� � 8�;. %& p)&�� H=H� !��1. %& %�5#/� D��& 

R8� Q$#H� �9� "� :#V� %* !83 !� �; 45#�";� �� -"#$ .R8�  � #H1_ #� >#+$#=� :#H�1`� Q5�_ R)U7 -��& � -"#$

�$� %�6�@ M#Y�� ���3 ����� :#�".

B;%a : ��)1����� Kgf�5#Y&#,CmB;%b:-I��� �H=H� Kgf.Cm �%^�] �.  � :#�� ���[� �k*�87Cm

 R#�3�  ����� X�F %& %/�7 \5 4��* � 4H� -#. )��#* ���1���#$ � �4V* �=� � �k*�8^ <=� 45#1�  )GH1&
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