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Minimum Weight of Bending Plates by
Boundary Changing

M. Rezaiee-Pajand M. R. Salari

Department of Civil Engineering
Ferdowsi University, Mashhad

Abstract

FeT=mTT T T Ty T s s s s s ) 0
| A trianguiar element with 35 D.O.F. is utilized to mininize the weight of
 bending plates. This higher-order element has 12 side-nodes and 4 inner-nodes.
| High accuracy and no shear iocking effect in anaiyzing thin bending plates are
1 the speciality of this elemeni. The explicit derivatives of the stiffness matrix en-
Vtries are calculated and used to optimize the shape of bending plates. A comput- -
I er program is written in order te show the application of the aforementioned de-
! rivatives. Numerical examples illustrate the ubillity of this higher-order element .
tun finding optimal shape by boundary changing. It is necessary to mention that
i the larger number of D.O.F. and their variations create a difficult programming
: task.. However. the resulis obtained by utitizing this element are accurate and

1 worthy of complex analysis. '
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Q5(9,1)=-25
Q5(10,1)=2.0
Q5(4,2)=9.0
Q5(5,2)=-4.5
Q5 (10,2)=-4.5
Q5 4,3)=-4.5
Q5(5,3)=9.0
Q5(10,3)=-4.5
Q5(2,4)=1.0
Q5(4,4)=1.0
Q5(5,4)=-25
Q5(6,4)=-2.5
Q5(7,4)=1.0
Q5(10,4)=2.0
Q5 (6,5)=9.0
Q5(7,5)=-45
Q5(10,5)=-4.5
Q5 (6,6) =-4.5
Q5(7,6)=9.0
Q5(10,6) =-4.5
Q53,7 =10
Q5(6,7)=1.0
Q5(7,7)=-25
Q58,7 =-25
Q509,7=10
Q5(10,7)=2.0
Q5(8,8)=9.0
Q5(9,8)=-45
Q5(10,8)=-4.5
Q5(8,9)=-4.5
Q5(9,9)=9.0
Q5 (10,9) =-4.5
Q5 (10, 10)=27.0
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9Q1 (1. 1) _(43b/da - 3.53b/d0: - 3.53by0a - 20Aat. Q1 (1, 1))
dot 2A

aQlI(2,1) =(-ab.lau- 20A/9c.Q1 (2, 1))
do. 2A

dQl (3,1)_(-dby/da- 2040 Q1 (3,1))
dot 24

Q1 (4, 1) _ (10.59bu/dax + 79byda + 5.75dbyda - 20A/0a . Q1 (4, 1)

3Q1 (7,2) _ (10.1253by/d01- 20A/d0. Q1 (7.2))
do 2A

dQ1(8,2) - (10.1250by/dci - 20A/3c. Q1 (8,2))
aol 2A

0Q1(9,2) :(-30.37531‘)2/3(1 -20A/0w.Q1(9,2)
dot 2A

301 (10,2)_ (4607 53by/da+ 20.25 90 +20.259b/00c - 234G . Q1(10.2))

da 2A

dQ1(5,1) =(-33bi30t+ 70by/dat - 1.750byda- 20400 Q 1 (5,1))

do. 2A

aI16,1) ¢l .750by/dot - 20A/0a . Q1 (6, 1))
o 2A

aQi(7,1) =(-l .753by/0c - 20A/9¢cx . QI(7, 1)
do 2A

0Qi (8, 1) _(-3dbydor+ 7aby/da- 1.750by/0 - 20A0a. Q1(8, 1)

du 2A

3Q1 (9, 1) _ (10.53by/0a + Tdbyda + 5.75abydec- 20AM0e . Q1(9, 1)
da 2A

3Q1 (10,1) (11593~ 3.5b/da- 3 Sdbyda- 20ARa.QI (10,1)
& 2A

9QI (1,2) _ (27dbz/d0x-2dA/d0:. Q1 (1,2))
do. 2A

aQ1(2,2) - (13.59by/doc- 20A/9c . Q1 (2,2))
Ju 2A

001 (4,2) _@lab yd0- 81dbydo - 30.3750by00 - 20A/00. . Q| (4. 2))
du 2A

dQ1(5.2) :(4&5%3(311-8]3);!&1 +10.125by00- 20490 Q1(5,2))
ot 24

Ble]! (6,2) _ (10.125ab/da - 20A/do . Q1 (6, 2))
Ju 2A

da 24

3Q1 (1,3) _ (-320b2/00x - 20A/0x. Q1 (1, 3))
oo 2A

Q1 (2,3) _(-32db/dox - 20A/dax . Q1 (2, 3))
Jdol 2A

dQ1 (4, 3) _ (96aby/da+ 160dbyd a+ 2dbyda-20AMa.. Q1(4, 3)
do. A

0Q! (5,3) _(-96db70ct + 1609b, +2dbydct - za;ua_q .Q1(5,3)
oo 2A

Q1 (6,3) _ (23by/dot- 20A/Jo. Q1 (6, 3))
do 2A

9Q1(7,3) _ (-6dbi/dax - 2dA/d0. Q1 (7, 3))
do 2A

dQI(8,3) =(~6Bbzi8a- 20A/30..Q1 (8,3)
Jo 2A

aQ1(9,3) :(26b1f3a~ 20A/00. Q1 (9,3))
oJot 2A

dQI1(10,3) _(43b,/dot + 4dbjda - 120bydc-20A0¢. Q | (10,3)
do. A

9Q1 (1,4) _(13.50by/do-20A/d0. Q1 (1,4))
do 2A

oQ1(2,4) - (27001/d0 - 20A/da . Q1 (2, 4))
do 2A



dQ! (4,4) _(40.59by/da-81dbyx + 10.125%by/00- 20a/0a.Q1(4,4)
o 2A

3Ql (5, 4) _ (819byda- 81bydu - 30.3759byda - 20400 . Q1 (5, 4)
du 2A

dQ1(6,4) _ (-30.3750b,/d0. - 20A /90 . Q1 (6,4))
dot 2A

Q1 (7,4) =(10.1253b.faa-2aAfaa .Q1(7,4)
dot 2A

aQ1(8,4) - (10.1250by/d0. - 20A /0. Q1 (8,4))
oo 2A

Q1 (9,4) _ (10.1253b,/dax- 20A/90.. Q1 (9, 4))
do 2A

oQ1 (10,4) _ (20.250by/0ec- 60. 750 buf3x + 20.2 50b /0 - 20A/0a. . Q1 (10, 4))
do A

9Q1(1,5) =(—ab2!aa-28Afaa.Ql (1,5)
da 2A

dQ1(2,5) _(4dby/dac-3.59bydor - 3.5dbydar-20A/dar. Q1(2.5))
oo 2A

X1 (3,5) _(3baldex - 20400 Q1(3,5))
a0 2A

Q! (4,5) _ (39by/da+ 7by/dar -1.750b:- 20A/dar . Q1 (4, 5)

dot 2A

301 (5, 5) _ (10.59h/da+ 79byox + 5.750b500:- 20A%0: . Q1 5. 5))

dat 2A

Q1 (6.5) _ (-10.50b,/00 + Tabyao: + 5.739b/det - 20A/dee. Q1 (6.5))

o 2A

aQl {?‘5}=(~38by’0a+ 70by/da - 1.75db/3ac - 20A/0¢. Q1 (7, 5)

dot 2A

Q1 (8,5) _(-! .75abx/d0r - zaMaq: Q1(8,5)
Jot 2A

3Q1(9,5) _ (-1.750by00: - 20A/00:. Q1 (9, 5))
Jo 2A

Nl (ID,Q:(-3.5}bu'aa+ 1.5dby/ou - 3.50b/der - 204/ . Q1 (10,5))
oa 24

9Q1 (2,6) _ (279b3/90t- 20A/301. Q1 (2,6))
dot 2A

Q1 (3,6) - (13.53by/d0t - 20A/do . Q1 (3,6))
ool 2A

dQ1 (4,6) _ (10.1259bs/d0t- 20A/d0.. Q1 (4, 6))
do 2A

3Q1 (5.6) _ (-30.3753b40ch-20A/0t. Q1 (5,6))
Ja 2A

aQI (6, 6) _ (813byda- 819bydac- 30.3750by/da- 20A/0a . Q1 (6, 6))
do 2A

Q1 (7,6) _(40.504a -810by/da + 10.1250b/00 - 20400 Q1 (7, 6)
a 2A

Q1 (8,6) _ (10.1253bx/d0t - 20A/00x. Q1 (8, 6))
dot 2A

3Q1 (9,6) _ (10.1259by/00c - 20A/00 . Q1 (9, 6))
Jot 2A

301 (10,6) _(20.259by/301-60.750b./30c+ 20.259by'det -20A/:. Q110 6)
do 2A

Q1 (2,7) _ (~320by/dot - 20A/00 . Q1 (2,7))
Jo 2A

Q1 (3.7) _ (-328b,/d01 - 20A/0ex. Q1 (3,7))
dot 2A

9Q1 (4,7) _ (-63by/da-20A/0:. Q1 (4.7))
do. 2A

Q1 (5,7) _ (20bs/dot - 2dA/da . Q1(5,7))

da 2A

e



0Q1 (6,7) _ (-96dbydat + 1600by/d o + 2dbv/det - 20A . Q1(6.7))
do. 2A

9QI(7,7)_ (-9ﬁabgau+ 1600by/0a + 2dbydat - 2046w . Q1 (7,7)

9Q1(2,9) _ (-dbsfdo-20A/00.. Q1 (2,9))
oo 2A

0Q1 (3,9) _ (48byd - 3.5db/dot -3.50by/det - 20A/: . Q1 (3,9))

dot 2A

aQ1(8,7) - (29by/d0t - 20A/00t. Q1 (8, 7))
dot 2A

aQ1(9,7) - (-6abz/dal - 20A/3c. Q1 (9, 7))
Jou 2A

0Q1 (10,7) _ (-123byd ot + 4dby/dex + 43bydo: - 20ARee . Q1 (10,7)

dou A

9Q1(2,8) _ (13.50by/dox - 20A/0ex. Q1 (2, 8))
dol 2A

dQ1(3.8) - (279b2/0a - 20A/d0c . Q1 (3, 8))
do. 2A

dQl1(4,8) - (10.1253bs/dct - 20A/dee. Q1 (4, 8))
do. 2A

dQI (5,8) _( 10.1250bs/dox - 2dA /9. Q1 (5, 8))
Jot 2A

AQ1(6,8 _ (-819by/doe+ 10,125 /ot + 40.59by/de - 2040 . Q1(6,8)
da 2

J01 (7.8) _ (B13bydat- 81db/dor -30.3750b/dar - 20A0a. Q1(7.3)
L 2

Q1 (8,8) _ (-30.3753b,/dcx - 29A/ex. Q1 (8, 8))
oot 2A

dQ1(9.8) _ (10.1259by/doc-20A/90. Q1 (9, 8))
ool 2A

Q1 (10.8) _(20.259 3+ 2).25dby0ar-60.759bdke - AR Q1 (108)

do 2A

0Q1(4,9) _ (-1.750b3/00.- 20A/dce. Q1 (4,9))
Jou 2A

aQ1 (5,9 - (-1.753b3/000- 20A/90.. Q1 (5,9))
Jo 2A

9Q1(6,9) _(-30byd o+ 7dby/d0r - l_._?SBbJaa -20A00.Q1(6,9)
ol 2A

0Ql (7,9) _ (-10.50bydu + 7 dbyder +5.75dbi/0a -20ARa. Q1(7,9))
o 2A

9Q1 8,9) _ (-10.5dbyda+ 7dby/da +5.750by/0a: -2dAMe. Q1(8,9))
d 2A

0Q1 (9.9) _ (-3abydcr+ 7dby/dat - 1.759bydar - 20490 . Q1 (9,9))
duo 2A

dQl (10,9 _ (:3.50bydu-3.5dydo + 11.59byda- 20400 . Q1(10,9))
du 2A

9Q!1 (1,10) _ (13.59by/d0: - 20A/dcx. Q1 (1, 10))
Jo 2A

dQl1(3,10) - (279by/do-20A/d0.. Q1 (3, 1 0))
Jot 2A

dQ! (4,10) _ (10.1253by/dcx - 2dA/dex. Q1 (4, 10))
do 2A

3Q1 (5,10) _ (10.1250by/d0x - 20A /301 Q1 (5, 10))
do 2A

da 2A

Jo 2A

aQl (6,1(1)_=(lO.lZSan’aO‘.—ZaAfaa.Ql (6,10))
Jot 2A

9Q1(7.10) _ (-30.3753b1dox- 20A/d0r. Q1 (7, 10))
dJot 24




01(8, 10) _(813byda- 813b/a- 30.3753/00-20AB0c. Q1 ¢, 10)
dou 2A

3Q1(9, 10) _(40.59bydac -813byae + 10.1253b0a- 28A0. Q 1(4,10)

o A

aQ1 {10, 10y _ (20.250by/dar+ 20.259by/00r -60.75 dboke - 2000 Q1 (4,10)
o y1\

Q1 (1,11) _(-320by/d0.-20A/9c. Q1 (4,11))
Jo 2A

aQl(3,11) =(—328b|}30t—23N30c .Q14,11))
do - 2A

3Q1(4,11) _(20bydec-20A/dx. Q1 (4, 11))
Jot 2A

dQ1(5,11) _ (-63by/doe-20A/dc.. Q1 (4,11))
dot 2A

Q1 (6,11) _ (-69bi/dec-20A/90. Q1 (4,11))
Jo 2A

3Q1(7,11) _ (20bidoc-20A/00x. Q1 (4, 1))
Jo 2A

0Qi (8, 11) _ (96dbyda. + 160db/do.+ 2dbyda - 20Aa.. Q1 (4,11))

Q1 (5,12) _(10.1259bs/001 - 20A/00. Q1 (4, 12))

do 2A

aQ1(6,12) :gﬂ.l%abu.@u- 20A/da.. Q1 (4, 12))
da 2A

9Q1(7,12) _ (10.1253b,/00t- 20A/9c. Q1 (4, 12))
Jo 2A

dQ1(8, 12) _(40.50bydar -81db/okx + 10.125cbydut- 20400 Q 1(4,12))
o 2A

0Q1 (9, 12)_ (81dby/due- 81dbyde - 30.3750by0ar - 20A/0.. Q1(4,12))
dut A

oQI (10, 12) _ (-60.75 dby/dex + 20.250box + 20.250b/00x - 20A/ae. Q1 (4,12))
do 1A

Q1 (4,13) _ (963bydcx- 20A/d0x. Q1 (4, 13))
dol ' 2A

9Q1(5,13) _ (-329bydet - 20A/90x. QI (4,13))
dot 2A

3Q1 (6,13) _ (-320bu/dex- 20A/. Q1 (4, 13))
oo 2A

aQ1(7,13) - (-320bi/00t- 2dA/0a . Q1 (4, 13))

o 2A

9Q1 (9. 11) _ (963byda+ 1609b/30c+ 23b/90c- 20ABa.. Q1 4, 1)
o 2A

dQL (10, 11) _ (40by/dai- 1 20by/do. + 40byda - 20A/0 0. Q1(4,11))
dor 2A

Q1 (1.12) ___{ZTBbgiaa—zaAfaa.Ql (4,12))
da 2A

Q1 (3,12) _ (13.59bi/9ec- 20A/001. Q1 (4, 12))
do 2A

Q1 (4,12) _ (-30.375abs/0ce - 20A/d0t. Q1 (4, 12))
oo 2A

oo 2A

0Q1(8,13) =(—323b:.”30€— 20A/dot. Q1 (4,13)
do 2A

Q1 (9,13) _ (963b/dar- 20A/da. Q1 (4, 13))
oo 2A

901 (10, 13) _ (1920b/da-#ddbyjdae - 649byoe- 20400 Q1 (4,13))
da 2A

9Q1 (4,14) _ (-320bs/dot - 20A/da. Q1 (4, 14))
do 2A

dQ1(5,14) _ (960bs/dae - 20A/d0c. Q1 (4, 14))
ao 2A




oQl1 (6,14) - (969by/d0.- 20A/00.. Q1 (4, 14))
da 2A

Q1 (7.14) _(-320by/do- 20A/9x. Q1 (4, 14))
dot 2A

QI (8,14) _ (-320b2/00.- 20A/90. Q1 (4, 14))
do. 2A

Q1 (9,14) _ (-320b,/00:- 20A/00:. Q1 (4, 14))
Ja 2A

QI (10, 14) _(64dbydar-+ 1920bydar - 649bydut-20A0. Q1(4,14))
oot A

0Q! (4,15) _ (-320bs/dox - 20A/90. Q1 (4, 15))
da 2A

Q1 (5,15) _ (-320by/dax - 20A/00.. Q1 (4, 15))
oo 2A

aQ1 (6,15) - (-320by/90e - 20A/d0.. Q1 (4, 15))
Jo 2A

Q1 (7,15) - (960b /oo - 20A/00.. Q1 (4, 15))
Jat 2A

JQ1(8,15) - (960by/da-20A/0a. Q1 (4, 15))
do 2A

Q1 (9,15) _ (-323bx/dax- 20A/00x. Q1 (4, 15))
dat 2A

dQl (10, 15) _ (649bydar- 64dby/du + 1920bydar-29Ad0: . Q1(415))

oot 2A

0Q3(1. 1) _ (3dbyda-2.50b/do. - 2.59bydn: - 20A0ct . Q3(1,1))
dot 2A

aQ3(2,1) - (obi/do-20A/0e. Q3 (2, 1))
Jol 2A

9Q3(3,1) _ (9bi/do-20A/d0. Q3 (3, 1))

Arv 7A

Q3 (4, 1) _ (-53bydot +29bydar+ 20by/de - 20A/0x . Q3 (4,1))
dat 2A

dQ3(5,1) - (20bi/dot- 20A/9a. Q3 (5, 1))
do. 2A

0Q3(6, 1) _(-5dbydar +2dby/do + 2dby/do: - 20A/dar . Q3(6,1))
do. 2A

dQ3(1,2) - (99bx/doe-20A/00.. Q3 (1,2))
ool 2A

0Q3(2,2) - (-4.50bi/ox - 20A/0a . Q3 (2,2))
do 2A

0Q3(4,2) _(189by/da- 9abydar-4.5dby/dax - 20A/d0x . Q3 (4, 2))
dot 2A

0Q3(5,2) _ (-4.50by/dou- 20A/000. Q3 (5,2))
do. 2A

dQ3(6, 2) - (-4.50by/00t- 20A/d0.. Q3 (6,2))
Jo 2A

3Q3(1, 3) _ (-4.50bx/d0- 20A/d0:. Q3 (1, 3))
dou 2A

9Q3 (2, 3) _ (99bi/dar- 29A/90c. Q3 (2, 3))
do 2A

3G (4, 3) _ (-99by/d-+ 183,00 - 4.59bydt- 20A R0t Q3 (4, 3))
dot 2A

0Q3(5,3) _ (-4.5db,/dot-20A/d0. Q3 (5, 3))
ool 2A

dQ3 (6, 3) _ (-4.50by/00t - 20A/00 . Q3(6,3)
do 2A

aQ3(l, 4) - (aby/do-20A/00. Q3 (1,4))
Jol 2A

9@ (2, 4) _ (2.5cw/dor+ 3dbdo: - 2.50by/de- 20A0c . Q3 (2, 4))
Jdoo 2A




9Q3(3, 4) _ (9ba/de - 20A/9mx . Q3 (3,4))
do. 2A

dQ3 (4, 4) _(20bi/dex - 5oby/dar + 20byda - 20A/00. . Q3 (4, 4))

9Q3(2,7) _ {abs/doe- 20A/00. Q3 (2,7))
Jo 2A

OB (3,7) _ (-2.50b/dc- 2.5%y/d0c+ 3dbs/da- WAR. Q3 (3, 7))

dat 2A

dQ3 (5, 4) _(2dbi/dox - 50by/d o+ 20bydct - 20A/de: . Q3 (5, 4))

dou 2A

Q3 (6, 4) _ (29bx/dor- 20A/d0x. Q3 (6, 4))
dol 2A

9Q3(2, 5) _ (93bydar- 20A/00.. Q3 (2, 5))
da 2A

0Q3 (3, 5) _ (-4.50b,/dex - 20A/dat. Q3 (3, 5))
da 2A

Q3 (4, 5) _ (-4.50bydax- 20A/9x. Q3 (4, 5))
dot 2A

0@ (5, 5) _(-4.50bydoc+ 180by/da- 9dby/da- 20AM . Q3(5, 5))
dot 2A

dQ3 (6, 5) - (-4.59bx/d0. - 2dA/0 . Q3 (6,5))
do 2A

Q3 (2, 6) _ (-4.50by/d0t.- 20A/d0x. Q3 (2, 6))
0. 2A

Q3 (3, 6) _ (99ba/dot- 20A/dc. Q3 (3,6))
Jo 2A

9Q3 (4, 6) _ (-4.50bs/dax- 2dA/da. Q3 (4, 6))
do 2A

d@ (5, 6) _ (4.5db/da-9dbyda + 18dbyda-20AMe. Q3 (5, 6))
Jo. 2A

dQ3 (6, 6) _(-4.5dbx/dot - 20A/dax. Q3 (6, 6))
Ja 2A

dQ3(l,7) - (dbs/do-20A/d0. Q3 (1, 7))
da 2A

oot A

I3, 7) _ (20bs/00t - 20A/da. Q3 (4, 7))
do 2A

dQ3 (5, 7) _Qdbyda+ 20byda.-5dbyda - 20A/d0. Q3 (5, 7))
dat 24

9Q3 (6, 7) _(2dbydo+ 2abydw - Sobydo. - 204700 Q3 (6, 7))
do 24

dQ3(1, 8) _ (-4.50by/da - 20A/30. Q3 (1,8))
dJo. 2A

3Q3 (3, 8) _ (99bi/dat - 20A/90. Q3 (3, 8))
do. 2A

dQ3 (4, 8) _ (-4.50by/dar- 2dA/dwx. Q3 (4,8))
dol 2A

3Q3(5, 8) _ (-4.50b,/00L - 20A/dct. Q3 (5, 8))
da 2A

9Q3(6, 8) _ (99bydoc- 4.50byd0r + 183by/dc- 20A/:. Q3(6, 8))
dot 2A

3Q3(1, 9) _ (93by/der- 20A/d0x. Q3 (1,9))
dJou 2A

3Q3(3, 9) _ (-4.53by/dce - 20A/90x. Q3 (3.9))
Jo 2A

9Q3(4,9) _ (-4.50bydot - 20A/90.. Q3 (4,9))
oo 2A

dQ3 (5, 9) _ (-4.5dbi/da-2dA/de. Q3 (5,9))
Jot 2A

0Q3(6,9) _ (180b/d0x-4.5aby/dox - 90bdee - 20At . Q3(6. 9)
dot 2A

YYA



0Q3 (4, 10) _ (279by/dcx- 20A/9cx. Q3 (4, 10))
do 2A

3Q3(5, 10) _ (279b1de:- 20A/0w.. Q3 (5, 10))
dot 2A

oJSnychLml_Lnjd:.rl.xS(l@lJ.L_,._ﬁ:u
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dQ3 (6, 10) - (270b/00t - 20A/d0.. Q3 (6, 10))
dou 2A
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