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  دهيچك

مورد بررسي ) پواسن تعميم يافته(هاي پواسن و آبل  ه در توزيعاي براي ميانگين جامع  اين مقاله، برآورد بازهدر
 دوم بر حسب ةهاي نمايي طبيعي با تابع واريانس درج  توزيعةتوزيع پواسن جزء خانواد. قرار گرفته است

سكانت اي منفي، پواسن، نرمال، گاما و  اي، دوجمله دوجمله«ميانگين است كه اين خانواده شامل شش توزيع 
 سوم ةهاي نمايي طبيعي با تابع واريانس درج توزيع آبل نيز جزء خانواده توزيع. باشد  مي»عميم يافتههذلولي ت

تاكاس، آبل، استريك آركسينوس، لارج «بر حسب ميانگين است كه اين خانواده شامل نيز شش توزيع 
- د، اسكور، اگرستيوال«هاي ممكن  براي اين دو توزيع، بازه. باشد مي» آركسينوس، رسل و گوسين معكوس

محاسبه و از نظر طول مورد انتظار و احتمال پوشش مورد مقايسه قرار » نمايي و جفريز كول، نسبت درست
نمايي  گردد كه دو بازه جفريز و نسبت درست هاي اطمينان با يكديگر معلوم مي  اين بازهةاز مقايس. اند گرفته

  .تر است ز به سطح اطمينان نزديكها ني تري هستند و احتمال پوشش آن مداراي طول ك
  

 سوم، توزيع آبل، توزيع پواسن، ة دوم، تابع واريانس درجةاحتمال پوشش، تابع واريانس درج :هاي كليدي واژه
 نمايي، بازة  نسبت درستةكويل، بازه جفريز، باز -خانواده نمايي طبيعي، بازه اسكور، بازه اگرستي

  والد
  

 مقدمه
اي مقدار مناسبي از پارامتر را   نقطهجايي كه برآورد از آن

  اي بسيار حائز  برآورد بازهكند، محاسبة گزارش نمي
  هاي اي براي خانواده توزيع برآورد بازه. اهميت است

  
  دانشگاه صنعتي اصفهان- دانشجوي دكتري دانشكدة علوم رياضي-1

   دانشگاه فردوسي مشهد- دانشيار گروه آمار-2
  دانشگاه بيرجند- استاديار گروه آمار-3

هاي  اي براي خانواده توزيع برآورد بازه. اهميت است
، ]1[ نمايي طبيعي در مقالات متعددي از جمله سنتنر 

 و سون و همكاران ]4[ ، لويي ]3[ ، كاي ]2[ كول  -اگرستي
هاي  انواع بازه.  مورد مطالعه و بررسي قرار گرفته است]5[ 

   نمايي ل، نسبت درستكو -اطمينان والد، اسكور، اگرستي
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 يك منبع مناسب. جفريز در اين منابع بررسي شده است
هاي  هاي اطمينان براي خانواده توزيع براي مقايسه اين بازه

نمايي طبيعي با تابع واريانس درجه دوم بر حسب ميانگين 
پوشش و طول هاي  احتمال.  است]6[ برون و همكاران 
هاي   مختلف براي توزيعهاي اطمينان مورد انتظار، از بازه

اي منفي، پواسن، نرمال، گاما و  اي، دوجمله دوجمله
سكانت هذلولوي تعميم يافته نيز توسط برون و همكاران 

 اعضاي خانواده ها، اين توزيع.  مطالعه گرديده است]6[
نمايي طبيعي با تابع واريانس درجه دوم بر حسب ميانگين 

اي با يك يا دو  دوجملهاي براي توزيع  برآورد بازه. هستند
هاي اخير مورد توجه قرار  نمونه تصادفي نيز در سال

براي بررسي و مطالعه در اين زمينه به برون و . گرفته است
، ]11[، زو و همكاران ]10[، ريزيگل ]9-7[همكاران 

 ]14[ و روسس و تبي ]13[، وانگ ]12[برون و لي 
ع گوسين هاي اطمينان براي توزي بازه. مراجعه نماييد

هاي پوشش براي اين  سازي احتمال معكوس و شبيه
.  مطالعه شده است]15[ها، توسط عارفي و همكاران  بازه

و برخي ) افتهپواسن تعميم ي(همچنين، توزيع آبل 
 نويسندگان بسياري مورد ارزيابي  وسيلة خصوصيات آن به

براي بررسي برخي از اين . و بررسي قرار گرفته است
، ]17[، كونسول و جاين ]16[ان به كونسول تو منابع مي

اسفيا و   و امبگ]19[، ورنيك ]18[كونسول و شوكري 
بايد توجه داشت كه توزيع .  مراجعه كرد]20[ريشنان  بلك

گوسين معكوس و آبل دو عضو از خانواده نمايي طبيعي 
با تابع واريانس درجه سوم بر حسب ميانگين هستند 

  ). مراجعه نماييد]21[اك و مورا تر به لت براي بررسي بيش(
هاي اطمينان و خواص   اين مقاله، علاوه بر بررسي بازهدر

ها را براي توزيع آبل نيز  آن براي توزيع پواسن، اين بازه
هاي نمايي طبيعي با تابع واريانس  كه جزء خانواده توزيع

از طرف ديگر، احتمال . دهيم درجه سوم است، تعميم مي
سازي برآورد و   شبيه وسيلة اي اطمينان بهه پوشش اين بازه

 قابل توجه در ةنكت. گيرد با يكديگر مورد مقايسه قرار مي
هاي اطمينان براي توزيع آبل، حل   برخي از بازهةمحاسب

  .باشد معادلات درجه سوم بر حسب ميانگين توزيع مي
  

  هاي نمايي طبيعي خانواده توزيع
  توسط فيشرين باراولهاي نمايي طبيعي   توزيعةخانواد

كتب  در اين زمينه مقالات و بررسي گرديد و ]22[
هاي نمايي  خانواده توزيع. بسياري به چاپ رسيده است

  )يا تابع احتمال(طبيعي با تابع چگالي 

( ) exp{ ( )} ( ),f x x h xξ ψ ξ= −  
∋⊃ℜ تغييرات ةدامن آن در كه شوند، مي داده نشان Ax 

 ξψ)( و ξ همچنين. بستگي ندارد Θپارامتر فضاي به
تر  براي اطلاع بيش. (باشند  ميθتوابعي بر حسب پارامتر 

  ).اييدمراجعه نم ]24[ نيلسون -ندروفربا و ]23[ به لهمن
  قهاي نمايي طبيعي فو براي خانواده توزيع

E(X)

var(X)

μ ψ ξ

σ ψ ξ

′= =⎧⎪
⎨

′′= =⎪⎩
2

( ),

( ),
 

 ةخانواد. دنشو تابع واريانس ناميده مي و به ترتيب ميانگين
 بر  دومةهاي نمايي طبيعي با تابع واريانس درج توزيع

 25[ خواص آن توسط موريساز و برخي حسب ميانگين 
 بر و با تابع واريانس درجه سوم ]27[ لتاك و ]26 و

 ]28[ و كونسول ]21[  توسط لتاك و موراحسب ميانگين
ها بر  مورد بررسي قرار گرفته است، كه تابع واريانس آن

  صورت حسب ميانگين به
2 2 3

1 2 3σ μ μ μ= = + + +ovar(X) a a a a  

  .  مقادير ثابتي هستندiaكه در آن ضرايب است، 
 ةنمايي طبيعي با تابع واريانس درجهاي  توزيع ةخانواد

اي منفي،  ، دوجملهيا دوجمله«دوم شامل شش توزيع 
و با » پواسن، نرمال، گاما و سكانت هذلولي تعميم يافته

آبل، «تابع واريانس درجه سوم نيز شامل شش توزيع 
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تاكاس، استريك آركسينوس، لارج آركسينوس، رسل و 
 نمايي طبيعي با تابع ة علاوه بر خانواد»گوسين معكوس

نمايي   همچنين برآورد درست.باشد مي دوم ةواريانس درج
هدف از اين .  استx=μ̂ برابر μماكزيمم براي 
هاي اطمينان براي دو توزيع پواسن و   بازهمقاله، محاسبة

  .باشد مي) پواسن تعميم يافته(آبل 
  

  هاي اطمينان انواع بازه
هاي نمايي   توزيعةاي براي خانواد  برآورد بازهمحاسبة
شماري   بسيار مهمي است كه در مقالات بي مقولةطبيعي

هاي گسسته و پيوسته به آن پرداخته شده  براي توزيع
كول  -، اگرستي]1[توان به سنتنر  است، كه از آن جمله مي

 اكنون . اشاره كرد]6[ و برون و همكاران ]3[، كاي ]2[
توان به صورت زير  هاي اطمينان را مي انواع مختلف بازه

  :مودمحاسبه ن
 اسلوتسكي كميت بر اساساين بازه : WCI  والدبازه

2 3

1 2 3

,μ μ

μ μ μ μ

∧

∧ ∧ ∧

o

n

n ( - μ)W =

a +a +a +a

 

  :شود محاسبه ميبه صورت زير 

)1(     WCI = ± k n =

± k(a +a +a +a ) n

μ σ

μ μ μ μ

∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ −

-1 2

2 3 1 2 1 2
1 2 3 .o

 

  حد مركزياساس قضيةاين بازه بر : SCI  اسكورةباز
 سوم ة حل معادلات درج باوتحت كميت زير 

≤ ≤-k Z k  بر حسبμآيد  به دست مي: 

)2(                     n ( - μ)Z =

a +a +a +a

∧

∧ ∧ ∧2 3

1 2 3

,
o

μ

μ μ μ

 

كه در حالت با تابع واريانس درجه دوم به حل معادلات 
 .شود درجه دوم تبديل مي

 ةبراي خانواداين بازه  :ACCI  كول- اگرستيبازه
 بر ،نمايي طبيعي با تابع واريانس درجه دومهاي  توزيع

اساس تصحيح 
2

1
2

2

2μ
μ

∧

=%
n + k a

n - k a
2 و 

2%n = n - k a 

 :آيد دست ميه  بn و μ̂در بازه والد به جاي 

)3(     
ACCI = μ ± k (var(μ)) n =

μ ± k (a + a μ +a μ ) n
−

1 2 -1 2

1 2 1 22
1 2 .o

%% %

%% % %
 

 وارونيبر مبناي اين بازه  :LRCI نمايي نسبت درست هباز
 با پذيرش فرض صفر ،نمايي از آزمون نسبت درست

:μ μ=o oH2 ة تحت رابط
,12 αχ− ≤nlogΛ محاسبه 

 : برابر است باnΛ. شود مي

,Λ = o
n

μ

L(μ )
sup L(μ)

  

 ]30[ و سرفلينگ ]29[ تر به رائو براي بررسي بيش
  .يديمراجعه نما

 توزيع نمايي ة اطلاع فيشر براي خانواد:JCI جفريزبازه 
  :شود طبيعي به صورت زير محاسبه مي

2
1

2
)( ) ( ) ( ( )) .μμ ψ ξ

μ
−∂ ′′=

∂
lnf( X ,I = -E n  

 متناسب ي راتابع پيشين بر اساس اطلاع فيشر، ]31[ جفريز
)با  ) ( )μ μ∝P I تابع اين اساس، بر . معرفي نمود

  : بامتناسب استپسين 

0

f | x exp{n x n

ln(a + a a a

μ ξ ψ ξ

μ μ μ

∝ −

− + +2 3
1 2 3

( ) ( )
1 )}.2

  

2هاي  بنابراين، بازه جفريز چندك
α 1 و 2

α
از تابع  −

  :پسين فوق است

/2 1 /2, .α α−= ⎡ ⎤⎣ ⎦JCI J J  



29 )پواسن تعميم يافته(هاي پواسن و آبل  اي در توزيع برآورد بازه

هاي  فقط در خانواده توزيعكول - اگرستي بازه: 1تذكر 
 قابل محاسبه نمايي طبيعي با تابع واريانس درجه دوم

  .باشد مي
 و μ در اين مقاله، فقط ميانگين خانواده نمايي : 2تذكر 

هر تابع از اين ميانگين به عنوان پارامتر مجهول در نظر 
بنابراين اگر پارامتري غير از ميانگين توزيع . شود گرفته مي

ك برآورد مناسب جايگزين وجود داشته باشد، آن را با ي
  .كنيم مي
  

 توزيع پواسن

نمايي  هاي  توزيعاز خانوادة عضوي λPoisson)( عتوزي
.  دوم بر حسب ميانگين استةطبيعي با تابع واريانس درج

  : تابع احتمال آن به صورت زير است

, ,1, ... , .!
λλ λ

−

= >o o
xef(x) = x

x
  

)با  است برابر توزيع اين در واريانس )Var X = λ = μ .
2o بنابراين oa = a 1  و= 1=a .برآورد همچنين 
 . است x=λ̂  برابرλ نمايي ماكزيمم براي درست

 
  توزيع پواسن ميانگين براي اطمينان هاي بازه انواع -1

  بازه والد 1-1
به صورت زير محاسبه ) 1 (ةاين بازه بر اساس رابط

  :شود مي
ˆ ˆ: / .WCI k nλ ± λ  

  اسكوربازه   1-2
 درجه دوم ةو حل يك معادل) 2 (ةبر اساس رابطاين بازه 
  :آيد  به صورت زير به دست ميμ بر حسب

2 2
1/2 1/2: ( ) .2 4λ λ

∧ ∧
−+ ± +S

k kCI k n
n n

  
  

 كول-اگرستيبازه   1-3

به صورت زير محاسبه ) 3 (ةاين بازه بر اساس رابط
  :شود يم

2 2
1/2 1/2: ( ) .2 2λ λ

∧ ∧
−+ ± +AC

k kCI k n
n n

  

 نمايي نسبت درستبازه   1-4

  :برابر است بانمايي براي توزيع پواسن  نسبت درست

.xnxn

nxn

n ex
e
−

−

=Λ
λλ  

2 معادلة / 2Λ ≤n-ln k  بر حسب داراي دو ريشهλ 

1λ متغير تغيير با . است
= −t
x

  صورت به فوق معادلة 
2

(1 ) ,2+ =
kt - ln t
nx

 

 tبر حسب بر اساس بسط مكلورن . شود تبديل مي
  :شود  ميبه صورت زير تبديل بالا معادلة

)4(                         t t t k- + - O n
nx

−=
2 3 4 2

2( ) .2 3 4 2  

1/2اكنون فرض كنيد  1 3/2
1 2 3

− − −= + ± +ot b b n kb n b n 

2با 
312= ± −o

1k b b
b b با قرار دادن . باشدt4 ( در معادلة (

  : داريمb3 و bo ،b1 ،b2و حل نسبت به 

, ,

,

kb = b = ±
x

k kb = ± b = ±
x x

1 1/2

3

2 3 3/2 .3 36

o o

  

  :برابر است با tبر حسب اطمينان  ةبازحدود در نتيجه 
-1/2 -1 -3/2

2 3

-1/2 -1 -3/2
2 3

,
.

⎧⎪
⎨
⎪⎩

o

o

1 n

1 n

t = b +b n - kb n +b n + R

t = b +b n + kb n +b n + R
 

 به صورت زير λنمايي براي  نسبت درستبنابراين بازه 
  :شود محاسبه مي
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/ /

/ /

:

.

LR

n

CI kx n k n

k x n x R

− −

− −

± +

± + +

1 2 1 2 2 1

3 1 2 3 2

1
3

1
36

  

  جفريزبازه  1-5

1/2 براي توزيع پواسن متناسب با تابع پيشين
λ

تابع   و−
/1به صورت پسين احتمال  2,1/+Gamma(nx n) 

  اطمينان جفريز در سطحبازهبنابراين . شود محاسبه مي
1 α−  برايλبرابر است با :  

J nx n

nx n

CI Gamma
Gamma

α

α

+

− +

{ /2, 1/2,1/ }

{1 /2, 1/2,1/ }

: [ ,
] .  

هاي اطمينان از نظر طول مورد انتظار  مقايسه انواع بازه -2
  در توزيع پواسن

 توزيع پواسن به صورت زير طول مورد انتظار براي
  :شود محاسبه مي

+ ,

+ + ,

+ ,

+ + ,

W

LR

J

R

AC

E(L ) = kλ n ( - ) O(n )
nλ
(k - ) - kE(L ) = kλ n ( ) O(n )

nλ
(k - ) - kE(L ) = kλ n ( ) O(n )

nλ
(k - )E(L ) = kλ n ( ) O(n )
nλ
( k - )E(L ) = kλ n ( ) O(n )
nλ

+
+

+ +

1 2 -1 2 -2

2 21 2 -1 2 -2

2 21 2 -1 2 -2

21 2 -1 2 -2

21 2 -1 2 -2

92 1 72
9 1 72 1 72

9 1 4 72 1 72
9 12 1 72
9 2 12 1 .72

  

kبراي هر در نتيجه  > =2 / 7 0/ طول مورد انتظار  ،76
  :شود زير مرتب ميبه صورت 

.)()()()()( ACSJLRW LELELELELE <<<<  

نظر كنيم،   ضعيفي است صرفة والد كه بازةاگر از باز
طول مورد داراي و جفريز نمايي  نسبت درستگاه بازه  آن

تر در اين زمينه به  يشبراي بررسي ب. تري هستند انتظار كم
  . مراجعه شود]6[برون و همكاران 

 )پواسن تعميم يافته(توزيع آبل 

),( آبل توزيع θβAbel  هاي  خانواده توزيععضوي از
نمايي طبيعي با تابع واريانس درجه سوم بر حسب 

  :زير استآن به صورت  احتمال تابع.  استميانگين

=
x -

-θ( β x)x
( x)

f(x) θ e x
x!

β

θ β θ

+

−

+
=

> ≤ <

1
1

1

1
, ,1, ... ,

, .
o

o o

  

  :برابر است باواريانس براي اين توزيع تابع ميانگين و 

2
3

,1
(1 ) ,(1 )

θμ
βθ

θ μ βμ
βθ

⎧ =⎪⎪ −
⎨
⎪ = = +

−⎪⎩
var(X)

  

o=بنابراين ضرايب تابع واريانس برابر  oa ،1 1=a ،
2 2β=a 2 و

3 β=a نمايي  درست برآورد همچنين .است
 براي .است x=μ̂ برابر μامتر براي پارماكزيمم 
β = o، توزيع پواسن با ميانگين θشود  نتيجه مي.  

  توزيع آبل در ميانگين براي اطمينان هاي بازه انواع -1
  بازه والد 1-1

  :شود مي محاسبه زير به صورت )1( رابطة اساس بر بازه اين
1/2

1/2: (1 ).μ μ β μ
∧ ∧ ∧

−± +WCI k n  

 اسكوربازه  1-2

)كميت بر اساس  )
(1 )
μ μ

μ βμ

∧

−
− ≤ ≤

+
nk k با تغيير متغير  و

2 μ=y،آيد به دست مي درجه سوم زير ة دو معادل:  

3 2

3 2

1 ,

1 .

β β β

β β β

⎧
≥⎪

⎪
⎨
⎪ ≥
⎪
⎩

o

o

n ny + y + y - x
k k

n ny - y + y + x
k k

  

را هاي زير   مشخصه،با توجه به حل معادلات درجه سوم
  :داريم
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2

2 2

2 2 2

3 3

9
(2 9 27 )

.54

β

β
β β

β

⎧ −
⎪ =
⎪
⎨ − −⎪

=⎪
⎩

n k
Q

k
n n k k

R
k

  

  :داريمنتيجه در 
4 2 2 2

3 2
4 4

4 (1 18 27 ) 4
.108

β β β

β

− + − − +
− =

k nk n
Q R

k
  

  :هاي زير را داشته باشيم فرض كنيد مشخصه

n n n
k

β

β β β β β
β

−
≤ ≤ =

− − + − − +
≥

2 2 2 2 2
2

432 18 0/052,54
(1 18 27 ) (1 18 27 ) 64 .8

o

  
، معادلات n<20و به ازاي  ها با توجه به اين مشخصه

  :هر كدام يك ريشه به صورت زير دارندبالا 

/ /

/ /

[( ) ( ) ]

,

[( ) ( ) ]

.

x R R Q R R Q

n
k

x R R Q R R Q

n
k

β

β

⎧ = − + − + − −
⎪
⎪

−⎪
⎪
⎨

′ = + + − + − −⎪
⎪
⎪ +⎪⎩

2 3 1 3 2 3 1 3

2 3 1 3 2 3 1 3

3

3
  

  :توان نوشت نتيجه ميدر 

2 2 ,
≤⎧⎪ ⇒ ≤⎨ ′ ≤⎪⎩

x y
x yx y  

2با تغيير متغير  μ=y 2 به صورت μ≤x تبديل 
  .استطرفه  يك ةبازشود كه يك  مي

 اسكور، مشخصات فوق تغيير كند، اگر در بازة : 3تذكر 
.  اطمينان دوطرفه به دست آيدةگاه ممكن است يك باز آن

هاي عددي اين بازه را به طور مستقيم از كميت  مثالدر 

)محوري  )
(1 )
μ μ

μ βμ

∧

−
− ≤ ≤

+
nk kآوريم  به دست مي.  

 نمايي نسبت درستبازه  1-3

  : توزيع آبل برابر است بانمايي براي نسبت درست

11 1 ,
11 1

β
β β

β
β β

Λ =

n x

n
n x

μ nμ( ) exp{- ( + x)}
+ μ + μ

n xx( ) exp{- ( + x)}
+ x + x

  

22 ه به رابطةبا توج ( )− Λ ≤nln kداريم :  

21
.1 1 2

β

β β
≤

μ ( + x)μ - x k- x ln( )
+ μ x ( + μ) n

  

1)ر با تغيير متغي )
1(1 )

μ β

β μ

+
= −

+

x
t
x

 بالا به صورت ة رابط،

  :شود زير تبديل مي
2

1 ,2≤
kt - ln( + t)
n x

  

توزيع پواسن در نمايي  نسبت درستبازه  كه شبيه معادلة
  به صورت زيرtهاي اين معادله بر حسب  هريش. است
  :است

n

n

t = -k(n x) + k (n x) - k (n x) + R

t =+k(n x) + k (n x) + k (n x) + R

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

-1/2 2 -1 3 -3/2

-1/2 2 -1 3 -3/2

1 1 ,3 36
1 1 .3 36

  

 به تغيير متغير  توجهبا
(1 )

1(1 )
μ β

β μ

+
= −

+

x
t
x

  :داريم 

1 1 ,1 1β β β
≤ ≤

x μ x( t + ) ( t + )
+ x + μ 1+ x

  

  : برابر است باμمورد نظر براي بازه بنابراين 

1 1 .1 1β β
≤ ≤

x( t + ) x( t + )μ
- x t - x t

  

 جفريزبازه  1-4

1/2متناسب با جفريز تابع پيشين  1/2(1 )θ βθ−   و تابع−−
  : است بابرابر پسين احتمال

exp
1/2 1/21( ) (1 ) { (1 )}.n x

f x n x
K

θ θ βθ θ β
− −= − − +
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2هـاي    چندكدر نتيجه   
α   1 و 2

α
فـوق،  پـسين  تـابع   از   −

  .است θ جفريز براي ةباز
هاي جفريز،   محاسبه طول مورد انتظار براي بازه: 4تذكر 

نمايي و اسكور بر اساس بسط مكلورن كار  نسبت درست
  .اي است و نياز به محاسبات عددي دارد پيچيده
هاي اطمينان محاسبه شده براي ميانگين   در بازه: 5تذكر 

.  معلوم باشدβتوزيع آبل، فرض بر اين است كه پارامتر 
در غير اين صورت، ابتدا مقدار برآوردي را به جاي 

هاي اطمينان را  گاه بازه كنيم و آن  جايگزين ميβامتر پار
براي مثال، برآورد گشتاوري براي . نماييم محاسبه مي

]1 برابر است با βپارامتر , ( 1)]β
∧

−o
s= max

x x
 كه 

2در آن  2

1

1 ( )
=

= ∑
n

i
i

s x - x
n

.  

 از محاسبات عددي براي به دست آوردن برخي : 6تذكر 
  .استفاده كرد  Mapleافزار  توان از نرم ها، مي و انتگرال

 
 ميزان اريبي در توزيع پواسن و آبل

 براي خانواده ،Z بر اساس nWاسلوتسكي كميت بسط 
يا با (واريانس درجه سوم تابع هاي نمايي طبيعي با  توزيع

3يانس درجه دوم با تابع وار = oa ( استبه صورت زير:  

n

nW

a +a a a

Z[ +(a + a μ+ a μ )σ n Z

+(a + a μ) n Z +a n σ Z ]

μ μ

μ μ μ

∧

∧ ∧ ∧

−

−
=

+ +

=

2 3

1 2 3

2 -1 -1/2
1 2 3

-1 2 -3/2 3 1/2
2 3 3

( )

1 2 3

3 .

o

  

 و با استفاده از Zبر اساس بسط مكلورن بر حسب 
  :برابر است با ميزان اريبي ،گشتاورهاي توزيع نرمال

nE(W ) = (a + a μ+ a μ )σ n

(a + a μ + a μ ) σ n

(a + a μ+ a μ )(a + a μ)σ n

a n σ +O(n )

−

+

2 -1 -1/2
1 2 3

2 3 -3 3/2
1 2 3

2 -1 -3/2
1 2 3 2 3

-3/2 -2
3

1- 2 32
15- 2 316

9 2 3 34
3- .2  

 :ا برابر است بپواسنميزان اريبي براي توزيع 

-21 15(1 ) ,82 λλ
= − + +nE(W ) O(n )

nn
  

به ازاي تمام براي توزيع پواسن، بنابراين ميزان اريبي 
همچنين ميزان اريبي براي . است منفي λ و nمقادير 

  :توزيع آبل برابر است با

nE(W )

n
n

O n ;
n

βμ β μ μ βμ

β μ β μ β μ β μ

μ βμ

β μ βμ
βμ β μ

− −

−

−

= − + + +

+ + + +
+

+

+
+ +

+ +

2 2 1/2 1

2 2 3 3 4 4
1/2

2

2 2
2

2 2

1(1 4 3 ) (1 )2
15 48 78 72 27

1 8 (1 )
3 (1 ) ( )(1 4 3 )

{
}

  
  .استنفي ميزان اريبي براي توزيع آبل همواره مبنابراين 

  
 هاي عددي مثال

 12 تا 10 تعداد تصادفات در يك جاده بين ساعت :1 مثال
  : روز گذشته به صورت زير است50براي 

دادهدادهدادهدادهدادهدادهدادهدادهدادهداده
6  
12 
10 
12 
6  

8  
9  
5  
16 
11 

9  
6  
11 
9  
9  

7  
6  
12 
7  
13 

12 
13 
11 
8  
4  

12 
15 
9  
14 
7  

6  
5  
14 
7  
11 

15 
7  
10 
12 
8  

7  
10 
6  
11 
11 

8  
9  
15 
15 
12 

 
 تصادفي داراي توزيع پواسن ةفرض كنيد، اين نمون

( )λPoissonنمايي به  برآورد ماكزيمم درست.  باشند
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9صورت  / 76λ
∧

= =xبنابراين، برآوردهاي .  است
  در سطح اطمينانλ اي مختلف براي پارامتر بازه

1 0/ 95α−   :آيند  به صورت زير به دست مي=

: [8 / 8941, 10/ 6259],
: [8 / 9316, 10/ 6652],
: [8 / 9199, 10/ 6542],
: [8 / 9195, 10/ 6517],
: [8 / 9227, 10/ 6552].

W

S

AC

LR

J

CI
CI
CI
CI
CI

  

  :ها برابر است با طول اين بازه

W S AC

LR J

L L L
L L

= = =
= =

1/ 7318, 1/ 7336, 1/ 7343,
                  1/ 7322, 1/ 7325.  

هاي مختلف به صورت  ها براي بازه بنابراين، طول
ACSJLRW LLLLL شوند، كه   مرتب مي>>>>

ار در زيربخش با نتيجه به دست آمده براي طول مورد انتظ
  . برابر است4-2

 داراي توزيع 1هاي مثال   اگر فرض كنيم كه داده: 7تذكر 
),(آبل  θβAbel4گاه با توجه به تذكر   هستند، آن ،

   برابر است باβبرآورد پارامتر 

( , 0/ 14)β
∧

= − =o o omax.  
برابر خواهد در اين صورت توزيع آبل با توزيع پواسن 

  .بود

 از يك n=50 تصادفي به حجم  يك نمونة:2مثال 
),(جامعه آبل  θβAbelهاي   گرفته شده است و داده

  :اند زير به دست آمده

 داده داده داده داده داده داده داده داده داده داده
11 
4  
6  
8  
11 

10 
14 
9  
6  
9  

10 
12 
6  
7  
9  

6  
6  
9  
12 
11 

11 
6  
8  
14 
9  

5  
8  
9  
6  
11 

15 
7  
16 
6  
8  

9  
12 
10 
9  
14 

9  
5  
11 
13 
3  

5  
10 
11 
4  
6  

 به صورت β برآورد پارامتر ،4ابتدا بر اساس تذكر 

0/ 2β
∧

= o oهاي مختلف  اكنون بازه. آيد  به دست مي
1 اطمينان سطح در θ براي پارامتر 0/ 95α−  به صورت =

ها  بايد توجه داشت كه، ابتدا بازه(آيند  زير به دست مي
گاه از روي  براي ميانگين توزيع به دست آمده است و آن

  ):آيد  به دست ميθهاي مختلف براي پارامتر  آن بازه

: [7 / 9522, 9 / 5796],
: [7 / 9910, 9 / 6202],
: [7 / 9784, 9 / 6063],
: [7 / 8683, 9 / 4424].

W

S

LR

J

CI
CI
CI
CI

  

  :باها برابر است  طول اين بازه

W S

LR J

L L
L L
= =
= =

1/ 6274, 1/ 6292,
1/ 6279, 1/ 5741.  

هـاي مختلـف بـه صـورت          هـا بـراي بـازه       بنابراين، طـول  
SLRWJ LLLL   .شوند  مرتب مي>>>
  

به  اطمينان بازه برآورد براي پوشش احتمال بررسي
 سازي كمك شبيه

هاي  سازي احتمال پوشش در برآورد بازه  شبيهمسئلة
 احتمال ر نزديكيهاي اطمينان از نظ مختلف و مقايسه بازه

. باشد پوشش به سطح اطمينان، بسيار حائز اهميت مي
تحت شرايط . فرض كنيد يك پارامتر ثابت داشته باشيم

1 اطمينان در سطح اطمينان ةحدي يك باز α− به دست 
اگر بازه، پارامتر مورد نظر را در برداشته باشد، . آوريم مي

را پوشش  دهد و گرنه آن پوشش ميبازه مذكور پارامتر را 
بنابراين پوشش يك متغير برنولي با احتمال . دهد نمي

محاسبه احتمال پوشش واقعي . باشد  ميPپوشش واقعي
توان آنرا به  اي است، ولي مي به طور نظري كار پيچيده

بدين منظور با يك اندازه . سازي برآورد كرد كمك شبيه
ادفي و يك پارامتر معين، يك بازه را در شرايط نمونه تص
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هايي  بازهكنيم، به نسبت   بار توليد ميm=1000يكسان 
 P̂كه پارامتر را شامل است، برآورد احتمال پوشش واقعي

در روش . گيرد سازي به دو روش انجام مي شبيه. گويند
 از توزيع، با حجم نمونه اول براي يك پارامتر ثابت

، و در روش دوم با n=6,5,...,100تصادفي به اندازه 
حجم نمونه ثابت و به ازاي پارامترهاي مختلف، 

سازي و با  هاي مختلف شبيه هاي پوشش در بازه احتمال
ورد احتمال آبر. گيرند يكديگر مورد مقايسه قرار مي

ي شده در دو توزيع پواسن و هاي معرف پوشش براي بازه
آبل براي حجم نمونه متغير و پارامتر ثابت در سطح 

 )2 و 1نمودارهاي ( درصد به صورت 95اطمينان اسمي 
  . سازي شده است شبيه

  

  
   احتمال پوشش در توزيع پواسن با نمونه تصادفي متغير و پارامتر ثابت-1نمودار 
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   آبل با نمونه تصادفي متغير و پارامتر ثابت احتمال پوشش در توزيع-2نمودار 

هاي پوشش به ازاي يك اندازه  همچنين برآورد احتمال
نمونه ثابت و پارامترهاي مختلف براي دو توزيع پواسن و 

 درصد به صورت 95آبل در سطح اطمينان اسمي 
  .سازي شده است  شبيه)4 و 3نمودارهاي (

  

  
  واسن با نمونه تصادفي ثابت و پارامتر متغير احتمال پوشش در توزيع پ-3نمودار 
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   احتمال پوشش در توزيع آبل با نمونه تصادفي ثابت و پارامتر متغير-4نمودار 

سازي شده نكات زير استنباط  با توجه به نمودارهاي شبيه
  :شود مي
تر از  برآورد احتمال پوشش براي بازه والد كم •

 و نسبت سطح اطمينان اسمي، براي دو بازه اسكور
 بازه، براي  اسمينمايي در سطح اطمينان درست
 بازه و  اسميكول بيش از سطح اطمينان-اگرستي

به را احتمال پوشش برآورد ترين  جفريز نزديك
 .باشد دارا مي اسمي سطح اطمينان

برآورد احتمال پوشش تقريباً در هر دو توزيع با  •
  اسمينمونه به سطح اطمينانافزايش اندازه 

 .گردد تر مي نزديك

برآورد تغيير مقادير مختلف پارامتر نيز روي  •
با احتمال برآورد . گذارد احتمال پوشش تأثير مي

تر  افزايش پارامتر به سطح اطمينان اسمي نزديك
  .شود مي

 
 گيري نتيجه

-هاي اطمينان والد، اسكور، اگرستي در اين مقاله، بازه
دو نمايي و جفريز معرفي و براي  كول، نسبت درست

همچنين . توزيع پواسن و آبل مورد بررسي قرار گرفتند
ها از نظر طول مورد انتظار و برآورد احتمال  اين بازه

هاي  با توجه به بررسي. اند پوشش، با يكديگر مقايسه شده
تري دارد  انجام گرفته، بازه والد در برخي موارد طول كم

تر از سطح  كمخيلي ولي برآورد احتمال پوشش آن 
ينان اسمي است و به دليل محاسبه سريع كاربرد اطم

 داراي طول مناسب و احتمال  اسكوربازه. زيادي دارد
پوششي در سطح اطمينان اسمي است و سريع  نيز 

كول هر چند سريع  -بازه اگرستي. شود محاسبه مي
شود، ولي برآورد احتمال پوشش آن بيش از  محاسبه مي

هاي   خانواده توزيعسطح اطمينان اسمي است و فقط براي
نمايي طبيعي با تابع واريانس درجه دوم قابل محاسبه 

نمايي و جفريز علاوه بر  هاي نسبت درست بازه. باشد مي
ترين برآورد  ترين طول مورد انتظار، داراي نزديك كم

احتمال پوشش به سطح اطمينان اسمي است، ولي به علت 
در (گيرد  رار ميتر مورد استفاده ق ها كم  آنة پيچيدةمحاسب

برخي موارد تابع توزيع پسين جفريز به صورت مناسبي به 
ها  تقريباً برآورد احتمال پوشش تمام بازه). آيد دست نمي

تر  سطح اطمينان اسمي نزديكبا افزايش اندازه نمونه به 
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بنابراين در حالت كلي، دو بازه اسكور و نسبت . گردد مي
ند، هر چند در برخي هاي مناسبي هست نمايي، بازه درست

 .ها با مشكلاتي همراه است موارد محاسبه آن

  
  تشكر و قدرداني

نويسندگان مقاله از نظرات و پيشنهادات اساسي داوران 
محترم كه موجب بهبود كيفيت اين مقاله گرديده و از 

فضايي دانشگاه  و هاي ترتيبي داده علمي قطب هاي حمايت
  . را دارندفردوسي مشهد كمال تشكر و قدرداني

  
  عراجم

  
[1] Santner, T.J., A note on teaching binomial 

confidence intervals, Teaching Statistics, 

20 (1998) 20-23. 

[2] Agresti, A. and Coull, B.A., Approximate 

is better than exact for interval estimation 

of binomial proportions, The American 

Statistician, 52 (1998) 119-126. 

[3] Cai, T. (2003). One-sided confidence 

intervals in discrete distributions. 

Technical Report, Department of Statistics, 

University of Pennsylvania. 

[4] Lui, K.J., Population proportion or 

prevalence, John Wiley and Sons, Ltd., 

(2004). 

[5] Sun, X., Zhou, X. and Wang, J., 

Confidence intervals for the scale 

parameter of exponential distribution based 

on Type II doubly censored samples, 

Journal of Statistical Planning and 

Inference, 138 (2008) 2045-2058. 

[6] Brown, L.D., Cai, T. and DasGupta, A., 

Interval estimation in exponential families, 

Statistics Sinica, 13 (2003) 19-49. 

[7] Brown, L.D., Cai, T. and DasGupta, A., 

Confidence interval for a binomial 

proportion and Edgeworth expansions, 

Technical Report # 99-18, Department of 

Statistical, Purdue University, (1999b). 

[8] Brown, L.D., Cai, T. and DasGupta, A., 

Interval estimation for a binomial 

proportion (with discussion), Statistical 

Science, 16 (2001) 101-133. 

[9] Brown, L.D., Cai, T. and DasGupta, A., 

Confidence intervals for a binomial 

proportion and Edgeworth expansions, The 

Annals of Statistics, 30 (2002) 160-201. 

[10]Reiczigel, J., Confidence intervals for the 

binomial parameter: some new 

considerations, Statistics in Medicine, 22 

(2003) 611-621. 

[11]Zhou, X., Tsao, M. and Qin, Q., New 

intervals for the difference between two 

independent binomial proportions, Journal 

of Statistical Planning and Inference, 123 

(2004) 97-115. 

[12]Brown, L. and  Li, X., Confidence 

intervals for two sample binomial 

distribution, Journal of Statistical Planning 

and Inference, 130 (2005) 359-375. 

[13]Wang, H., Exact confidence coefficients of 

confidence intervals for a binomial 

proportion, Statistics Sinica, 17 (2007) 

361-368. 

[14]Roths, S. and Tebbs, J., Revisiting Beal's 

confidence intervals for the difference of 



38 1387، قسمت الف، زمستان 21                                مجلة علوم دانشگاه شهيد چمران اهواز، شمارة                         

two binomial proportions, Communications 

in Statistics (Theory and Methods), 35 

(2006) 1593-1609. 

[15]Arefi, M., Mohtashami Borzadaran, G.R. 

and Vaghei, Y., A note on interval 

estimation for the mean of inverse Gaussian 

distribution, Statistics and Operations 

Research Transactions (SORT), 32, 1 

(2008) 49-56. 

[16]Consul, P.C., Generalized Poisson 

Distributions, Properties and Applications, 

Marcel Dekker Inc., New York, Basel., 

(1989). 

[17]Consul, P.C. and Jain, G.C., A 

generalization of the Poisson distribution, 

Technometrics, 15, 4 (1973) 791-799. 

[18]Consul, P.C. and Shoukri, M.M., The 

generalized Poisson distribution when the 

sample mean is larger than the sample 

variance, Commuunications in Statistics-

Simulation and Computation, 14 (1985) 

1533-1547. 

[19]Vernic, R., On the bivariate generalized 

Poisson distribution, ASTIN Bulletin, 27, 1 

(1997) 23-31. 

[20]Ambagasphiya, R.S. and Balakrishnan, N., 

On the compound gencrahzed Poisson 

distributions, ASTIN Bulletin, 24 (1994) 

255-263. 

[21]Letac, G. and Mora, M., Natural real 

exponential families with cubic variance 

functions, The Annals of Statistics, 18 

(1990) 1-37. 

[22]Fisher, R.A., Concerns two situations 

when fully efficient estimation is possible 

in finite samples: one-parameter 

exponential families, where the MLE is a 

sufficient statistic, and location scale 

families, where there are exhaustive 

ancillary statistics, The Matter and the 

Wiley collections, Section 42 (1934). 

[23]Lehmann, E.L., Testing statistical 

hypothesis, Wiley, New York, (1959). 

[24]Barndorff-Nielsen, O.E., Information and 

Exponential Families in Statistical Theory, 

Wiley, New York, (1979). 

[25]Morris, C.N., Natural exponential families 

with quadratic variance functions, The 

Annals of Statistics, 10 (1982) 65-80. 

[26]Morris, C.N., Natural exponential families 

with quadratic variance functions: statistical 

theory, The Annals of Statistics, 11 (1983) 

515-529. 

[27]Letac, G., Lecture notes on natural 

exponential families and their variance 

functions, Monografia de mathematica, 

Instituto de mathematica Pura E Aplicada, 

(1992). 

[28]Consul, P.C., Some characterizations for 

the exponential class of distributions, IEEE 

transactions on reliability, 44 (1995) 403-

407. 

[29]Rao, C.R., Linear Statistical Inference and 

its Applications. Wiley, New York. (1973). 

[30]Serfling, R.J., Approximation theorems of 

mathematical statistics, Wiley, New York, 

(1980). 

[31]Jeffreys, H.S., Theory of probability, 3rd 

edition, Oxford University Press, (1961). 


