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  چکیده 

هاي با هاي تحت بار زیاد، ربات هاي سریع یا ربات در کنترل ربات در برخی کاربردها از جمله ربات دینامیک نقش مهمی
ي دینامیکی به طوري که شتاب به صورت هابندي معادلهبا فرمول. ار حساس داردهاي با ساختعرض باند بالا و ربات

هاي محرك قرار دارد، اي از گشتاورکه تحت اثر مجموعه سازي رباتتابعی از گشتاور مفاصل محرك بدست آید، شبیه
با استفاده از ماتریس  محاسبه و سپس PRR-3 ابتدا قیدهاي سینماتیکی ربات در این مقاله. پذیر خواهد شدامکان

-هاي محرك بیان میبرحسب مختصات مفصل PRR-3 معادلات دینامیکی ربات (NOC)متعامد تکمیلی طبیعی
کند،  به عنوان یک تبدیل خطی که سرعت اتصالات مستقل را به آرایه چرخشی عمومی سیستم نگاشت می  NOC.شود

اطمینان حاصل  PRR-3ربات  مستقیم دست آمده براي دینامیک براي اینکه از صحت روابط به در انتها .شود تعریف می
- شبیهاز  با نتایج به دست آمده با استفاده از ماتریس متعامد تکمیلی طبیعی مستقیمحاصل از دینامیک نتایج نماییم، 
  .اندمقایسه شده Matlabافزار نرم SimMechanicsربات در جعبه ابزار  مستقیممدل دینامیک سازي 

  
  
  متعامد تکمیلی  -موازي ربات -دینامیک  :کلیديهاي  هواژ

  
  
  مقدمه -1
- در ماشین. باشدمی شبیه ساز پروازو  ساز ارتعاشاتسازي حرکت ربات، کنترل ربات، شبیهز جمله کاربردهاي دینامیک، شبیها

ها ق توابع گشتاور مورد نیاز محركشکل دقی. باشند کاري سرعت بالا خطاهاي دینامیکی بسیار تاثیرگذارتر از خطاهاي ثابت می
ها، بار مفید، لینک  ي ابزار ربات است، بلکه به خواص جرمیهاي فضایی و زمانی مسیر طی شده بوسیلهنه تنها وابسته به پارامتر

ک هدف از دینامی. باشد، دینامیک مستقیم و معکوسدینامیک شامل دو بخش می. نیز بستگی دارد …ها و اصطکاك در مفصل
شتاب ابزار ربات با در دست داشتن نیروها و یا گشتاورهاي اعمالی به  و  مستقیم، به دست آوردن مسیر حرکت، سرعت

هاي مربوط به ابزار ربات، ها و شتابسازي دینامیک معکوس با دانستن مسیرها، سرعتدر مدلباشد، اما  هاي محرك می مفصل
ي مدل هاي کلاسیک براي محاسبهاز جمله روش .شوندحرك محاسبه میهاي م نیروها یا گشتاورهاي مربوط به مفصل

] 6و  5[، روش کار مجازي ] 4 و 3[اویلر –، معادلات نیوتون ]2و 1[ دالامبر روشهاي موازي، روش لاگرانژ و یا دینامیکی ربات
در مورد مقدار ] 9[ژانگ . ]8[اند هاي مختلف با یکدیگر ادغام شده در برخی مقالات روش. باشند می] 7[روش همیلتن  و

سازي زیادي نیز براي هاي سادهفرضیه. نموده استهاي مختلف حل دینامیک ربات موازي تحقیق محاسبات مورد نیاز در روش

mailto:Kordjazi@gmail.com
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-اند و فرض کردهها صرف نظر کردهاز اینرسی لینک در برخی موارد براي مثال .اندحل دینامیک ربات موازي به کار گرفته شده
 همچنین. درنظر گرفته شدجرم هر لینک در وسط آن  در موارد دیگر .ها در دو انتهاي آنها قرار داشته باشد ه جرم لینکاند ک

در این مقاله از روشی با نام متعامد  .شدنیز به شکل یک دیسک فرض سازي ماتریس اینرسی پلتفرم متحرك براي ساده
هاي این روش این است از جمله مزیت. استفاده شده است PRR-3موازي  براي تحلیل دینامیک مستقیم ربات 1تکمیلی طبیعی

و  شودهاي محرك بیان میمعادلات دینامیکی ربات برحسب مختصات مفصل ،ماتریس متعامد تکمیلی طبیعیکه با استفاده از 
ضرایب لاگرانژ را دخیل کرده باشیم،  ها و یاهاي قیدو گشتاور هالاگرانژ بدون اینکه نیرو-مدل دینامیکی در فرم معادلات اویلر

 .آیدبه دست می
  
 حرکت در فضاي کارتزین هاي سینماتیکی وقید -2

ادي به یکدیگر متصل اتصال یک درجه آز mعضو صلب باشد که توسط rداراينظر مورد درجه آزادي  nربات کنیم فرض می
)از اتصالات مستقلرخی ب. اند شده )aq و بقیه وابسته( )uq مختصات اتصالات توسط قیود سینماتیکی معین  .باشندمی
  :کرد یفبه صورت جبري به فرم زیر تعر توان معادلات قید رابا توجه به ساختار هندسی ربات می. شوند می

( ) 0ϕ =q                                                                                                                                                         (1) 
mدر این حالت n− عبارتست از ماتریس ژاکوبین اتصالات. باید به روش عددي حل شوند که داریم غیر خطی معادلۀ مستقل:  

( )ϕ∂
Φ =

∂
q

q
                                                                                                                                                (2)  

 يآرایه .کرد توان توسط یک بردار موقعیت و یک ماتریس دوران نسبت به یک نقطه مرجع بیان را میموقعیت عضو صلب 
   :توان توسط بردار شش بعدي به صورت زیر بیان کرد ام را می iعضو  2چرخشی

i
i

i

ω 
=  

 
t

v
                                                                                                                                                  (3) 

i,که  iωv خطی عضو  اي و به ترتیب بردارهاي سرعت زاویهiیل توان به صورت تبد آرایه چرخشی هر عضو را می .ام هستند
 :بیان کردخطی از سرعت اتصالات به صورت زیر 

i i=t K q&                                                                                                                                                   (4) 
 

  متعامد تکمیلی ماتریس  -2
همواره  .متعامد تکمیلی اتصالات و متعامد تکمیلی طبیعی شود، تکمیلی استفاده می متعامدیل دینامیکی از دو نوع  براي تحل

 ]:10[ مستقل نشان دادتوان سرعت مفاصل وابسته را بر حسب سرعت مفاصل  می
 )5(   

nاگر  n×I شود به صورت زیر تعریف میکمیلی ماتریس سرعت اتصالات متعامد تماتریس باشد، درآن صورت  ماتریس همانی:  
)6(

  
NOC      کنـد، تعریـف    به عنوان یک تبدیل خطی که سرعت اتصالات مستقل را به آرایه چرخشـی عمـومی سیسـتم نگاشـت مـی
 :شود یعنی می

                                                                                                                                                               
1 Natural Orthogonal Complement  (NOC) 
2 Twist 
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a=q Lq& &                                                                                                                                                                    )7(  
رفتـه   بـه کـار   انجلـس  و مـا توسـط   مـوازي  هـاي براي شبیه سازي دینـامیکی ربـات   و باشدماتریس متعامد تکمیلی می Tکه
 :باشدمیبه صورت زیر  L وTهاي متعامد تکمیلی  ریسمات رابطه بین. ]11[است

=T ΚL                                                                                                                                                     )8(  
  
 (NOC)فاده از متعامد تکمیلی طبیعی مستقیم با است مدل دینامیک -3

گردد که  در بدست آوردن معادلات فرض می. آید بدست می NOCمدل دینامیک مستقیم با استفاده از روش  قسمتدر این 
 &aq&&،aqدر دینامیک مستقیم هدف بدست آوردن مقدار  .عضوها صلب بوده و جرم به صورت متمرکز در مرکز جرم آن قرار دارد

 ختصاتمتوان برحسب ربات موازي را می مستقیم دینامیکمعادله  .هاي مفاصل محرك استبا داشتن مقدار گشتاور aqو
  ]:10[ نوشتبه فرم زیر  مفاصل مستقل

1( )a a a−= − +q M τ Cq G&& &                                                                                                                               )9(  
 .شوندبه صورت زیر تعریف می aτوM،C،Gکه پارامترهاي 

 ( )= = T
totalMM M q T T                                                                                                                              )10(  

( , )= = + Ω&& T T
total totalM MC C q q T T T T                                                                                                         )11(  

( ) T g= = −G G q T w                                                                                                                                   )12(  

1 2
a a a a

nτ τ τ τ =  L                                                                                                                            )13(  
aτ باشد گشتاورهاي محرك می نیروي محرك عمومی، بردار شامل نیروها و.totalM وΩ کـه بـه    تندهاي قطـري هس ـ  ماتریس

  :شوند صورت زیر تعریف می
1 2( , , , )total rM diag M M M= L                                                                                                                     )14(  

1 2( , , , )rdiagΩ = Ω Ω ΩL                                                                                                                              )15(                                                     
همچنینiM وiΩ شوند به صورت زیر تعریف می هستند و 6×6هاي  ماتریس:  
)16             (                                                                                                  ω

,i
i i

i
M

m
×   

= =   ×   

iI 0 1 0
Ω

0 1 0 0
 

 
ام حول مرکز iتانسور اینرسی عضو iIو ام iجرم عضو  im، هاي صفر با درایه 3×3ماتریس  0 ، 3×3ماتریس همانی  1که

  :زعبارتست ا gw.باشد می جرم همان عضو
1 2 0 Tg

rm m m=   w 0 g 0 g gK                                                                                                       )17        (  
0در رابطۀ بالا الی  10 تبا استفاده از معادلا .باشد بردار سه بعدي شتاب جاذبه در دستگاه مرجع می gبردار سه بعدي صفر و   

در  aqو &aq&&،aqبا استفاده از . مرحله را به صورت عددي محاسبه کرد این در Gو  M ،C−1هاي ماتریس توان مقدارمی 12
از گیري عددي اي انتگرالربدر این مقاله . را در مرحلۀ بعد بدست آورد aqو &aqتوان  گیري عددي، میمرحله کنونی و انتگرال

 .استفاده شده است Matlabافزار نرم simulinkر جعبه ابزار د ODE45روش 
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  PRR-3ساختار ربات  -4
، رباتی است داراي یک صفحه ثابت، یک صفحه متحرك و سه لینک که هر یک داراي یک مفصل PRR-3ربات سه درجه آزادي

تنها مفاصل انتقالی تحریک ). 1شکل (د باشنمی 2است که بطور متوالی داراي دو اتصال چرخشی) رفت و برگشتی( 1انتقالی
   .توان از محرك الکتروپنوماتیکی و الکتروهیدرولیکی براي تحریک آن استفاده کردمی. شوندمی

  
  PRR-3ربات  –1شکل 

 
  PRR-3بررسی دینامیک ربات موازي  -5

ها هاي تبدیل مختصات لینکریس، ابتدا مات)زمین(براي بدست آوردن ماتریس تبدیل مختصات پلتفرم نسبت به پایه ربات 
    .باشدمی 17 به فرم معادله xyدر صفحه  ماتریس تبدیل فرم کلی .آوریمدست میبهبا توجه به شکل نسبت به یکدیگر را 

  
  ربات هاي درنظر گرفته شده براي نمایش مختصات –2شکل 

 
cos( ) sin( ) 0
sin( ) cos( ) 0

0 0 1 0
0 0 0 1

x

yB
A

P
P

θ θ
θ θ

− 
 
 =  
 
  

T )18(                                                                                                             

 :توان نوشتمی 2باتوجه به شکل  
1 1 4 7 2 2 5 8 3 3 6 9

4 7 5 8 6 9, ,t t t t t t= × × = × × = × ×T T T T T T T T T T T T )19(                                                                                 

                                                                                                                                                               
1 Prismatic 
2 Revolute 
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، بنـابراین تعـداد قیـود    باشـد می 3ي آزادي ربات درجهو  9مفاصل یعنی  ربات برابر با تعداد کل مختصات مختصات کلی تعداد

 :مستقل موردنیاز عبارتست از سینماتیکی
9 3 6l m n= − = − =                                                                                                                                   )20(      

. باشندي سینماتیکی مستقل میدر آن مشاهده نمود، اما تنها دو حلقهرا ي سینماتیکی توان سه حلقهمی 2با دقت در شکل 
سه روش براي بیان موقعیت . نماییمنتخاب میرا ا EHPIFCEو  DBEHPGDي سینماتیکی دو حلقه هايقید يمحاسبهبراي 
1Pتوسطرا  Pاین سه بیان مختلف از موقعیت . نسبت به مبداء مختصات وجود دارد Pي نقطه

r، 2P
r 3 وP

r دهیمنشان می:  

1 2 3, ,P AD DG GP P AB BE EH HP P AC CF FI IP
→ → → → → → → → → → → → → →

= + + = + + + = + + + )21     (                                                             
1Pهاياز طرف دیگر بردار .ي سینماتیکی یاد شده بسته باشند باید مقدار این سه بردار برابر باشندبراي اینکه دو حلقه

r،2P
r 3وP

r 
  :توان به صورت زیر بدست آوردبا توجه به ماتریس تبدیل می را

( )
( )
( )

1 4 7
1 4 7

1 2 8 8
2 2 5 5

1 3 6 9
3 3 6 9

t

t

t

P

P

P

= × ×

= × × ×

= × × ×

T T T

T T T T

T T T T

                                                                                                   )22(  

  :در نتیجه داریم
1 2 31

1 2 1 3

(1,4) (1,4) , (1, 4) (1,4)

(2, 4) (2,4) , (2, 4) (2,4)

= =

= =

ur ur uur ur

ur ur ur ur
P P P P

P P P P                                                                                   )23(  

  :شوندحاصل می چهار قید زیر ،Matlabافزاز نرممعادلات فوق و با استفاده از 
2 1 2

2 4 7 1 4 1 8 5 2 8 5 5 1 5 31
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

3l l q
l cos q q l cos q q cos q q l sin q q cos q l sin q lϕ + + + + + + + + + + −=

2 1
2 4 7 1 4 8 5 2 8 5 2 5 52 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
3 3 3

2 2
l l

l sin q q l sin q sin q q l cos q q l cos q sin q qϕ + + + + − + − + −=
  

3 32 1
2 4 7 1 4 1 9 6 2 9 6 6 1 63 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
3

2
3

ϕ = + + + + + − + + − + −
q ll l

l cos q q l cos q q cos q q l sin q q cos q l sin q
  

)24                                     ( 2 1
2 4 7 1 4 9 6 3 2 9 6 1 6 64 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
3 3

2
3

2
3

2 2
ϕ + + + + + + + + += −

l l
l sin q q l sin q sin q q q l cos q q l cos q sin q l

  
 

)هاياکنون ماتریس  )ik 1:7i   :گردندتعیین می Kو سپس  =
4

1 4
1 1 4 446 9 6 9

0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
,

e 0 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 e r 0 0 0 0 0 
× ×

  
= =    ×   

k k
  

5
2 5

2 2 5 556 9 6 9

0 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
,

0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 e r 0 0 0 0 
× ×

  
= =    ×   

k k 

6
3 6

3 3 6 666 9 6 9

0 0 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
,

0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 e r 0 0 0 
× ×

  
= =    ×   

k k
  

4 7
7

1 4 14 7 17 6 9

0 0 0 e 0 0 e 0 0 
e 0 0 e r 0 0 e r 0 0 

×

 
=  × × 

k 
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)25(  

0ابط بالاودر ر براي پاي اول ربات در  rبردارهاي  .نداشان داده شدهن 1در شکل  ie هايباشد و بردار می بردار سه بعدي صفر  
  .نشان داده شده است 3شکل 

  
  براي پاي اول ربات  rنمایش بردارهاي  –3شکل 

  
  DBEHPGD هايتوان مشاهده کرد که حلقهمی 2با توجه به شکل. ها لازم استحال دو قید دیگر براي کامل شدن تعداد قید

با نوشتن . باشدمی 4πجمع زوایاي داخلی یک شش ضلعی دانیممی .دهندمی شش ضلعی یکتشکیل هرکدام   EHPIFCEو 
  :یندآبه دست میزیر ي سینماتیکی یاد شده بر حسب مقدار مختصات مفاصل دو قید جمع زوایاي داخلی دو حلقه

)26(  
  

. را محاسبه نمود و درنهایت به مـدل دینـامیکی دسـت یافـت     Tو سپس  Lتوان حال با مشخص شدن قیدهاي سینماتیکی، می
اطمینـان حاصـل نمـاییم، نتـایج بـه دسـت آمـده بـراي          PRR-3براي اینکه از صحت روابط به دست آمده براي دینامیک ربات 

از مـدل   با نتایج بـه دسـت آمـده    ،سازي شده شبیه Matlabافزار نرم Simulinkدر محیط  NOCبا روش که دینامیک مستقیم 
مشخصـات جـرم و اینرسـی ربـات      .اسـت  مقایسه شده Matlabافزار نرم SimMechanicsدینامیک مستقیم ربات در جعبه ابزار 

  :همچنین داریم .نشان داده شده است 1موردنظر درجدول 
1 2 30.3 , 0.15 , 1l m l m l m= = = )27                                         (                                                                     

 ربات اینرسیو  مشخصات جرم - 1 جدول

gr(م جر  )2gr mm(  ممان اینرسی  شماره جرم ) 

0.0171  137.16 1 
0.606 520.07 2 

5.076 1419.51 3 

  
مسیر پیموده شده  همچنین. آورده شده است 4 در شکل )میک معکوسانده توسط دیمحاسبه ش( نمودار نیروهاي محرك ربات

  .باشدثانیه می 1سازي زمان شبیه .اده شده استدنشان 5در شکل  توسط مرکز مثلث متحرك براي دو روش
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  نیروهاي محرك ربات  –4شکل 

  

 
  ربات مسیر پیموده شده توسط مرکز مثلث متحرك  –5شکل 

  
  .اندنشان داده شده 7 و 6 هايدر شکل ترتیببه رباتمفاصل محرك  موقعیتو نیز اصل محرك مف هايشتاب

    

  
  ربات مفاصل محرك هاي شتاب  –6شکل 
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  ربات مفاصل محرك موقعیت  –7شکل 

  
  گیري نتیجه -6

روش  .بدست آمد PRR-3 تربا مستقیم معادلات دینامیک (NOC) ماتریس متعامد تکمیلی طبیعی با استفاده از در این مقاله
همچنین تبدیلات . ضرایب لاگرانژ نیز از معادلات حذف گردید .نمایدسینماتیک را بطور غیرمستقیم وارد معادلات میمذکور 

دینامیک حاصل از نتایج ، مستقیم صحت روابط دینامیکبه منظور بررسی  .در بدست آوردن معادلات وارد نشد سرعت و شتاب
ربات در جعبه ابزار سازي شبیهاز حاصل با نتایج  ماتریس متعامد تکمیلی طبیعی با استفاده از PRR-3ربات  مستقیم

SimMechanics افزار نرمMatlab نتایج دو روش کاملاً با هم انطباق دارند .ستا مقایسه شده.  
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