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  چكيده 
هاي  اين مقاله به بررسي و تحليل ارتعاشات پيچشي شفت

. پردازد مي 1هيبريدي سازي واخت مخروطي به روش مدلغيريكن
به  سازي دلمروش بر اساس و يك روش تحليلي  روش هيبريدي

ماتريس . باشد مي DLMT(2( متمركز و گسترده هاي المان كمك
 DLMTمحاسبه و در روش مخروطي انتقال براي يك المان گسترده 

تحليل ارتعاشات پيچشي چند سيستم  .شود به كار گرفته مي
نتايج عددي  ،شده روش ارائهصحت و دقت  براي بررسي .گردد مي

هايي مانند روش اجزاء محدود  با نتايج روش از اين روش بدست آمده
  .گردد مقايسه ميارائه شده در مقالات ديگر و روش تحليلي 

  
  واژه هاي كليدي

  ، ماتريس انتقالDLMTسازي هيبريدي، لمد ارتعاشات پيچشي،
  

  مقدمه - 1
 از مهمي بسيار و اعظم بخش امروزه ،دوار هاي سيستم

 اهميت به نظر. دهند مي تشكيل را صنعتي هاي دستگاه و آلات ماشين
 طراحي، بخصوص ها، ملاحظات سيستم اين كاربرد گستردگي و

  .است برخوردار اي ويژه اهميت از ارتعاشي محاسبات
 و تحليل يبررس به محققان از بسياري موضوع تياهم به توجه با

 مثال عنوان به. اند پرداخته دوار يها ستميس يچشيپ ارتعاشات
Koser و Pasin [1] [2] و Chen، ي دوارمحورها پيچشي ارتعاشات 

 ،Wu [3] و Chen. ندا دهنمو بررسي تحليلي هاي روش از استفاده با را
Mohiuddin و Khulief [4]، Qing و Cheng [5]، Mohiuddin 

 )FEM( محدود المان روش از استفاده با ،Wu [7] و Khulief [6] و
 ،Wu [8] و Yang .پرداختندمحورها  پيچشي ارتعاشات بررسي به

با استفاده از روش را ارتعاشات پيچشي و عرضي محورهاي دوار نيز 
 ،Farshidianfar [9]. اند بررسي كرده )TMM( ماتريس انتقال

 و FEM ،يديبريه روش به را دوار يها شفت يچشيپ ارتعاشات
  .ندا هنمود مقايسه يكديگر با و يبررس حليليت

 تاثيرات، [2,6,7] مراجع تنها فوق در شده اشاره  موارد به توجه با
 در. اند هگرفت نظر در را يكنواخت غير مقطع سطح با پيوسته شفت يك

                                                 
١  hybrid modeling 
٢   Distributed Lumped Modeling Technique (DLMT) 

به  متفاوت مقطع سطح با سيلندر يك پيچشي ارتعاشات ،[2] مرجع
با وجود اينكه از  هاي تحليلي شرو .شده استصورت تحليلي بررسي 

. ندا استفاده قابل محدودي موارد در تنها ليكن برخوردارند بالايي دقت
 و سختي هاي ماتريس آوردن بدست از پس، [7]و  [6] جعامر در

 استفاده FEM تحليل ارتعاشات از روشبراي  مخروطي محور جرمي
و  بوده تقريبي TMMو  FEMنظير  عددي، هاي روش .است  شده

هاي در نظرگرفته شده در  ها بستگي به تعداد المان دقت اين روش
  . دارد مربوطهمدل 

روش هيبريدي براي بررسي ارتعاشات پيچشي از در اين مقاله 
. گردد هاي مخروطي استفاده مي محورهاي غيريكنواخت داراي المان

 متمركز و گسترده هاي المان سازي دلماستفاده از اين روش اساس 
)DLMT( نخستين بار توسط  مي باشد كهWhalley [10] مطرح ،

باشد با اين تفاوت كه از  اين روش مشابه روش ماتريس انتقال مي. شد
هيچگونه تقريبي استفاده از  بنابراين شده،معادلات تحليلي استفاده 

  . دنباش ميبرخوردار  بالايي دقت از ها جواب گردد و نمي
در بخش دوم روش . خش تنظيم شده استب 5اين مقاله در 

در بخش سوم . گردد سازي هيبريدي به اختصار معرفي مي مدل
مخروطي   ماتريس انتقال ارتعاشات پيچشي يك المان گسترده

روش ارائه شده، كاربرد براي بررسي و در انتها نيز . گردند محاسبه مي
تايج گيرد و ن قرار مي تحليلارتعاشات پيچشي چند سيستم مورد 

  .گردد مقايسه ميمراجع ديگر با نتايج  از اين روش بدست آمده
  

  سازي هيبريدي مدل - 2
 ارتعاشاتهيبريدي جهت بررسي  سازي مدلدر اين بخش روش 

را  دوار محور يك. [9] دگرد ، تشريح ميدوار يها شفت يچشيپ
 در سري بصورت كههاي گسترده و متمركز  المان از تركيبي توان مي

 را ديگر المان ورودي المان، هر خروجي و  گرفته قرار ديگركنار يك
 محور عموما گسترده المان .)1 شكل( در نظر گرفت ،دهد مي تشكيل
 روي بر كه باشد مي قطعاتي و اجزا شامل نيزمتمركز  المان و شفت
براي هر المان گسترده و متمركز ، مدل اين در .گيرند مي قرار محور

به  مجزا هاي ماتريسبصورت  استخراج و وطهمرب ارتعاشي معادلات
  . گردند مي ارائهفرم كلي زير 

)1( { } { } 1[ ]ii iZ H Z
−

=
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}هاي ستوني  ماتريس }iZ  و{ } 1iZ
−

بوده كه بردارهاي حالت  
و ) θ(ي پيچش  شامل متغييرهاي زاويهدر تحليل ارتعاشات پيچشي 

]ماتريس . باشند مي) T(گشتاور پيچشي  ]iH  ماتريس انتقال
  : بسط رابطه فوق براي المان اول و دوم، داريمبا . باشد ام مي iالمان

)2( 
{ } { }11 0[ ]Z H Z= 
{ } { } { }2 2 12 1 0[ ] [ ] [ ]Z H Z H H Z= =

  : ام نيز خواهيم داشت nو به طور مشابه براي المان 
)3( { } [ ] [ ] [ ] [ ] { } { }0 01 2 1

... [ ]n n n
Z H H H H Z H Z

−
= =

[ ]H  3(طبق رابطه . باشد مي سيستمماتريس انتقال كل (
شرايط مرزي ابتدا و انتهاي آن مشخص توجه به مشخصات سيستم با 

مخروطي   انتقال المان گسترده  ماتريسدر بخش بعد  .گردد مي
 . شود يكار گرفته م روش هيبريدي به بهتحليل  درو محاسبه 

  
 محور دوار به صورت تركيبي از المان هاي گسترده و متمركز: 1شكل 

  
  ي مخروطي ماتريس انتقال المان گسترده - 3

يك المان ي ارتعاشات پيچشدر اين بخش ماتريس انتقال براي 
ارتعاشات پيچشي يك   معادله. گردد استخراج ميمخروطي   گسترده

  : [11] به صورت زير مي باشد محور غير يكنواخت

)4( 
( ) ( ) ( )2

2

, ,
( ) ( , )t

x t x t
GJ x M x t I x

x x t
θ θ⎡ ⎤∂ ∂∂

+ =⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

% %

 ممان I(x) و سطحي اينرسي ممان J(x)، برشي مدولG  كه
). باشد مي x موقعيت در محور طول واحد جرمي اينرسي , )x tθ% 

) و مقطع سطح پيچش زاويه , )tM x t بر خارجي پيچشي لنگر 
به  معادله صفر خارجي گشتاور براي .باشد مي محور طول واحد

  :گردد باز نويسي ميصورت زير 

)5( 
( ) ( ) ( )2

2

, ,
( )

x t x t
GJ x I x

x x t
θ θ⎡ ⎤∂ ∂∂

=⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

% %

 LD،RD .دهد مي نشان را مخروطي محور يك المان) 2( شكل
 مخروطي المان كل طولو  راست قطر ،چپ سمت قطر ترتيب به lو

  . داريم xموقعيت در براي قطر المان .باشد مي
)6( ( ) (1 ( / ))LD x D x lα= −

α و به صورت  المان شيب( ) /L R LD D Dα =   . باشد مي −

 
 المان گسترده يك محور مخروطي: 2شكل 

( )I xو ( )J x آيد بدست مي زير صورت به الماناين  براي:  

)7(

4
4 41( ) ( ) [1 ( )]

32 32
LD xJ x D x

l
π

π α= = − 
4

2 41 ( )( ) ( )( ) [1 ( )]
2 2 32

LDD x xI x m x
l

ρπ
α= = −

) و چگالي ρ كه )m x براي حل  .باشد مي طول واحد جرم
  معادله جواب فرض با متغيرها تفكيك روش از استفاده با) 5(معادله 

) صورت به , ) ( ) ( )x t x q tθ θ=% حركت در نظرگرفتن با و 
  :داريم هارمونيك براي پاسخ مسئله

)8( 
2

2
2 ( ) ( )d x q t

dt
θ ω θ= −
%

  :داريم) 5(در معادله ) 8(و ) 7(با جايگذاري روابط 

 )9( 
2

2
2

4( ) ( ) 0d d x
l x dxdx

θ α θ β θ
α

− + =
−

2 كه 2 /Gβ ρω=. متغير تغييربا  فوق معادله 
(( ) /X lβ α α=   .گردد مي ساده، به صورت زير −

)10( 
2

2 4 0d dX X
dXdX

θ θ θ+ + =

 اين جواب باشد كه مي بسل  معادله كلي شكل) 10(  معادله
  : باشد مي زير صورت به  معادله

)11(

3 3
2 2

3 3
2 21 2( ) ( ) ( )X c X J X c X J Xθ

− −

−= + 
3
2

1 3 2 3
2 2

( ) ( ( )) [ ( ( )) ( ( ))]l l lx x c J x c J xθ β β β
α α α

−

−
= − − + −

به صورت يك محور  پيچشي لنگر و زاويه تغيير بينرابطه 
( )( ) ( ( ) / )T x GJ x x xθ= ∂ )مشتقبراي . باشد مي ∂ )xθ داريم:  

)12( 

3 3
2 2

1 5 2 5
2 2

3
2 2

1 5 2 5
2 2

( ) ( )

( ( ) ( ))

( )) [ ( ( )) ( ( ))]

x X
x X

c X J X c X J X

l l lx c J x c J x

θ θβ

β

β β β
α α α

− −

−

−

−

∂ ∂
= − =

∂ ∂

− − =

− − − − −

  : آيد مي بدستبه صورت زير  پيچشي لنگر در نتيجه

)13( 

34
4 2

1 5 2 5
2 2

( ) (1 ) ( ( ))
32

[ ( ( )) ( ( ))]

LG D x lT x x
l

l lc J x c J x

βπ
α β

α

β β
α α

−

−

−
= − −

× − − −

  :ارائه نمود زير ماتريسي فرم بهتوان  را مي) 13( و) 11( معادلات

)14( { } { }11 12 1

21 22 2

( )
( ) ( ) .

( ) td

b b cx
Z x H x C

b b cT x
θ ⎡ ⎤⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤= ⇒ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎩ ⎭

% 

 

3
2

3
2

3
2

3
2

3
2

5
2

3
2

5
2

11

12

4
4

21

4
4

22

( (( / ) )) ( (( / ) ))

( (( / ) )) ( (( / ) ))

( (( / ) )) (1 ) ( (( / ) ))
32

( (( / ) )) (1 ) ( (( / ) ))
32

L

L

b l x J l x

b l x J l x

G D xb l x J l x
l

G D xb l x J l x
l

β α β α

β α β α

βπ
β α α β α

βπ
β α α β α

−

−

−

−

−

−

−

= − −

= − −

−
= − − −

= − − −

LD ( )D x RD 

x

L1i − i 

1θ2θ 0θ

0T
1T 2T

1nθ −nθ

1nT −nT 1
Distributed
element

 
2

Lumped
element

Distributed
element n
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{ }( )Z x و حالت بردار{ }C براي المان . باشد مي ضرايب بردار
1i گرهبراي ) 2(شكل  مخروطي − )0x بردار حالت  ،)=

{ } { }1(0) iZ Z   :داريم) 14(رابطه طبق در نتيجه . باشد مي =−

 { } { } { } { }
1

1 1(0) . (0) .i td td iZ H C C H Z
−

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⇒ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
% %

}بردار ضرايب با جايگذاري  }C  بردار حالت )14(در رابطه ،
{ }( )Z x گردد مي به صورت زير بازنويسي:  

)15( { } { }
1

1( ) ( ) . (0) .td td iZ x H x H Z
−

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
% %

x  نقطه در l=، حالت بردار{ } { }( ) iZ l Z=با كه بود خواهد 
  .گردد به صورت زير ارائه مي) 15(  رابطه جايگذاري در

)16( { } { } [ ] { }
1

1 1( ) . (0) . .i td td i td ii
Z H l H Z H Z

−

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
% % 

[ ]td i
H روش در گسترده مخروطي ماتريس انتقال المان 

ماتريس انتقال ارتعاشات پيچشي براي . باشد مي  DLMTيا هيبريدي
  . [11,12]د باش به صورت زير مييكنواخت  حورم  المان گسترده

)17( 
[ ] ( ) ( )

( ) ( )
cos L sin L / GJ

GJ sin L cos Lud i
H

β β β
β β β

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

المان متمركز ماتريس انتقال به صورت حاصلضرب دو براي 
   .[11,12] گردد ارائه ميبه صورت ميدان و  نقطهماتريس 

)18( [ ] [ ] 2

1 0 1 1/
. .

1 0 1
i

l p fi ii

K
H H H

Jω
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎡ ⎤= = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

  نتايج عددي - 4
تحليل در DLMTروش  كاربرد چند مثال، به  بخش با ارائه اين

نتايج . دپرداز مي محورهاي غيريكنواخت مخروطيارتعاشات پيچشي 
روش و  FEM روشاز جمله  ها روش ساير نتايج با ،بدست آمده

   گردند مي مقايسه تحليلي
  

  مخروطي يك سرگيردار محور - 1- 4
. دهد يك سرگيردار را نشان ميمخروطي  محوريك ) 3(شكل 

  .اند ليست شده) 1(محور در جدول و هندسي خواص فيزيكي 
  

  مخروطيمحور و هندسي خواص فيزيكي : 1جدول 
10 مدول برشي 28.01 10G N m= × 

37820s چگالي kg mρ = 
1.8sl طول محور m= 

0.045ld قطر چپ محور m= 

0.03686rd قطر راست محور m=

  
  محور مخروطي يك سردرگير: 3شكل 

  

سازي هيبريدي اين شفت شامل يك المان  با توجه به روش مدل
  :شود شرايط مرزي به صورت زير بيان مي. باشد مخروطي مي  گسترده

 0

0 ( )
,

(0) 0x x L

l
T T T
θ θ θ

= =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
  :مرزي، داريم و با اعمال شرايط) 16(با توجه به رابطه 

 
{ } [ ] { } 11 12

1 01
21 22

( ) 0
.

0 (0)td

a al
Z H Z

a a T
θ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= ⇒ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

22در معادله فوق شرط وجود جواب  ( ) 0a f ω= معادله . باشد مي =
22فركانسي سيستم  ( )a f ω= چهار . رسم شده است) 4(در شكل

22فركانس طبيعي اول كه از حل  0a  آيند در جدول بدست مي =
حاصل از نتايج بدست آمده با نتايج   مقايسه. ليست شده اند) 2(

  . باشد ، بيانگر صحت و دقت اين روش مي)FEM( [7]مرجع 

  
  معادله فركانسي سيستم مخروطي يك سر درگير: 4شكل 

  
  چهار فركانس اول محور مخروطي يك سردرگير: 2جدول 

4ω  3ω  2ω  1ω   
19628.09 14072.86 8556.77 3260.28 LMTِD 
   [7]مرجع  3260.32 8557.58 14076.53 19638.06

  
  مخروطي دوسر آزاد محور -2- 4

بررسي مخروطي دو سر آزاد  محوربه عنوان دومين مثال يك 
0.041ld .)5شكل ( دردگ يم m=  0.05125وrd m=  به ترتيب
مثال قبل ساير مشخصات مشابه . باشد ميطر سمت چپ و راست ق

 نتايج. دهد را نشان مي سيستماول   فركانس چهار) 3(جدول . است
  . دارد تبقامط [2,6,7]جع انتايج حاصل از مربا بدست آمده 

  
  دو سر آزادمحور مخروطي : 5شكل 

  
  دو سر آزادچهار فركانس اول محور مخروطي : 3جدول 

4ω  3ω  2ω  1ω   

16785.8411214.02 5669.49 0 DLMT 
 [7]مرجع  0 5670.15 11219.16 16803.15
 [2]مرجع  0 5666.77 11208.49 16777.57
 [6]مرجع  0 5670.14 11219.15 16803.12

rdld 

sl 

f(w
)

1 3260.28ω = 3 14072.86ω = 
5 25196.82ω =

 

4 19628.09ω = 2 8556.77ω = 
Frequency (ω ) 

rdld

sl
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  مخروطي يك سرگيردار با جرم متمركز محور -3- 4
 در ديسك يك با مخروطي گيردار سر يك محور يك) 6( شكل

اول   مثال مشخصات محور مشابه. دهد مي نشانآن را  انتهاي
3 ديسك اينرسي ممان. دباشن مي 23.904 10J kgm−=  در .است ×

 و گسترده المان يك صورت به مخروطي شفت مدلسازي هيبريدي،
 .شوند در نظر گرفته مي متمركز المان يك صورت به انتهايي ديسك
   .دهد مي نشانرا  سيستم اول فركانس طبيعي چهار ،)4( جدول

  
  محور مخروطي با جرم انتهايي:  6شكل 

  با جرم انتهاييچهار فركانس اول محور مخروطي : 4جدول 
4ω  3ω  2ω  1ω   

16887.52 11365.03 5956.81 1573.3 LMTDِ
 [7]مرجع 1573.39 5957.49 11370.22 16904.89

  
  انتقال يك ژنراتور محور - 4- 4

 انتقال شفت ،روش مذكور كاربرد و كارايي دادن نشان منظور به
تركيبي از  شفتاين . گيرد مورد تحليل قرار مي )7 شكل( ژنراتور يك

 هندسي و فيزيكي مشخصات. باشد المان هاي گسترده و متمركز مي
چهار فركانس ، )6( جدول .تليست شده اس) 5(در جدول  شفت اين

  . دهد مي نشان را سيستم اين طبيعي اول

  محور انتقال يك ژنراتور:  7شكل 
   محور ژنراتور هندسي و فيزيكي مشخصات: 5جدول 

10 مدول برشي 28.01 10G N m= × 
37820s چگالي kg mρ = 

2 1،2،3،4ممان اينرسي ديسك
1 2 3 4 0.0308J J J J kgm= = = = 

2 5ممان اينرسي ديسك
5 1.4322J kgm= 

2 6ممان اينرسي ديسك
6 0.0279J kgm= 

2 7ممان اينرسي ديسك
7 0.4894J kgm= 

1 طول محورها 2 3 0.1016
4 0.1270, 5 0.1194
6 0.1169, 7 1.143, 8 1.397

L L L m
L L
L L L

= = =
= =
= = =

 

  
  راتورانتقال ژنچهار فركانس اول محور : 6جدول 

4ω  3ω  2ω  1ω   
6205.82 2843.28 509.87 0 LMTDِ
  [7]مرجع 0 510.41 2845.85 6211.09

  بندي گيري و جمع نتيجه
 در قوي تحليلي روش يك عنوانه ب DLMTهيبريدي يا  روش

هاي  ارتعاشي داراي المان  پيچيده هاي سيستم سازي مدل
  ماترس انتقال براي المان .يكنواخت مخروطي به كار گرفته شد غير

 DLMTبه صورت تحليلي استخراج و در روش گسترده مخروطي 
با نتايج  DLMT روش نتايج بدست آمده ازمقايسه . كار گرفته شد به

. باشد ميمذكور و دقت روش هاي ديگر بيانگر صحت  حاصل از روش
 هر و محور هر كاربرد براي سادگي و سازي مدل بالاي قدرت و تدق
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