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  چكيده 
 اي به بررسي و تحليل ارتعاشات غيرخطي چرخدنـده  پژوهشاين 

ي هـا  در اينگونـه از سيسـتم   2و آشـوب  1شدگي و بيان پديده دوشاخه
اي بـا   مدل ديناميكي از سيسـتم چرخدنـده  يك . پردازد غيرخطي مي

روش بـالانس هارمونيـك    و گرفتن عامل غير خطي لقـي ارائـه   درنظر
مربوطه بـه كـار گرفتـه     معادلاتبراي بررسي پاسخ  )IHB( 3افزاينده

نتايج بدست آمده از پاسخ ديناميكي سيسـتم بيـانگر رفتـار    . شود مي
. باشد ه ازاي برخي از پارامترهاي سيستم ميشدگي و آشوب ب دوشاخه

پاسخ  همچنين. گردد شدگي ارائه مي شاخه اين رفتار در نمودارهاي دو
نمـايش  نيز براي فاز و نگاشت پوانكاره  -، نمودار صفحهسيستم زماني

تـايج  ن IHBبـراي تصـديق صـحت روش     .شـود  ميها بيان  اين پديده
   .گردند مي مقايسهنيز با حل عددي  بدست آمده

  
  هاي كليدي واژه

  شدگي، آشوب، بالانس هارمونيك، ارتعاشات چرخدنده دوشاخه
  

  مقدمه
در . اشندب مكانيكي مياجزاي اي از مهمترين  هاي چرخدنده سيستم

اي صورت  تحقيقات گستردهها  مينه ديناميك غيرخطي چرخدندهز
هاي  ، به طور جامع به بررسي مدلOzguven [1]. پذيرفته است

با پيشرفت ديناميك  .پرداخته است ها ضي و ديناميك چرخدندهريا
هاي  از قبيل پاسخسيستم هاي غيرخطي  غيرخطي، مشخصه

 به. قرار گرفتبيشتري و آشوب مورد توجه شدگي  دوشاخهپريوديك، 
پاسخ تحليلي و آزمايشي براي بررسي عددي، هاي  روشاين منظور 

و  Comparinعنوان مثال ب. ها به كار گرفته شد چرخدنده يارتعاش
Singh [2]  وPadmanabhan  وSingh [3] ، روش پرتوربيشن از

، Theodossiades [4]. استفاده كردند ها براي بررسي پايداري جواب
با تقريب مرتبه دوم براي بررسي ارتعاشات  multi-scaleاز روش نيز 

  .ها استفاده كرد چرخدنده
، كه وقوع Takatsu [5]و  Sato ،Kamadaبر اساس تحقيقات 

، Satoرا يافتند، و سوپر هارمونيك   هاي پرش، نوسانات ساب پديده
                                                 

١  Bifurcation 
٢  Chaos 
٣  Incremental Harmonic Balance 

Yamamoto  وKawakami [6] لقي و  داراي، يك مدل غيرخطي
هاي  شدگي و همچنين پديده شاخه دو ارائه وسختي وابسته به زمان را 

 Kahraman .بررسي كردند عدديگذار آشوب را با استفاده از روش 
اي  هاي چرخدنده سيستم به صورت آزمايشي، Blankenship [7]و 

شامل  ييها پديده آمده، در نتايج بدست. را بررسي نمودندلقي  داراي
هارمونيك و  هاي ساب هاي پاسخ، رزونانس عدم پيوستگي در منحني

  .هارمونيك، انشعابات و حركت آشفته، مشاهده گرديد سوپر
. باشـد  معادلات غيرخطي مي يك روش موثر براي حلنيز  IHBروش 

ــتفاده از  ــا اس  Narayananو  IHB [8, 9] ،Raghothamaروش  ب
ــده ،[10] ــور سيســتم چرخدن ــا لقــي و   -اي غيرخطــي روت ــان ب ياتاق

  . هاي درگيري متغير با زمان را بررسي كردند سختي
روش به منظور اين نيز اين پژوهش در  ،IHBبا توجه به كارايي روش 

اي و بيــان پديــده  تعاشــات غيرخطــي چرخدنــدهبررســي و تحليــل ار
معادلات ارتعاشي . گيرد مورد استفاده قرار مي و آشوب شدگي دوشاخه

بـراي   IHBو روش  اجاسـتخر  داراي لقي اي يك مدل چرخدندهبراي 
نمودار  .شود بررسي پاسخ معادلات غيرخطي مربوطه به كار گرفته مي

فـاز و   -نمودار صفحههمچنين پاسخ زماني، و شدگي سيستم  دوشاخه
بـراي  . گـردد  ها بيـان مـي   نگاشت پوانكاره نيز براي نمايش اين پديده

  .دنگرد مقايسه مينيز عددي  نتايجبا  ، نتايج IHBروش بررسي دقت 
  

   حاكم مدلسازي و استخراج معادلات
لقي اي داراي  سيستم چرخدنده برايارتعاشي مدل در اين بخش يك 

براي مدل . شود حاكم استخراج ميارائه و معادلات غيرخطي 
)گشتاور تحريك  ،)1(نشان داده شده در شكل چرخدنده  )T te 

و ) Tm(به دو جزء متوسط توان  اعمال شده به سيستم را مي
T(آشفتگي  p(  با فركانسpω زير بيان   سري فوريه به صورت

  :[11] نمود

)1( ( ) cos( )
1

T t T T j te m ppj jj
ω ϕ

∞
= + +∑

=

   :شوند بيان ميبه صورت زير نيز بر سيستم  حاكممعادلات 
)2([ ( ) ( )] ( )1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2I r C r r Kf r r T teθ θ θ θ θ+ − + − =&& & &

)3([ ( ) ( )] ( )2 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2I r C r r Kf r r T tDθ θ θ θ θ− − − − = −&& & &
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 K ضريب دمپينگ و C، اي جابجايي زاويه 2θو 1θدر اين روابط
  ي جايگذاري شرايط اوليه با. باشد مي دندانهي پيچشي سخت

(0) 02θ (0)و = (0) 01 2θ θ= =&& T، داريم،&& Tm D= .با جمع 
1 1r I 2ي اول با برابر معادله 2r I− ي دوم و جايگذاري  برابر معادله

1 1 2 2x r rθ θ=   :خواهيم داشت ،−

)4( 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2( )
1 2 1 2 1 2

r r r r rT r Te Dx c x k f xsI I I I I I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + = +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

&& & 

/حال با تغيير متغير ( )2 2
1 2 1 2 2 1I I I r I r I=   :داريم +

)5( 3
( ) ( )

cos( )
1

C kx x f x F tsI I

F F j tm ppj jj
ω φ

+ + =

∞
= + +∑

=

&& &

)كه  / / )1 1 2 2F T r I r Im m= ) و + / )1 1F T r Ipj pj=. 
( )kf xs  نيروي فنر با در نظر گرفتن لقيb باشد مي .( )f xs  تابع
  .[12] گردد به صورت زير بيان مي و اي خطي پله

)6( 3
(1 )

( )
(1 )

x b b x
f x x b x bs

x b b x

α
α

α

− − <⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ + − < −⎩

)تقريب تابع  )f xs  0 گرفتن ي سوم با درنظر يك تابع درجهباα = 
0.1745b و )3، به صورت = ) 0.1422 5.8093f x x xs = − + 

ا در نظر گرفتن يك ترم تحريك و ب )5(ه معادل .يدآ بدست مي
  : گردد جايگذاري تقريب بدست آمده، به صورت زير بازنويسي مي

)7(3ˆ ˆ ˆˆ ( 0.1422 5.8093 ) cosx x k x x F F tm pµ+ + − + = + Ω&& &

µ̂ متناظر با نسبت دمپينگ ،k̂ با تغيير  .باشد مي با سختي متناظر
tτمتغير  = Ω  شود به صورت زير بارنويسي مي) 7(رابطه.  

)8(2 3ˆ ˆ ˆˆ ( 0.1422 5.8093 ) cosx x k x x F Fm pµ τΩ + + − + = +&& &

  يا
)9( 2 ˆ ( ) ( ) ( , , , , ) 0x x f x F H x x xµ τ τΩ +Ω + = ⇒ Ω =&& & && &  

  .استفاده مي گردد IHBمعادله فوق از روش  در ادامه براي حل

  
ساده ي مدل جفت چرخدنده: 1شكل  

  
  )IHB( شماي كلي روش بالانس هارمونيك افزاينده

فزاينـده در برخـي از مقـالات    هارمونيـك ا بالانس روش كه  از آنجايي
به كار گرفته شده است، در اين قسـمت فرمولاسـيون    [11 -8] مانند

 شـكل معـادلات بـه   فرم كلـي  براي . گردد مربوطه به اختصار بيان مي
( , , , , )H x x x τΩ&& ــاي & ــرم  Ωو  x پارامتره ــورت ت ــه ص ــاي  ب ه

  :شوند تعريف ميافزاينده به صورت زير 
)10( 0 0( ) ( ) ( )x x xτ τ τ= +∆ Ω = Ω +∆Ω  

  :سازي داريم و پس از ساده) 9(ه در معادل )10( با جايگذاري روابط

)11( 
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  :شود فرض مي جواب مسئله به صورت تابع پريوديك به صورت زير

)12( 0
1

( ) [ cos( ) sin( )]
N

n n
n

x a a n b nτ τ τ
=

= + +∑  

)13( 0
1
[ cos( ) sin( )]

N

n n
n

x a a n b nτ τ
=

∆ = ∆ + ∆ +∆∑  

اعمال روش و  ∆nbو∆naدرنظر گرفتن بردارهاي مختصات كليبا 
  :خواهيم داشترابطه فوق  براي گالركين

)14( 

2 2
2

0 0 02
0

2

0

ˆ[ ( ) ] ( )

[ ] ( )

d x d x f x x x d
dd

R P x d

π

π

µ δ θ
ττ

δ θ

∆ ∆ ′Ω +Ω + ∆ ∆

= +∆Ω ∆

∫

∫
 

)بردار ضرايب  )x τ صورت زير ارائه مي گردد بهو بردار افزايشي آن.  

)15( 0 1 1

0 1 1

[ , ,... , ,... ]
[ , ,... , ,... ]

n n

n n

a a a a b b
a a a a b b
=

∆ = ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
 

 2N+1دسـتگاه معـادلات خطـي بـا     يـك  ، )14( سازي رابطه با ساده
  . به فرم زير حاصل مي گردد ∆nbو∆naي ترم هاي امعادله دار

)16( C a R P∆ = +∆Ω% % %  
ن پاسخ مسئله مورد نظر پس از اعمال شرايط اوليـه  براي بدست آورد

)فرض اوليه از ضرايب و با  )x τ،  به براي هر مرحله دستگاه معادلات
براي ساده سازي بيشتر مسئله با ثابت  .گردد زير بازنويسي ميصورت 

  .گردد از ترم افزاينده آن صرف نظر مي Ωنگه داشتن 
)17( ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)i i i i i iC a R a a a+ + +∆ = = +∆% %  

بدست آمـده و بـراي مرحلـه     aبردار  پس از هر مرحله ضرايب جديد
بـه   a ضرايب ،با تكرار مراحل. شود وارد مي aبردار  بعد ضرايب جديد

  . باشند شوند كه ضرايب پاسخ مسئله مي همگرا ميثابت يك مقدار 
  

  نتايج عددي
ه بررسي پاسخ سيستم ب IHBبا استفاده از روش در اين قسمت 

نمودار در ابتدا  .پردازيم بيان شد، مي) 9(ي  اي كه با معادله چرخدنده
توجه به اين با . گردد شدگي براي سيستم مزبور رسم مي شاخه دو

براي . باشد شدگي و آشوب قابل تشخيص مي شاخه دو پديده نمودار،
پاسخ زماني،  ،نموداربراي برخي از نقاط  اين رفتارهادرك بهتر 

براي بررسي دقت . گردد فاز ارائه مي -نگاشت پوانكاره و نمودار صفحه
  .دنگرد مقايسه ميحاصل نتايج با حل عددي نيز ارائه و ، IHBروش 

1I
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پارامتر كنترل  تعيينشدگي نياز به  در بدست آوردن نمودار دوشاخه
ه عنوان تواند ب مي  در معادلهمتغير هر كدام از پارامترهاي . باشد مي

 pFدر اين مسئله با درنظر گرفتن. انتخاب گردد كنترليك پارامتر 
ˆ و انتخاب به عنوان پارامتر كنترل 0.03µ = ،0.05mF  و=

1Ω با  .آيد مي بدست) 2(مطابق شكل شدگي  نمودار دوشاخه ،=
 كه باشد سيستم در ابتدا داراي يك مقدار مي شكل، اينتوجه به 

 pFبا افزايش . استبيانگر وجود يك جواب پريوديك با دامنه ثابت 
وجود دو  اشاره بهكه  مي گرددسيستم دوشاخه  0.084در حدود

 pFفزايش بيشتر ابا . داردپريود مختلف در پاسخ سيسستم 
 و سپس دشو تا سيستم دچار آشوب مي يافتهها ادامه  شدگي دوشاخه

براي . گردد سيستم دوباره به حالت يك پريودي باز مي 0.2در حدود 
نمودارهاي صفحه فاز و  ،زماني  بررسي صحت اين نمودار پاسخ

  . گردد ارائه مي pFپوانكاره به ازاي چند مقدار 
 0.195 و 0.1385، 0.1، 0.04برابر با  pFپاسخ سيستم براي مقادير 

ضرايب بدست آمده براي . محاسبه مي گردد IHBبا استفاده از روش 
  .نشان داده شده است) 1(پاسخ مسئله در جدول 

  
  pFل نمودار دوشاخه شدگي با پارامتر كنتر :2شكل 

  
   pF مختلف ضرايب پاسخ سيستم براي مقادير: 1جدول 

Fp ضرايب پاسخ سيستم با روشIHB 

0.04  0

1 2 3

1 2 3

0.2231
0.065, 0.0024, 0.003

0.0799, 0.0054, 0.0002

a
a a a
b b b

=

= − = − =

= = =
 

0.1  0

1 2 3

1 2 3

0.1535
0.1665, 0.1075, 0.01511

0.01483, 0.07223, 0.02051

a
a a a
b b b

=
= = − = −

= − = =
 

0.1385  0

1 2 3 4

1 2 3 4

0.1211
0.0097, 0.1614, 0.0385, 0.2007

0.0261, 0.0041, 0.0341, 0.0524

a
a a a a
b b b b

=
= = = = −
= − = = =

 

0.195  0

1 2 3

1 2 3

0.0853
0.0527, 0.2518, 0.0061

0.0029, 0.1029, 0.0009

a
a a a
b b b

=
= = − = −
= − = =

 

  
0.04Fp، به ازاي )2(با توجه به شكل  داراي يك مقدار نمودار  =

پاسخ زماني، نمودار صفحه فاز و همچنين ) 3(  در شكل. باشد مي
، پاسخ زمانيبا توجه به . رسم شده استمربوطه نگاشت پوانكاره 

شود كه در نمودار صفحه فاز به  ه يك مقدار ثابت همگرا ميب جواب
يك نقطه و در نگاشت پوانكاره به صورت صورت يك سيكل حدي 

نتايج حاصل از حل عددي در نمودارهاي پاسخ  .باشد مشخص مي
براي  .مي باشند IHBفاز نشان دهنده دقت روش  -زماني و صفحه

0.1Fp باشد كه  سيستم داراي دو مقدار مي )2(شكل با توجه به  =
درنمودار . باشد اين امر بيانگر وجود دو پريود در پاسخ سيستم مي

شود كه در نمودار  به دو مقدار ثابت همگرا مي جواب ،پاسخ زماني
صورت  نگاشت پوانكاره به درصفحه فاز به صورت دو سيكل حدي و 

پاسخ براي ) 5(  در شكل). 4شكل (باشد  ميدو نقطه مشخص 
0.1385Fp با توجه به نمودار  .بررسي شده است =
حل عددي . باشد شدگي، سيستم داراي چهار مقدار مي دوشاخه

0.175Fpدر معادلات  كه  باشد، سيستم مي پاسخ آشفتهبيانگر  =
براي نيز ) 7(شكل  .است يتورقابل ) 6(در شكل  پديدهاين 

0.195Fp   .كند با دو دامنه ثابت را تصديق مي پاسخ، وجود يك =

  
نگاشت پوانكاره به ) c(فاز،  - نمودار صفحه) b(، پاسخ زماني) a: ( 3شكل 
0.04Fpازاي    ) --  IHB، روش o حل عددي. (=

  
نگاشت پوانكاره به ) c(فاز،  - نمودار صفحه) b(پاسخ زماني، ) a: ( 4شكل 
0.1Fpازاي   ) --  IHB، روش oحل عددي . (=
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نگاشت پوانكاره به ) c(فاز،  - نمودار صفحه) b(پاسخ زماني، ) a: ( 5شكل 
0.1385Fpازاي    ) --  IHB، روش oحل عددي . (=

  
نگاشت پوانكاره به ) c(فاز،  - نمودار صفحه) b(پاسخ زماني، ) a: ( 6شكل 
0.175Fpازاي    ) -- حل عددي . (=

  
0.195Fpپاسخ زماني به ازاي: 7شكل    ) -IHB، روش oعددي  حل. (=

  
  گيري  نتيجه

براي حل ) IHB(در اين پژوهش روش بالانس هارمونيك افزاينده 
اي داراي لقي، استفاده  معادلات غيرخطي يك سيستم چرخدنده

پارامتر كنترل  با توجه بهشدگي سيستم  نمودار دوشاخه. گرديد

 شدگي و آشوب در اين سيستم هايي مانند دوشاخه پديدهترسيم و 
با نتايج IHB  حاصل از روشنتايج  .شد ارتعاشي غيرخطي بررسي

 هاي بازه مشاهده شد كه در. دي مقايسه گرديددبدست آمده از حل ع
 پاسخي با چند دامنه حركت و يا داراي ارتعاش، سيستم از خاصي
طراحي و انتخاب پارامترها با توجه با اين . شود مي آشفته يارتعاش

  .پذيرد و كنترل آشوب، صورت مينمودارها و براي حذف 
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