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 دار مکاتبات ی عهده نویسنده *
 ۲۵/۸/۱۳۸۹ :، پذیرش۱۵/۱۰/۱۳۸۸: ریافتد

ی  های لورنتس در خانواده هایی برای ترتیب سازی مشخصه
 درامدهای  توزیع

  و یدالله واقعی*,‡ غلامرضا محتشمی برزادران†زهرا بهدانی،
 مجتمع آموزش عالی بهبهان †
   دانشگاه فردوسی مشهد‡
 دانشگاه بیرجند 

 نــابرابری گیــری ن ابــزار گرافیکــی بــرای انــدازهیتــر منحنــی لــورنتس یکــی از مهــم: چکیــده
 توسط ماکس اوتو لورنز معرفی شد و از ۱۹۰۵اقتصادی است، که برای اولین بار در سال 

عنـوان یـک  اکنـون بـه های متنوع مورد مطالعه و بررسی قرارگرفـت و هـم آن پس در زمینه
ترتیـب لـورنتس یـک ترتیـب . شـده در تحقیقـات علمـی کـاربرد دارد موضوع کاملاً شـناخته

تغییرپذیری متغیرهای تصادفی نامنفی اسـت کـه در ی  ساده برای مقایسهجزئی و یک ابزار 
. ها از جملـه اقتـصاد، مطالعـات اجتمـاعی و قابلیـت اعتمـاد اهمیـت دارد بسیاری از زمینه

های لورنتس در بسیاری از علوم کاربردهای فراوانـی را  بسط و توسعه این منحنی و ترتیب
ایی از این مفاهیم در آمار با تکیه بـر کـاربرد آن در ه تر به مشخصه خواهد داشت که ما بیش
 ی در این مقاله در راستای تحقیقـات انجـام شـده ابتـدا خـانواده. اقتصاد توجه خواهیم نمود

هــای خـاص آن را بــا جایگـذاری مقــادیر خــاص روی  توزیـع بتــا را معرفـی و ســپس حالـت
هـایی  سـازی ها و مشخصه  ویژگیدر ادامه. آوریم دست میه های حدی ب پارامترها و یا حالت
هـا را بـه لحـاظ   را بیـان کـرده و ایـن ترتیـبدرامـدع ی توزی  خانوادهیاز ترتیب لورنتس برا

هـای  متغیرهـای تـصادفی نظیـر منحنـی. کرد میهای مختلف مقایسه خواه نظری برای توزیع
شی از باشـند کـه در بخـ تـری مـی سـازی لـورنتس سـاده لورنتس سلسله مراتبی دارای ترتیب

در نهایـت منحنـی لـورنتس و ضـریب جینـی . پـردازیم هـا مـی های آن مقاله به بیان مشخصه
مد استان خراسان جنـوبی ا های در کنیم و داده ورد میا را بر۱۳۸۴خانوارهای ایران در سال 

 .کنیم سازی می  شهری و روستایی ترتیبدرامدهای  را برحسب داده
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 ؛ب ستارهیترت؛ ب لورنتسی ترت؛ ضریب جینی؛ لورنتسی منحن؛درامدع یتوز :واژگان کلیدی
 .ب محدبیترت

  مقدمه -۱
شـوند را شـنیده  شاید بارها این جمله کـه ثروتمنـدان هـر روز ثروتمنـدتر و فقـرا فقیرتـر مـی

در خـصوص . نابرابرهـای اقتـصادی در جامعـه دارد  بیان این جمله حکایت از وجود.باشید
ای در جهـت کـاهش جـدی عـدم تعـادل  سـابقه های بی تلاش، قرن بیستم شاهد درامدتوزیع 

عنوان ابزاری مهم با نقـش  های مثبت آماری به توزیع. بوده است) های اقتصادی ناهمواری(
بـا شناسـایی منطقـی یـک . رونـد های مثبت به کار می بسیار ارزنده در تجزیه و تحلیل داده

راحتـی  ها و تفـسیر نتـایج بـه ستنباطهای کمی اقتصادی، ا توزیع معتبر و مناسب برای داده
 -ن طبقـات مختلـفیها، بـدرامدع ی توزیها  لورنتس بر اساس دادهیمنحن .پذیرد انجام می

ن طبقـات مختلـف ی از بیتیه اقلک ین معنیرد، بدیگ یعادلانه صورت م ریطور غ  بهه غالباًک
 یهـا ن گروهی برامدد ی هیدهند و بق یص می را به خود تخصی ملدرامد از یجامعه سهم بزرگ

 . گردد ی حاصل م-شود یع میگر توزیمتعدد د
 حالـت یـک و درامـد یهـا عین توزیتر ه از مهمکع بتا، ی توزی ن مقاله ابتدا خانوادهیدر ا

 لـورنتس ی منحنـیرده سـپس بـه معرفـکـ یباشـد را معرفـ ی مدرامد یها عیگر توزی از دیلک
م و در یپـرداز ی مـی اقتـصادیهـا ی نـابرابری سهیـ مقای بـرایکین ابزار گرافیتر عنوان مهم به

ع یـ توزی  خـانوادهی بـرا را آنیهـا  از مشخصهیرده و برخکف یب لورنتس را تعری ترتادامه
 درامـدهـای  در نهایت منحنی لورنتس و ضریب جینـی متنـاظر بـا داده. مینک یان می بدرامد

تان خراسان جنوبی را برحسب  اسدرامدهای  کنیم و داده ورد میا را بر۱۳۸۴ایران در سال 
شـده در  از جملـه تحقیقـات انجـام. کنـیم سـازی مـی  شهری و روستایی ترتیبدرامدهای  داده
 . اشاره کرد]۱[ به  و در ایران]۱۱[ ،]۱۵[، ]۷[، ]۲ [توان به های اخیر می سال

 درامدهای  توزیع -۲
 شـکل یـک تـابع چگـالی  را بـهدرامـدویلفرد پاراتو اولین کسی بود که یک مـدل از توزیـع 

سازی  های احتمال زیادی وجود دارد که برای مدل  توزیع،در آمار. ]۱۶ [احتمال معرفی کرد
هـای احتمـال،  روند ولـی از میـان تمـامی توزیـع توزیع متغیرهای تصادفی پیوسته به کار می



 153                  هاي درامد               ي توزيع هاي لورنتس در خانواده هايي براي ترتيب سازي مشخصه

 ..................... 167 -151، صص 1389پاييز و زمستان ، 2  ي ، شماره21سال ، هاي آمار رسمي ايران ي بررسي مجله  .....................

ازی توزیـع س باشند برای مدل های احتمال پیوسته با مقادیر نامنفی که عموماً چوله می توزیع
را  خـاص آن یهـا  و حالـتی پـنج پـارامتریع بتـایـتوز. گیرنـد  مورد استفاده قرار میدرامد
 .ی توزیع درامد دانست و معرفی کرد ترین اعضای خانواده توان یکی از مهم می

  بتایها عیخانواده توز -۱-۲
ر اسـت یـل ز احتمـای تـابع چگـالی و دارایع پـنج پـارامتری توزیکافته ی می تعمیع بتایتوز
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 ،, , ,a b p q   ،c  1 و ( ) تابع گاما است . 
c، )۱ (ی اگردر رابطه 1فلر پـاراتو ( نوع دوم ی تهافی می احتمال بتا تعمی تابع چگال

) افتهی میا پاراتو تعمی , , , )GB a b p q2 (ی افتـهی می تعمـیع بتـایدر توز. دهد یجه میرا نت 
pنــوع دوم اگــر  1 ،a 1و q  ــ توز1   ســینگ مــادالایهــا ب بــا توزیــعیــع بــه ترتی

)( , , )SM a b q(نوع دومی، بتا  )( , , )B b p q2( و داگـم )( , , )D a b p (ارز  هـم
pیگـــذارین بـــا جایهـــم چنـــ. اســـت a  )  نـــوع دومیپـــاراتو( توزیـــع لومـــاکس 1

pو q  ـــــگ ل1 ـــــع ل ـــــتیک وژ توزی ـــــسک(س ـــــینت) فی ـــــه م ـــــر یج ـــــود و اگ  ش
a p q b   1استاندارد و ی یافته ستیک تعمیموژ توزیع لگ ل a q   توزیع 1
qدادن  ز بـا قـرارییافته ن توزیع گامای تعمیم. دهد یجه میلوماکس معکوس را نت   و

/ab q  هـای  هـای گامـا و وایبـل نیـز حالـت جائی کـه توزیـع از آنشود و  حاصل می 1
 .روند شمار می  نیز به۲GBهای حدی از  اند لذا حالت یافته خاص گامای تعمیم

cبــــا قــــرار دادن   نــــوع اول ی افتــــهی می تعمــــیع بتــــایــــ توز)۱( ی  در رابطــــه 
)( , , , )GB a b p q1 (ـــرا دار ـــم ی ـــه در اک ـــر نی ـــه اگ q رابط  aو  1  1 ـــتوز ع ی

aپاراتو، 1نوع اول و یع بتای توز q جـه خواهـدیافتـه را نتی می تعمیع گامای توز 

)۱( 
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باشـند کـه بـرای   میدرامد یها عیگر توزیس و چامپرنون نیز از دیوی، دینی بنیها عیتوز .داد
 .گیرد تواند مورد استفاده قرار  می]۱۱[ها   آنی مطالعه

 درامـد یهـا عیـ توزی  از همـهیلک حالت یک ]۹[ در راستای تحقیقات جانسون و کوتز
 :مینک یف میر تعریصورت ز به  نه پارامتری مشهور است رای یافته ه به توزیع بتای تعمیمک
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بـسیاری . باشـند پارامترهای توزیع می c و r ، ،h ،q ، ،b ،g،aکه در آن 
هـای  توان با جایگذاری مقادیر خاص روی پارامترهـا و یـا حالـت  را میدرامدهای  از توزیع

eبـــــا قـــــرار دادن . دســـــت آورده حـــــدی بـــــ a  1 ،c a a 2 3 ،r a   31 ،
a a  21 ،h 1 و g  یک توزیع سینگ مـادالا بـا پارامترهـای )۲( ی  در رابطه 

a3 ،a2 و a1اد بــودن تعــداد یــل زیــدل بــهکــردن بــا توزیــع بــالا  ولــی کــار. شــود  نتیجــه مــی
) پـنج پـارامتری(یافته   بین توزیع بتای تعمیمی  رابطه۱شکل .  آن مشکل استیپارامترها

  .)]۴[( دهد را با چند توزیع دیگر نشان می
 

 

 

  پارامتري5
  
  
   پارامتري4
  
  
   پارامتري3
  
  
   پارامتري2

ها  بین آنی  توزیع بتا و رابطهیخانواده چند حالت کلی از-۱شکل 

)۲( 
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  منحنی لورنتس-۳
 شـد و از یتوسط ماکس اوتـو لـورنز معرفـ ،۱۹۰۵ن بار در سال ی اولی لورنتس برایمنحن

ن ابزارهـا بـوده یتـر  در اقتصاد جـزء مهـمدرامد یها عی توزی  در مطالعهیمنحنن یآن زمان، ا
Fتابع معکـوس(است اگر تابع چندک  1 (بـرای متغیـر تـصادفیXعیـ بـا تـابع توزF 

 :صورت زیر تعریف شود به
( ) sup{ : ( ) }, [ , ]F t x F x t t   1 1 

)(گاه منحنی لورنتس آن   آن )L u( شود یف میر تعریصورت ز به : 

( ) ( ) , [ , ]
( )

u
L u F t dt u

E X
  11 1 

 :شود  نتیجه می)۳( ی طور مستقیم از رابطه نتایج زیر برای منحنی لورنتس به
 L روی [ , ]1 پیوسته با ( )L   و ( )L 1  . است1
 Lیک تابع صعودی است . 
 L یک تابع محدب است. 

 . ها یک تابع لورنتس از یک توزیع آماری معین است بر عکس هر تابع با این ویژگی
شوند ضریب جینی از  نتس تعریف میهای بسیاری بر اساس منحنی لور شاخص

.  در جامعه کاربرد دارددرامدهایی است که برای سنجش میزان نابرابری  ن اندازهیتر مهم
صورت دو   معرفی شد و به]۸ [ توسط کورادو جینی۱۹۱۲ ضریب جینی اولین بار در سال

 :صورت زیرتعریف می شود  بین منحنی لورنتس و خط قطر، بهی برابر ناحیه

 ( ) ( )G u L u du L u du    
1 12 1 2
 

 
 که همواره نامنفی و مقداری بین صفر و یک خواهد بود و بهترین حالت آن وقتی است که 

)افتد که  مقدار آن برابر صفر باشد و این وقتی اتفاق می )L u uباشد . 
 
 

)۳( 
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 های لورنتس   ترتیب-۴
 احتمـال وجـود یهـا عیـ توزیندگک و پرایریرپذیی تغی سهی مقای برایها و ابزار متفاوت روش

هـا و از جملـه  بیـان ترتیـن میـتم و در ایانس لگـاریـانـه، واریانس، بـرد، میدارد مانند وار
 ی نـامنفی تـصادفیرهـای متغیریرپـذیی تغی سهیـ مقای ابـزار سـاده بـرایـکب لورنتس یترت

 لـورنتس یه بـا توجـه بـه منحنـکـ اسـت ی تـصادفیها بی از ترتیکیب لورنتس یترت. است
X ی نـامنفی تصادفیرهایمتغ X و 1 ف یـر تعریـصـورت ز  بـهی متنـاهیهـا نیانگیـ بـا م2
 : شود یم

( ) ( ), [ , ]L LX X F F L u L u u      1 2 1 2 1 2 1 
Xکه  Xتر از   بزرگ1  یتر مک ی ناهموارF1م ییا گویشود و   در حالت لورنتس خوانده می2

های تصادفی ستاره و محدب ترتیب لورنتس را نتیجـه  ترتیب. دهد یش مینماF2نسبت به 
 :شوند صورت زیر تعریف می دهند و به می
 Yیتـصادف ریـتر از متغ کوچکنظر ترتیب محدب   ازXیتصادف ریم متغیی گو.۱ فیتعر

CXXمیسینو یاست و م Yهر تابع محدب یازا ، اگر به hمی داشته باش: 
 .[ ( )] [ ( )], :E h X E h Y h R R  

و توابـع  G و Fعیـ بـا توابـع توزYو X یامنف نـیر تـصادفیـ دو متغیبـرا. ۲فیتعر
Fکچند 1 و G 1یر تصادفیم متغیی، گوXر یتر از متغ کوچک یتیب ستاره ا از نظر تر

ــصادف ــYیت ــنو ی اســت و م X*م یسی Y ــر )، اگ )
( )

G u
F u





1

ــه1 ــر   ب )ازای ه , )u   1 
 .صعودی باشد

هــای   بــا میــانگینY و Xومار بــرای متغیرهــای تـصادفی نــامنفی یکد و شــانتیکشـ
ف یمتناهی تعر

( ) ( )CX
X Y

E X E Y
۱۷ [ه دادندیب لورنتس ارای ترتی را برا[. 

 لورنتس کاملاً مشخص است که ترتیب لورنتس نسبت بـه یف منحنی تعر ازبا استفاده
 : ا استیمقیاس پا

,L LX X aX bX a b    1 2 1 2 
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Xه بـرای متغیرهـای تـصادفی نـامنفی کـنـشان داد توان  یو م X و 1 هـا و  بـا میـانگین 2
)های متناهی به ترتیب  واریانس )E X ) و 1 )E X و 2 1

 و 2 2
 :داریم 2

.
( ) ( )LF F

E X E X
   

  
   

  
22

21
1 2

1 2
 

X  اگر.۱ی  هیقض X و 1 دو متغیر تصادفی مثبت با میانگین متنـاهی و توابـع چنـدک  2
( )F t1

) و 1 )F t1
) باشد و اگر 2 )( )

( )
F t

U t
F t




1

1
1

2
 :گاه آن ،

۱ (LX X1 ) اگر 2 )U t در ( , )  . صعودی باشد1
۲ (LX X1 )اگر  2 )U t در ( , )  . نزولی باشد1
۳ (LX X1 )اگر 2 )U t C در ( , )  .مقداری ثابت باشد1

 .کند  بین ترتیب لورنتس و ترتیب ستاره را بیان میی  رابطه۲ ی قضیه
 متغیرهای تصادفی نامنفی با میانگین متنـاهی Yو Xفرض کنید  .)]۱۷[( ۲ی  قضیه
X*گر  ا.باشد Y آن گاه LX Y. 

 .باشد ی م۱ ی هی قض۱ قسمت این قضیه کاربردی از
ــسجو رابطــهک ــی لف ــن ترتی ب ــیــب ســتاره و ترتی ــدون ســاختن ه ــورنتس را ب چ یب ل
ه کــرد کــقــت او ثابــت یدر حق. ]۱۰ [ردکــع اثبــات یــ دو توزیهــا نیانگیــ می رویتیمحــدود

*X Yدهـــد یجـــه مـــی نت( )
( )

G

F

L u
L u

] اســـت در یصـــعود , ]u   جـــه یه در نتکـــ 1
( ) ( )F GL u L uی برا [ , ]u   1. 

) گــــرا .۱ لمثــــا ) ( )P X P X    11 2 ) و 2 ) ( )P Y P Y    12 5 آنگــــاه  2
,( )
.( )

uG u
uF u









 


 

1

1
1 2

5 2 1 2
2

1
ــــابع ــــی اســــت ی صــــعودی ت X* یعن Yجــــه یو در نت

LX Y)]۱۷[.( 
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)فــرض کنیــد . ])۷[( ۳ ی هیقــض )g xاگــر .  یــک تــابع پیوســته و اکیــداً صــعودی باشــد
 * ( )g XE  موجــود باشــد آن گــاه *( )L u) منحنــی لــورنتس ( )Y g X ( 

 :موجود و نتایج زیر برقرار است

۱(   *( ) ( )L u L u اگر ( )g x

x
 . اکیداً نزولی باشد

۲(   *( ) ( )L u L u اگر( )g x

x
 .ثابت باشد 

۳(   *( ) ( )L u L uاگر ( )g x

x
 .اکیداً صعودی باشد 

 .دهیم  ارجاع می]۷[اثبات این قضیه به  ی خواننده را برای مشاهده
)های خاص را با مـشخص کـردن  برخی از توزیع ۱جدول  )Y g X  و اسـتفاده از

 .دگان انجام شده استکند که توسط نویسن سازی می  ترتیب۳ ی قضیه

 های لورنتس های پارامتری از منحنی  توزیع-۵
هـای  های اقتـصادی و آمـاری نـاهمواری  در تحلیل]۱۴ [با توجه به اهمیت منحنی لورنتس

. انـد های لورنتس تجربی پیشنهاد شده های پارامتری زیادی برای تقریب منحنی درامد، مدل
هــای لــورنتس  س را کــه ترکیبــی از دیگــر منحنــیهــای لــورنت اخیــراً یــک خــانواده از منحنــی

معرفی شـده اسـت کـه در ایـن دیـدگاه از هـر ) های لورنتس سلسله مراتبی منحنی(باشد  می
 . خواهد بودLی  های بعدی، تعمیمی از مدل اولیه  دنباله منحنیLمنحنی لورنتس 

 ( ; ) ( )L u u L u  1 ،u  ــــــا 1 ــــــه ی  ک 1 ــــــا  و ی   و 1
'''( )L u  . 

 ( ; ) { ( )}L u L u   2 ،u   که 1 1. 
 ( ; , ) { ( )}L u u L u    3 ،u  , و 1  1. 

 :های لورنتس است در حقیقت ی آسان ترتیب یک مزیت این دیدگاه محاسبه
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 ۳ی  ها با استفاده از قضیه سازی لورنتس برای برخی از توزیع  ترتیب-۱جدول 

gوضعیت تابع  ترتیب لورنتس ( x )
x

 در 
 کل دامنه

yتابع  = g ( x ) X  وY 

( ) ( )
Y X

L u L u یک تابع صعودی ( )
x

g x
x




 

1
 

 
~ ( , )X B   

~ ( , )Y F  2 2
 

  
 

 

برای   1 ،( ) ( )
Y X

L u L u 
برای   1،( ) ( )

Y X
L u L u 

برای   1،( ) ( )
Y X

L u L u 

برای    یک تابع 1
 و برای صعودی  1 

یک تابع نزولی و برای 
    ثابت 1

/( )g x x
 1 

 
~ exp( )X  

~ wei( , )Y  
 

   
 

xبرای  e ( ) ( )
Y X

L u L u 
x e ،( ) ( )

Y X
L u L u 

xبرای  e،( ) ( )
Y X

L u L u 

xبرای  eیک تابع نزولی  
xبرای  e  یک تابع 

xصعودی و برای  eثابت 
( ) log( )g x x 

~ Par( , )

~ exp( )

X x

Y





0

~ ln( , )

~ ( , )

X

Y N

 

 

2

2

 

 ( ; ) ( ; )LL u L u 1 1 1  اگر و فقط اگر 2  1 2 . 
 ( ; ) ( ; )LL u L u 2 1 2  اگر و فقط اگر 2  1 2 . 
 های قبل نتایج را برای  یک ترکیب از حالتL3دهد نتیجه می. 

  درامدهای   توزیعی  ترتیب لورنتس برای خانواده-۶
هـای تـصادفی و از جملـه ترتیـب لـورنتس بـرای   ترتیـبی  در زمینه،]۳[ ،نسونکیاز ات بعد

هـای اخیـر فقـط  های زیادی انجام گرفته است ولـی تـلاش  تلاشدرامدهای   توزیعی مقایسه
سـازی   پـارامتری را مشخـصهدرامـدهـای   توزیـعی هایی از ترتیب لورنتس در خانواده ویژگی

 سـاده ماننـد ی و دو پارامتریک احتمال یچگال یها  تابعیب لورنتس برایترت. نموده است
 : میتو داراع پاری توزی مثال برایبرا.  استیتو دارای فرم خطانرمال و پار لگ
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( ) ( ) , .L u u u    
111 1 1 

 :توان نشان داد یم
.LX X    1 2 1 2 

ع یـ لـورنتس متنـاظر بـا آن توزی منحنش پارامتر یتو با افزااع پاریگر در توزیعبارت د به
ع یـ توزی بالاتر است و برا،تر کوچک  با پارامتری لورنتسیابد و از منحنی یش میز افزاین

 : ر استیصورت ز  لورنتس آن بهینرمال منحن لگ
 ( ) ( ) ,L u u u    1 2 1 

LXه کدهد  یجه مین نتیو ا X    2 2
1 2 1 ع یـگـر در توزیعبـارت د به). ]۱۱[ (2

نرمــال هــر چــه پــارامتر  لــگ ــ2 در . تــر خواهــد بــود نییتــر باشــد تــابع لــورنتس پــا شی ب
 . ستی نیگر دارای فرم خطیب لورنتس دی ترتی سه و چهار پارامتریها خانواده

 

Xفــــرض کنیــــد . )]۱۲[( ۴ی  قــــضیه Xو  1 متغیرهــــای تــــصادفی نـــــامنفی و  2
~ ( , , , )X GB a b p q1 1 1 1 ~ و 12 ( , , , )X GB a b p q2 2 2 2  : در این صورت22

aاگر   )۱ p a p1 1 2 2 ،aq a q1 1 2 a و 2 a1 LX آنگاه 2 X1 2  
LXاگر   )۲ X1 a آنگاه 2 p a p1 1 2 aq و 2 a q1 1 2 2. 

GBع ی از توزی حالت خاصدرامد یها عی توزتر بیشه ک از آنجا  بـالا ی هیاند لـذا قـض2
 .]۱۲[دهد  ی مهیر را ارایع نیز نتایج زیهای این توز  زیرخانوادهی  همهیبرا

)نگ مادلا یع سی توزیبرا , , ) ( , , , )SM a b q GB a b q 2  :می دار1
.aq a q1 1 2 LX و 2 X a a  1 2 1 2 

)ع داگم با ی توزیبرا , , ) ( , , , )D a b p GB a b p 2  :می دار1
.a p a p1 1 2 LX و 2 X a a  1 2 1 2 

) دوم،  نوعیع بتای توزیبرا , , ) ( , , , )B b p q GB b p q2 2 1 
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,q q1 LX و 2 X p p  1 2 1 2 
)تو اا پاری یکستوژع لگ لی توزیو برا , ) ( , , , )LL a b GB a b 2 1  :میدار1

LX X a a  1 2 1 2  
ـــ تجز۲شـــکل  )ی فـــضای هی , )a aqـــین ت ـــورنتس ب ـــرای ترتیـــب ل ـــع را ب هـــای  وزی

~ ( , )F SM a q و ~ ( , )G SM a q ۲[دهد  ی نشان م[. 
 .کند  میبیانهایی از ترتیب لورنتس را برای دو توزیع متفاوت   بعد مشخصهی قضیه
 :های زیر برقرار باشد فرض کنید یکی از شرط ).]۱۲[( ۵ی  قضیه

۱- ~ ( , , )Y GB a p q2 ،~ ( , )X GG a p  با ap a و aq  1 ،a a 
۲- ~ ( , , )X GB a p q1 ،~ ( , , )Y GB a p q2    ــــــــــــــــــا aq ب 1  ،a a ،

ap ap  و aq aq   
۳- ~ ( , , )X GB a p q1 ،~ ( , )Y GG a p  با ap ap  و a a 

LXآن گاه  Y. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ـــکل  ـــه-۲ش ـــضای   تجزی )ی ف , )a aqـــع ـــورنتس توزی ـــب ل ـــرای ترتی ـــای   ب )ه , )F SM a q و 
( , )G SM a q  

 

a
a

aq 

aq

LG FFوGقابل مقایسه 

FوGقابل مقایسهLF G 
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 .ها بیان کرد هایی از این توزیع توان حالت خاص این قضیه را برای زیرخانواده در نتیجه می
 : ر برقرار باشدیط زی از شرایکی اگر ).]۱۲[( ۱ی  جهینت

~ ( )X G p، ~ ( , )Y B p q2  باp p  وq 1؛ 
~ ( )X W a ،~ ( , )Y SM a q با aq 1 و a a؛ 
~ ( )X E 1 ،~ ( )Y L q  باq   ؛1

~ ( )X W a ،~ ( )Y LL a  باa a 1؛ 
~ ( , )X GG a p  ،~ ( , )Y D a p با a  1 ،ap ap وa a؛ 

LXگاه  آن Y. 
 .پردازد های ترتیب لورنتس برای میانگین نمونه می  بعد به بیان ویژگیی قضیه

n ،nبرای هر  ).]۲[( ۶ی  هیقض nLX X  1. 
ب یــ ترتی برقــراریط لازم بــرایشــراکــه توســط نویــسندگان تهیــه شــده اســت  ۲جــدول 
ام و i واقـع در سـطر ی رابطـه. دهـد ی نـشان مـ رامـدا دریهـا عی از توزین برخیلورنتس ب

ع واقـع در یـ توزیب لـورنتس بـرایـ ترتی برقـراری برایافکام جدول شرط لازم و jستون 
 .باشد یام ستون اول مi ی ام سطر اول جدول و خانهj ی خانه

 های کاربردی ثال م-۷
 یدهد، ایـن شـکل منحنـ ی را نشان م۱۳۸۴ران در سال ی لورنتس خانوار ای منحن۳ل کش

 آمـارگیری از هزینـه و«شـده از طـرح  گیری  خانوار نمونهی نهیهای هز لورنتس متناظر با داده
 مقـدار ضـریب جینـی ۳جدول . باشد  می۱۳۸۴سال » درامد خانوارهای شهری و روستایی

 . دهد ها را نشان می متناظر با این منحنی
بگیـری شـهری  های درامد حاصل از مشاغل مزد و حقوق  منحنی لورنتس داده۴شکل 

 ضریب جینی هر یک را نـشان  و)سمت راست(و روستایی خانوار استان خراسان جنوبی 
های درامد خانوار   این سال در کشور، دادهطور که از شکل مشخص است در همان. دهد می

دهد به بیان دیگر خـانوار شـهری  تری نسبت به افراد روستایی نشان می شهری ناهمواری کم
  کـه در باشـند در حـالی تـر از خـانوار روسـتایی آن مـی استان از نظر ترتیب لورنتس کوچـک
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 ۱۳۸۴ل های خانوار شهری و روستایی در سا  ضریب جینی داده-۳جدول 

  ی کل هزینه ی شهری هزینه ی روستایی هزینه

 ضریب جینی ۴۳۲/۰ ۴۱۶/۰ ۳۹۹/۰

 و بـا اسـت مشابه  خانوار شهری و روستایی متقاطع و نسبتاًدرامد منحنی لورنتس ،استان
 حاصـل از یهادرامـدتوان گفت خانوار روسـتایی در ردیـف  ها می توجه به ضریب جینی آن

تـری نـسبت بـه خـانوار شـهری   دارای تغییرات و ناهمواری کـمبگیری مشاغل مزد و حقوق
 .باشند می

 نتیجه -۸
 ی  از خـانوادهی برخـی لـورنتس بـرایهـا بیـ از ترتییهـا  مشخـصهیق به بررسـین تحقیدر ا
ن یب لورنتس بی ترتی برقراری برایافکط لازم و ی از شرایم و برخی پرداختدرامد یها عیتوز
هــا در  بیــن ترتیــه اکــم یردکــم و مــشاهده یر نمــودکــهــا را ذ عیــن توزیــ ای تــصادفیرهــایمتغ

 ی فرمـی دارای و دو پـارامتریـک ی  در خـانوادهی ولـ،یر خطی غیپارامتر  چندیها خانواده
ـــه .باشـــند ی مـــیخطـــ ـــایج تحقیقـــات روی هزین   هـــای شـــهری و روســـتایی کـــشور در نت

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 )چین شهری ممتد و روستایی خط (۱۳۸۴در سال ی کشور  های هزینه  منحنی لورنتس برای داده-۳شکل 
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از . ی شهرنـشینان نـسبت بـه روسـتاییان بـود تـر هزینـه گر ناهمواری بیش  بیان۱۳۸۴سال 
بگیـری کـشور و اسـتان خراسـان جنـوبی در ایـن سـال  ی درامد مزد و حقـوق طرفی مقایسه
دهد در میان این  مینتایج نشان . دهد تر در استان نسبت به کشور را نشان می ناهمواری کم

نــسبت بــه ) ۳۱/۰(تــری  قــشر از جامعــه در اســتان، روســتاییان دارای ضــریب جینــی کــم
) ۴۲/۰(در حالی که در کشور روستاییان دارای ضریب جینی . هستند) ۳۴/۰(شهرنشینان 

تـرین  های تصادفی یکی از مهم ترتیب .باشند می) ۳۵/۰(بالاتر از ضریب جینی شهرنشینان 
 کـاربرد دارد و در ،هـای علـوم هـا و شـاخه بسیاری از زمینه تصادفی است که درهای  ترتیب
 مرتـب یها ع آمارهی توزی لورنتس برایها بیاز جمله ترتی این تحقیق کارهای زیادی  ادامه

, ی تصادفی  نمونهیکبر اساس  ,..., nX X X1  و یز قابـل بررسـیـوردهـا نکع ریـا توزی 2
در راستای تحقیقـات . دهد یجه می را نتیات جالبکط نی شرای در بعضهکباشد  یمحاسبه م
هــای لــورنتس بــرای   ترتیــب]۶[ و بــارتزویچ و اسکولیموســکا ]۵[، بــارتزویچ ]۱۳ [کوچــار
عنوان  باشد که به های وزنی از موضوعات جالب توجه می های مرتب، رکوردها و توزیع آماره
 .  تحقیق مد نظر قرار گرفته استی ادامه

 
 
  

 
و ) خـط ممتـد(بگیری افراد شهری  های درامد حاصل از مشاغل مزد و حقوق  منحنی لورنتس داده-۴شکل 

 )نمودار سمت چپ(و کشور ) نمودار سمت راست(استان خراسان جنوبی ) چین خط(افراد روستایی 
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