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   خمشي كيرشهف چهار پهلوييي ء محدود براي صفحهزقالب ج
  

  2محمدزاده  حميدرضاو  1* پژند محمد رضايي
  هدش دانشكده مهندسي، دانشگاه فردوسي ماستاد 1

   آزاد اسلامي كرمان دانشگاه، مهندسي دانشكدهكارشناس ارشد  2
  

  چكيده
 ماتريس سختي به دو بخش پايه و شيوه،در اين . باشد ويي از روش قالب جزء محدود مي بهره ج، ماتريس سختيرابطه سازيكارهاي نوين در كي از راهي

ها به كار  پاسخ  كافي و افزايش دقت ي  بالا براي دست يافتن به مرتبهي بخش پايه براي اطمينان از همگرايي و بخش مرتبه. شود  بالا تقسيم ميي مرتبه
سازي ماتريس سختي   براي رابطه،ازسوي ديگر. هاي حركتي كرنش ثابت سود جست  از حالتد باي،ايهبراي به دست آوردن ماتريس سختي پ. روند مي

 ازدراين مقاله . شود مي        هاي كرنش ثابت كنار گذاشته  سهم حركتي حالتبخش،دراين .  بالابهره گرفتي هاي حركتي مرتبه بايدازحالت،  بالاي مرتبه
 ي قالب جزء محدود، ماتريس سختي پايه و مرتبهفن  در. شود  استفاده مي بالاي سازي ماتريس سختي مرتبه اي رابطه بر،كرنش انحرافي طبيعي راهكار

براي كه ماتريس سختي  آورد مي ها شرايطي را فراهم  قراردادن مقدارهاي مناسب به جاي اين عامل.دنهاي آزادي را درخود جاي ده بالا بايد عامل
با بهره جستن از  .گردد  ميسازي رابطه ماتريس سختي جزء چهار پهلويي خمشي مقاله، يكدر اين . شته باشدادر مناسبي هاي نامنطم رفتا هندسه

 رفتار بهتري از ، نسبت به جزءهاي پيشينپيشنهادي جزء سازند، مي آشكارها  نتيجه. هد شدواتحليل خعددي ساله  چندين مپيشنهادي،ماتريس سختي 
  .ساسيت كمي نسبت به كجي و جهت شبكه دارددهد و ح خود نشان مي

 . ماتريس سختيف،هكيرشي  قالب جزء محدود، اجزاي محدود، صفحه : كليديواژگان

  
  مقدمه -1

 سال از تولد راهكار جزء محدود 60وجود اينكه حدود  با
 هرروزه راهكارهاي جديدي توسط پژوهشگران در ،گذرد مي

هدف اصلي اين . گردد سازي اين دانش ارائه مي زمينه رابطه
ها ارائه راهكار ساده و مناسب براي دست يافتن به  پژوهش

 1950از آغاز دهه . باشد ماتريس سختي بهينه براي جزها مي
اي وارد دانش  ميلادي كه روش جزء محدود به طور گسترده

ا و ه مهندسي و فيزيك شده است، تا به امروز دشواري
هدف اصلي . سر گذاشته است هاي بسياري را پشت  يكامياب

ي از روش جزء محدود، ارائه راهكار يپژوهشگران در بهره جو
هاي پيوسته و تحليل تنش و   محيطئلمناسب براي حل مسا

راهكار بهره جستن از . هاي مهندسي بوده است كرنش در مساله
هاي بسياري را در   دشواري،تابع شكل در ارائه ماتريس سختي

 كه با بهره اند ين رو پژوهشگران تلاش كردها از .پيش داشته است
جستن از راهكارهاي مناسب ديگر، روشي را ارائه دهند تا بدون 

هاي شكل بتوانند ماتريس سختي جزء را  بهره جويي از تابع
 راهكار قالب جزء محدود يكي از ،از اين ميان. دندربدست آو

 هاي ساختن ماتريس سختي ترين و جديدترين شيوه  مناسب
در اين پژوهش تلاش شده است تا با بهره جستن از اين . است

سازي ماتريس سختي با اين شيوه به نظر  راهكار چگونگي رابطه
كند در اين شيوه ماتريس  خاطر نشان مي. خوانندگان برسد

بخش . شود سختي جزء به دو بخش پايه و مرتبه بالا تقسيم مي
به بالا براي دست ان از همگرايي و بخش مرتنپايه براي اطمي

هاي دقيق مورد استفاده  يافتن به مرتبه كافي و رسيدن به پاسخ
، راهكارهاي به دست آوردن لازم به ذكر است. گيرد قرار مي

كه براي  در صورتي. دنباش ماتريس سختي پايه محدود مي
هاي گوناگوني بهره  توان از شيوه سازي سختي مرتبه بالا مي رابطه
 از روش كرنش طبيعي فرضي براي همقالدر اين . جست
ناگفته نماند، . جويي شده است سازي كرنش مرتبه بالا بهره رابطه
هاي كيرشهف صورت  براي صفحه، سازي ماتريس سختي رابطه

از اين رو محدوده كاربرد اين ماتريس سختي براي . گرفته است
 عبارتبه . باشد هاي كوچك مي هاي نازك با تغيير شكل صفحه
هاي برشي  سازي ماتريس سختي از تغيير شكل در رابطه ،ديگر
 در صورت نياز به  كهكند خاطر نشان مي. نظر شده است صرف

 - رايزينرديدگاهتوان از   مي،هاي برشي وارد كردن تغيير شكل
 .]1[ت س بهره جميندلين
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  ويژگي كلي قالب جزء محدود-2

هاي دانش جزء محدود كه در مرزهاي اين  يكي از موضوع  
. برپايي اجزاي با كارايي بالا استدانش رو به رشد قرار دارد، 

براي رسيدن به اين هدف، از راهكار قالب جزء محدود بهره 
اين روش يك راهكار جبري در ارائه ماتريس سختي . جويند مي
 ه سازدهاي زير را برآورد  شرطد اين شيوه هر جزء بايدر. باشد مي

]2[.  
  .بايستي آزمون جزء تكين را پاسخگو باشدجزء هر: سازگاري) الف
  .ماتريس سختي جزء بايد داراي مرتبه كافي باشد: پايداري) ب
هاي آزاد  معادله هاي سختي جزء بايست عامل: عاملدار بودن) ج

  .را در بر بگيرند
هاي سختي جزء نبايد نسبت به انتخاب  معادله: بودننامتغير ) د

  .دستگاه سنجش ويا شماره گره حساس باشد
براي اطمينان از همگرايي ) ب(و ) الف(هاي   در اين راهكار شرط

شرط سوم امكان . رود كار مي هاي دقيق به ها به پاسخ جواب
سازي جزء مورد نظر را براي كار بردهاي ويژه فراهم  بهينه
ها  بيني رفتار سازه را در آزمون وآخرين شرط، پيش. دكن مي

  . سازد ممكن مي
  
  سازي ماتريس سختي   رابطه-3

شكل كلي ماتريس سختي كه از روش قالب جزء محدود به   
  .]3 و 2[باشد  مي) 1(آيد، همانند رابطه  دست مي

  
)1(                             )()( jhibe KKK βα += 
  

)(دراين رابطه ibK αنشان دهنده ماتريس سختي پايه است  .
هاي  ماتريس ياد شده براي دست يافتن به همگرايي در تحليل

)(.رود عددي به كار مي jhK β سختي مرتبه بالاي جزء را در 
هاي   براي پايداري در تحليلذكور،از ماتريس م. گيرد بر مي

توان گفت، ماتريس  تر مي به زبان ساده. گيرند عددي بهره مي
سختي مرتبه بالا نقش رسيدن به مرتبه كافي در ماتريس سختي 

بايد دانست، اين ماتريس را گاهي براي افزايش . را به عهده دارد
در حالت كلي هر دو . برند ها نيز به كار مي دقت در پاسخ

خاطر نشان .هاي آزاد هستند  داراي عاملhK وbKماتريس
كند، براي اين عامل بايد با راهكار مناسب، مقدارهاي عددي  مي

هاي آزاد به طور معمول در  شمار اين عامل. مناسبي پيدا كرد
هاي آزاد در ماتريس  ماتريس سختي پايه كمتر از شمار عامل

هاي آزاد  ه است كه، شمار عاملشايان توج. مرتبه بالا است

ها در ماتريس پايه براي خود  وهمچنين مقداري كه اين عامل
 در يك شبكه يكسان باشد درغير اين صورت دكند، باي اختيار مي

 اطمينان حاصل كردتوان از برآورده شدن آزمون جزء تكين  نمي
هاي آزاد در ماتريس سختي مرتبه بالا در  شمار عامل. ]4[

اي  هاي چند جمله هاي ماتريس سختي از دنباله ه درايهك صورتي
توانند از  ها مي همچنين اين عامل. به دست بيايند، نامحدود است

اين كار . جزئي به جزء ديگر در يك شبكه تحليلي تغيير نمايد
از آنجا كه بهره جستن از يك . هيچ اثر منفي در همگرايي ندارد

امحدود، در كارهاي عملي هاي ن اي با جمله دنباله چند جمله
همچنين . يابد ها كاهش مي پذير نيست، شمار اين عامل امكان

ها در يك ءهاي ياد شده براي همه جز شود، عامل پيشنهاد مي
  .شوند يكسان فرض ،شبكه تحليلي

  
 سازي ماتريس سختي پايه  رابطه-3-1

، مورد بررسي )1( جزء چهار پهلويي نشان داده شده در شكل
 با قراردادن ذكورماتريس سختي پايه براي جزء م. گيرد قرار مي

 ]5 و 3[ گردد هاي جزء حاصل مي يك حالت انحناء ثابت در لبه
. آيد انحناهاي ثابت، از لنگر ثابت در پهلوهاي جزء به دست مي

به  jاساس روش قالب جزء محدود  ماتريس سختي پايه كه بر
  :باشد شكل زير ميبه آيد،  دست مي

  

)2(                                            T
b LDL

A
K 1

=  

  
 ماتريس L و ماتريس موادD ، سطح جزءAدر اين رابطه 

 چگونگي به دست آوردن ،در ادامه. باشد جايگزين كننده نيرو مي
دا بايد لنگرهاي هر براي اين منظور ابت. گردد  ارائه ميLماتريس
براي رسيدن به اين . اساس لنگرهاي دكارتي به دست آيد پهلو بر
 ij در هر راستاي اختياري. مگير را در نظر مي) 2(  شكلهدف،

سازد، لنگرهاي هر پهلو براساس   نسبت به افق ميαكه زاويه
زء بايد به لنگرهاي پهلويي ج. شوند لنگرهاي دكارتي محاسبه مي

بردار . اي معادل جايگزين گردند روش مناسبي با نيروهاي گره
 با اصل كار مجازي و يك ميدان تغيير ذكوراي م نيروهاي گره

ميدان جابجايي . آيد مكان مناسب در پهلوهاي جزء به دست مي
اي تعريف نمود كه سازگاري داخلي جزء را بر  را بايد به گونه

هاي آزادي   تنها به درجه، ميدان جابجايي،از اين رو. ه سازدآورد
در اين حالت، جمع . كند ابتدا و انتهاي هر پهلو وابستگي پيدا مي

نيروهايي كه در يك گره وابسته به دو جزء كنار هم به يكديگر 
رسند، برابر با صفر خواهد شد، اين كار سبب بر آوردن آزمون  مي
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هاي قالب جزء  گونه، يكي از شرط بدين. گردد جزء تكين مي
دو ميدان  ]Felippa, Militelo ] 5. محدود برقرار خواهد شد

تغيير مكان مرزي مناسب را براي بردن لنگرهاي هر پهلو به 
در اينجا، نيز از . هاي جزء براي اجزاء مثلثي پيشنهاد كردند گره

ها براي جزء چهار  همين راهكار بهره جويي گرديده و رابطه
كار بردن اين راهكار، بر  براي به. ده اندپهلويي گسترش داده ش

 تعريف n و tروي هر پهلوي جزء، دستگاه سنجش محلي 
 در راستاي tبردار   وij عمود بر راستاي پهلوي nبردار . شود مي

تر شدن  براي روشن.  در نظر گرفته شده استj به i هر پهلو از
، را در نظر ))1( شكل( ijklاين مطلب جزء چهارپهلويي 

هاي تنش نشان داده شده بر روي اين شكل بايد   ميدان.گيرند مي
 .بر روي هر پهلو محاسبه شوند

 

 
 چهار پهلوي اختياري ولنگرهاي به كار رفته در -1شكل 

 مختصات دكارتي
 

هاي  كند، ميدان تنش ثابت در حالت صفحه خاطر نشان مي
اين ميدان را با توجه به شكل . خمشي همان لنگر ثابت است

. برند  ميt و n به دستگاه سنجش y و x، از دستگاه سنجش )2(
 .آيد ها بر روي هر پهلو به دست مي بدين گونه تنش

 

 
  

 هاي جزء  انتقال لنگرهاي دكارتي به پهلو-2شكل 

 ها x با جهت مثبت محور j به iاي كه امتداد  زاويهدرضمن، 
با اين فرض، . شده است نشان داده αسازد، با نماد مي

هاي وابسته به هر راستا و عمود بر آن به  ها وكوسينوس سينوس
  :شود سازي مي صورت زير رابطه
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 به t و n، لنگرهاي ثابت در دستگاه سنجش )2(با توجه به شكل
  :آيند صورت زير به دست مي
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  :گردد ، حاصل مي)5(  ازرابطه،اي ناشي از لنگر ثابت نيروهاي گره

  
)5                            (                              σLtc =  
  

 ماتريس جايگزين كننده L ميدان تنش ثابت،σدراين رابطه
 را با Lماتريس. اي است  نيروي جايگزين شده گرهct ونيرويي

با فرض . ]6[ كنند ايجاد مي پهلو اصل كار مجازي بر روي هر
توان كار مجازي انجام   بروي هر پهلو ميnθ وtθميدان دوراني 

  :شده را برروي جزء با رابطه زير نوشت
  
)6                      ([ ]∫ −+= dsMMw tnntS )( θθ  
  

  .ي نويسندرا به صورت ماتريسي زير نيز م) 6(رابطه 
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 با توجه به ،پهلو  بر روي هر،)7(  در رابطهnθ وtθمقدارهاي

از . يابي به دست مي آيد با درونو دورانهاي ابتدا وانتهاي هرپهلو 
دون بعد توان بر روي هر پهلو مختصات ب اين رو مي

12
−=

ijl
Sξدر اين رابطه .  را تعريف نمودS بيانگر فاصله از 

بنابراين، اگر . باشد  ميij در راستاي ijابتداي هر پهلوي اختياري 
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هاي   بر روي هر پهلو با تابع خطي دورانnθ وtθتغييرات
يابي شود، رابطه   وانتهاي هر پهلو درونمماسي و عمودي از ابتدا

  :گردد  حاصل ميnθ وtθ، براي)8(
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)8(  

هاي آزادي   به درجهد، باي)8(  در رابطهnθ وtθهاي دوران
، به صورت زير )8(  از اين رو، رابطه.ديداري جزء وابسته شود

  :شود نوشته مي
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)9(  

iVو jV  هاي درجه هاي آزادي ديداري جزء در گره iو  jاست .  

  

)10         (                             { }T
yxwV θθ=  

  

جايگزين گردد و برابر با ) 7( در معادله) 9( ابطهدر صورتيكه ر
داده شود، ماتريس جايگزين نيروي  اي قرار كار نيروهاي گره

  :گردد حاصل مي
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  :آيد در پايان ماتريس جايگزين نيروي به صورت زير به دست مي
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  .باشد ها مي رون يابي خطي دوران بيان كننده دLنويس  زير

 را در هر پهلو nθ توان مقدارهاي با روش ديگري نيز مي
كه هر پهلو به عنوان يك تير اولر  در صورتي. يابي كرد درون

گيري از درون يابي   را با مشتقnθ برنولي در نظر گرفته شود،
 nθ از اين رو مقدار. توان به دست آورد  ميخيز تير اولر برنولي

هاي آزادي ابتدا وانتهاي هر   از درجه2به صورت تابعي مرتبه 

در صورت به كار بردن اين راهكار، بجاي . شود يابي مي پهلو درون
 : از رابطه زير بهره گرفتدباي) 8( رابطه
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 2nθ اتريس جايگزين نيرويي كه با درون يابي مرتبهدر پايان م
خاطر نشان . گردد ارائه مي) 14(آيد، به صورت رابطه  به دست مي

 در qزير نويس .  در پيوست آمده استqL  حالت كامل،كند مي
 به كار nθ 2يابي مرتبه  براي نشان دادن درون) 14(رابطه 

ي ي، از ماتريس جايگزين نيروذكرشدهمانگونه كه پيشتر . رود مي
L جويند  ماتريس سختي پايه بهره ميايجاد براي.  
  
)14     (                     { }T

q LLLLL 4321=  
  

 Lاز آنجا كه دو ماتريس متفاوت براي ماتريس جايگزين نيرويي 
خطي آنها را مي توان به عنوان ماتريس پيدا شده است، تركيب 

براي ) 15(ه رابطه جدر نتي. جايگزين نيروي درنظر گرفت
  .]6[ شود  پيشنهاد ميذكورماتريس م

  
)15       (                             qL LLL αα +−= )1(  
  

با . ستمساوي باصفر ا بزرگتر و يا  يك مقدارαدر اين رابطه
  .آيد توجه به اين رابطه، ماتريس سختي پايه به راحتي بدست مي

  
   ساختن ماترس سختي مرتبه بالا-3-2

اتريس سختي مرتبه بالا را براي افزايش دقت وايجاد مرتبه م  
براي ساختن اين ماتريس  .كنند سازي وارد مي كافي در رابطه
 را كنار هاي وابسته به جسم سخت و كرنش ثابت بايستي حركت

ماتريس مزبور براي بخش انحرافي اين در حقيقت، . گذاشت
اين ماتريس را با راهكارهاي . شود سازي مي ها رابطه كرنش

در اين پژوهش، براي ساختن . توان به دست آورد گوناگوني مي
 شده استفادهماتريس مرتبه بالا از راهكار كرنش انحرافي فرضي 

ي براساس يك مجموعه از در اين راهكار ماتريس سخت. است
براي اين منظور . آيد هاي فرضي از سطح جزء به دست مي كرنش

در . ها را در سطح جزء به دست آورد  با راهكار مناسبي كرنشدباي
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هاي مرجعي بر سطح جزء   خط، براي جزهاي دو بعدي،اين شيوه
ي فرضي  ها ها كرنش سپس برروي اين خط. كنند معرفي مي

يابي   راهكار مناسبي در سطح جزء درونمحاسبه شده و با
. ]5 [ گردد با اين شيوه ماتريس كرنش جزء حاصل مي. گردد مي

هاي آزاد  عامل. گيرد هاي آزاد را در بر تواند عامل اين ماتريس مي
  .شوند سازي مي اي بهينه براي كاربردهاي ويژه

هاي انحرافي بايد به روشي  يابي به كرنش اكنون براي دست 
براي به دست . ها را در سطح جزء به دست آورد ب، كرنشمناس

ها در سطح جزء، راستاهاي مرجع تعريف  آوردن اين كرنش
در اينجا، هر راستا به عنوان يك تير اولر برنولي فرض . دنشو مي
ميدان جابجايي براي هر راستاي مرجع، به اين صورت . گردد مي

  :خواهد بود
  

ijVNw =  

)16(                            { }4321 NNNNN =  
  

Nو)هرميتي هاي درون ياب همان تابع( ياب،  درون ابعو ت  Vij 

هاي  تابع. هاي آزادي در ابتدا وانتهاي هر تير فرضي است درجه
 بر روي ijξاساس دستگاه سنجش محلي ياب هرميتي بر درون

  :عبارتند از  ابعوشود، اين ت هر راستا تعريف مي
  

2
1 )1)(2(

4
1

−+= ξξN

ijlN 2
2 )1)(1(

8
1

−+= ξξ  

2
3 )1)(2(

4
1

+−= ξξN  

)17   (                          
ijlN 2

4 )1)(1(
8
1

+−= ξξ  
  

توان انحناء فرضي را در هر يك  مي) 16( با بهره جستن از رابطه
  .به دست آورداز تيرهاي فرضي 
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  انحناء فرضي در ابتدا وξ بجاي-1 و 1با قرار دادن مقدارهاي 
  .گردد انتهاي هر تير حاصل مي
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})19( و )20( هاي در رابطه }

LijVهاي آزادي وابسته به   درجه
هاي آزادي ياد شده بايد به  درجه. تيرهاي فرضي هستند

با به كار . كنند وابستگي پيدا ،هاي آزادي ديداري جزء درجه
هاي  گردد تا درجه  اين امكان فراهم ميTبردن ماتريس انتقال 

  : وابسته گردند،هاي آزادي جزء آزادي تيرهاي فرضي به درجه
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انحناء ) 19( و )20(هاي  در معادله) 21( رابطه با بهره جستن از

هاي آزادي  حسب درجه طبيعي در ابتدا و انتهاي تير فرضي بر
  :گردد ديداري جزء نتيجه مي
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)23(  
توان انحناهاي طبيعي را  مي) 22( و )23(هاي  با توجه به رابطه

انحناهايي كه با اين روش . در چهار گوشه جزء به دست آورد
. شوند، در راستاهاي فرضي هستند براي هر گره محاسبه مي

. دبنابراين، لازم است اين انحناها به انحناهاي دكارتي وابسته شون
براي رسيدن به اين هدف، هر گره به سه راستاي فرضي براي 

در اين پژوهش، راستاهاي دو . انتقال انحناهاي ياد شده نياز دارد
پهلوي همسايه و امتدادي كه گره مورد نظر را به گره رو برو 

نظر گرفته  كند، به عنوان راستاهاي قراردادي در وصل مي
اي در  وان براي انحناهاي گرهت مي) 3(با توجه به شكل . شود مي

  : را برقرار نمود زيرابطهوراستاهاي فرضي ر
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  .استارائه شده در پيوست ) 24(هاي   در معادلهQهاي  ماتريس
 4 تا 1هاي   آنچه پيشتر بحث شد، انحناهايي كه در گرهدستب

ين انحناها، بايد با ا. باشد  آمدند، در راستاهاي فرضي ميبدست
از توان  ميبنابراين، . انحناهاي دكارتي نشان داده شوند

  .جستآيند، بهره  كه در ادامه مي T4تا  T1هاي انتقال  ماتريس
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 ماتريس كرنش در هر ،)26(و ) 25(هاي   از رابطهگيري با بهره
  .شود  ميگره ايجاد

  

3.33 QTB =           222 QTB =           111 QTB =  
)27   (                                                  444 QTB =  

  
اكنون . هستندبيانگر كرنش در چهار گوشه جزء ) 27 (روابط

بايست با راهكار مناسبي ماتريس كرنش را در سطح جزء 
) ايزو پارامتريك(يابي هم عامل  اين كار با درون. يابي كرد درون

در نتيجه ماتريس كرنش در سطح جزء به اين . گردد انجام مي
  :شود سازي مي صورت رابطه
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2 ηξ −+=f        )1)(1(
4
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1 ηξ −−=f  

)1)(1(
4
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4 ηξ +−=f    )1)(1(
4
1

3 ηξ ++=f    

)28  (     44332211),( BfBfBfBfB +++=ηξ  
  

سازي ماتريس سختي مرتبه بالا، بايد بخش انحرافي  براي رابطه
ا كاستن كرنش  ب،بخش انحرافي كرنش. بدست آورد ها را كرنش

اين كار برابر با كم كردن . شود ميانگين از كل كرنش نتيجه مي
با اين . ماتريس كرنش ميانگين از ماتريس كرنش جزء است

  :آيد بدست ميشيوه، رابطه زير براي ماتريس كرنش انحرافي 
  

)29      (              ∫−= dAB
A

BBd ),(1),( ηξηξ  

  
قابل ) 30(با استفاده از رابطه لا ماتريس سختي مرتبه با، در پايان

  :باشد محاسبه مي
  

)30              (                          ∫= dADBBK d
T
dh  

  
  هاي آزاد  جايگاه عامل-3-2-1

 د، ماتريس سختي مرتبه بالا باياشاره شد كه يهمانطور  
سازي كه در بخش پيشين براي  هاي آزاد باشد، رابطه داراي عامل

راهكارهاي . ماتريس سختي پايه ارائه شد، داراي عامل آزاد نيست
هاي آزاد در اينگونه  گوناگوني براي جاي دادن عامل و يا عامل

پركاربردترين اين راهكارها، اين . سازي پيشنهاد شده است رابطه
 هاي هاي ماتريس كرنش فرضي در رابطه است كه هر يك از مولفه

چنانچه با اين راهكار . كردآزاد ضرب را در عاملي ) 19( و )20(
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 48سازي گردد،  جزء چهار پهلويي خمشي مورد بررسي، رابطه
. نياز استمورد  ماتريس سختي مرتبه بالا ايجادعامل آزاد براي 

پذير  هاي آزاد امكان روش ديگري نيز براي وارد كردن عامل
د وار) 22( و )23( هاي هاي آزاد در رابطه اگر عامل. باشد مي

ترين روش  ساده.  عامل آزاد ساخته خواهد شد72شوند، قالبي با 
وارد كردن عامل آزاد در ماتريس سختي به اينگونه است كه تنها 

اين كار، . يك عامل آزاد در ماتريس سختي مرتبه بالا جاي گيرد
هاي آزاد برابر با يكديگر فرض  همانند اين است كه همة عامل

 آزاد بسنده باشند، ونيز جايگاه هاي اگر شمار عامل. گردند
 خواهد ايجاد، قالبي فراگيري گرفته شودمناسبي براي آنها درنظر 

 همه اجزاي محدود براي يك ساختار ويژه را مذكورقالب . شد
هايي كه با ء قالب ياد شده، جز،در اين صورت. گيرد دربر مي

يدن براي رس. گيرد بر مي اند را نيز در  شدهايجادهاي سنتي  روش
هاي پيشين، بايست مقدارهاي عددي ءاز اين قالب به جز

افزون بر اينكه . هاي معيني قرار گيرد مشخصي به جاي عامل
شمار جزء  گيرد، بي هاي پيشين را در بر ميءراهكار قالب، جز

 عاملي 48براي نمونه قالب  .آورد نوين ديگر نيز پديد مي
از اين ميان، كدام .  مرتبه بالا است ماتريس سختي∞48داراي

دهد؟ با چه راهكاري   از خود نشان مييماتريس رفتار بهتر
بدست آورد؟ را هاي آزاد  مقدارهاي مناسب براي عاملتوان  مي
طور كلي، روش مشخصي براي يافتن مقدارهاي مناسب موجود  به

هايي توسط پژوهشگران پيشنهاد  با اين حال، روش. باشد نمي
 و يا اينكه از ]2[ توان از آنها بهره جست است كه ميشده 
ها  هاي عددي مناسبي براي بدست آوردن اين عامل آزمون

بايد . آيد ها سخن به ميان مي در ادامه از اين شيوه. استفاده كرد
هاي خمشي را با يك عامل ءتوان جز آگاه بود، در حالت كلي نمي

ي غشايي اين امكان هاءكه براي جز درصورتي. آزاد بهينه كرد
توان با يك عامل آزاد جزء را در همه شرايط تا  وجود دارد و مي
هاي ءهاي كلي جز از اين رو بررسي حالت. ]7[ حدي بهينه نمود

در ادامه تلاش شده تا . باشد خمشي كار بسيار دشواري مي
. هاي آزاد، براي قالب مورد نظر ارائه گردد اي بين عامل رابطه

براي اين هدف، نخست شرط نامتغير بودن بر روي ماتريس 
 شكل كلي قالب ،كند خاطر نشان مي. گردد سختي وارد مي

  .پيشنهادي در پيوست آورده شده است
  هاي آزاد  مقدار مناسب عامل-4
  α مقدار بهينه-4-1

 نقش مهمي در همگرايي ،ر ماتريس سختي پايهامل آزاد دع  
كارمايه  توان با كمينه كردن  را ميαمقدار مناسب. ها دارد پاسخ

كارمايه كرنشي جزء را براي يك حالت  .]8[ جزء به دست آورد
  :حركتي به اين صورت مي توان نوشت

  
)31      (

3
2

212
1 UUUuKuU b

T
b αα ++==  

  
 به α  كمينه گردد، مقدار بهينهαنسبت به) 31( اگر رابطه
هاي حركتي وابسته به كرنش  براي هر يك از حالت. آيد دست مي

 براي α مقدار بهينه.  جداگانه حساب شده استα ثابت، مقدار
اين مقدار بين صفر تا . اي حركتي تفاوت دارده هر يك از حالت

هاي عددي بسياري براي يافتن مقدار  آزمون. كند دو تغيير مي
دهند؛ چنانچه  ها نشان مي نتيجه. بهينه آن انجام گرديده است

 اختيار شود، سهم سختي پايه از حالتي كه αمقدار صفر، براي
 α به سخن ديگر،.  بزرگتر از صفر باشد، كمتر استα مقدار

همچنين  .دهد  ماتريس سختي نرمتري را نتيجه مي،برابر با صفر
 به ويژه 8/0 تا 6/0 بين α سازند، هاي عددي مشخص مي آزمون

 ود، مقداربايد آگاه ب. هاي منظم كارايي بهتري دارد براي شبكه
αهاي حركتي مرتبه   به دست آمده در اين قسمت براي حالت

. باشد هايي مي اين مقدار داراي كاستي. باشد پاية مشخصي مي
از . گردد هاي درشت بيشتر آشكار مي ها در شبكه اين كاستي

 رو، آزمون عددي بسياري انجام گرفت، تا مقدار مناسبي براي اين
αدر اين آزمون با فرض ثابت بودن مقدارهاي .  مشخص گردد

هاي سازهاي   در پاسخα هاي آزاد مرتبه بالا تغيير مقدار عامل
 برابر αها مشخص ساخت، مقدار نتيجه. متفاوت وارسي گرديد

ورد كه حساسيت بسيار كمي در آ هايي را فراهم مي  پاسخ5/2با 
 .درشتي و ريزي شبكه دارد

 
  شرط نا متغير بودن-4-2

ترين قيدهايي است كه بر روي  اين شرط يكي از مهم  
كند كه ماتريس  قيد مزبور بيان مي. رود هاي آزاد به كار مي عامل

به .  نامتغير باشد، نسبت به دستگاه سنجشدسختي جزء باي
 هندسه متقارن براي خود اختيار ،جزءسخن ديگر، هنگامي كه 

. هاي ماتريس سختي اثر بگذارد كند، اين تقارن بايد در مولفه مي
بين برخي از . براي نمونه، در حالتي كه جزء مربع شكل است

با بهره جستن از برنامه . شود هاي ويژهاي برقرار مي ها رابطه مولفه
هاي آزاد نتيجه  ها بين عامل  اين رابطهMathematicaاي  رايانه
  :اند شده
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4745434135312521 ββββββββ =======

3733132723171511 ββββββββ =======  

4842383228221812 ββββββββ =======  

4644363426241614 ββββββββ =======  

68625852 ββββ ===      ،  63615351 ββββ ===  ،     

67655755 ββββ === 66645654  و    ββββ === )32    (  
  

هاي آزاد مستقل براي جزء  شمار عامل) 32( هاي بطهبا توجه به را
  .يابد  كاهش مي8چهار پهلويي به 

  
  حساس نبودن به نسبت شكل-4-3

 شرط مفيدي (ARI)قيد حساس نبودن به نسبت شكل 
براي اين كار لازم . هاي نامتقارن است براي كارآيي جزء با هندسه

 كار براي اين. است نسبت شكل مناسبي براي جزء در نظر گرفت
در . جزء چهار پهلويي دشوارتر از جزهاي سه پهلو است

كه به توان يك نسبت شكل مناسب براي جزء چهار  صورتي
 اثر تغيير اين نسبت شكل را در دپهلويي در نظر گرفت، باي

هايي  براي اين هدف، بايد عامل. ماتريس سختي جزء وارسي نمود
هاي ماتريس   درايهكه سبب افزايش و يا كاهش بيش از اندازه

اين كار نيز . شوند را با راهكار مناسبي حذف كرد سختي مي
هاي عددي بسياري براي  از اين رو آزمون. بسيار مشكل است

هاي مختلف  هاي سازه پاسخ. اند رسيدن به حل بهينه انجام شده
در پايان، اين نتيجه . هاي آزاد متفاوت وارسي گرديد براي عامل

 دو عامل آزاد ،بايد در ماتريس كرنش مرتبه بالابه دست آمد كه، 
 كه تابع Qي از ماتريس يها يك عامل براي درايه. جاي گيرد

مرتبه يك از درازاي تيرهاي فرضي است و عامل ديگر براي 
 از درازاي تيرهاي 2 كه تابع مرتبه Qهايي از ماتريس  درايه

وني كه كند، آزم خاطر نشان مي. فرضي هستند، درنظر گرفته شد
. باشد جويي قرار گرفت، بدين گونه مي براي اين كار مورد بهره

نخست با ثابت فرض كردن عامل آزاد مرتبه پايه و يكي از 
 تغييرات اين عامل مورد وارسي قرار ،هاي ماتريس مرتبه بالا عامل
سپس با ثابت نگه داشتنن دو عامل قبلي، تغييرات عامل . گرفت
در اينجا، خاطر نشان . سي گرديدررب) لاعامل دوم مرتبه با(سوم 
هاي  هاي آزاد مناسب، آزمون كند، براي دست يافتن به عامل مي
يكي از كاراترين آنها، به كاربردن . اي به كار گرفته شده است ويژه

در اين . باشد كه بيانگر حساسيت جزء به كجي است آزموني مي
د كه هاي آزادي يافت شو آزمون تلاش شده است تا عامل

براي اين منظور، پاسخ . حساسيت جزء به كجي را كاهش دهد

هاي  صفحه مربع شكل، زير اثر بار متمركز در مركز، با تكيه گاه
در اين تحليل، از يك . كناري ساده، مورد وارسي قرار گرفته است

در اين . جويي شده است  براي يك چهارم صفحه بهره4×4شبكه 
آمده، پاسخ سازه نسبت به ) 4(آزمون، همانطور كه در شكل 

هاي  مقدارهايي از عامل.  مورد وارسي قرار گرفته است∆تغيير
 دارد به عنوان ∆آزاد، كه حساسيت كمتري نسبت به تغيير

هاي آزاد مناسب براي ماتريس سختي مورد نظر اختيار  عامل
  .اند گرديده

  
 ارم صفحه مربعي يك چه-4شكل 

 
 از مركز به سمت راست مثبت فرض ∆در اين وارسي، تغيير

آزمون ديگري نيز براي وارسي و يافتن مقدارهاي  .شده است
در اين آزمون تلاش بر . هاي آزاد به كار رفته است مناسب عامل

 اين بوده كه مقدارهايي براي عامل هاي آزاد در نظر گرفته شود
از اين رو صفحه مربعي . تا نسبت به جهت شبكه حساس نباشد

در اين . سي قرار گرفته استبرر زير اثر بار گسترده، مورد ،شكل
رسي يك چهارم صفحه مربعي شكل با چهار جزء الگوسازي بر

هاي مساله برحسب تغيير   پاسخ،در اين تحليل. شده است
. رسي قرار گرفتبر آمده، مورد )5(  كه در شكلaمقدار

هاي آزاد انتخاب گرديد كه نسبت به  مقدارهايي براي عامل
بندي نيز   حساسيت كمتري داشته و به جهت شبكهaتغيير

هاي آزاد  در پايان چنين نتيجه شد كه، مقدار عامل.حساس نباشد
براي 9/0قدار م.  اختيار گردد93/0 و 9/0مرتبه بالا برابر با 

هايي كه تابع مرتبه يك از درازاي تيرهاي فرضي است و  عامل
هايي كه تابع درجه دو از درازاي تيرهاي   براي عامل93/0مقدار 

 اين مقدارها، پاسخ هبا توجه ب. اند ياد شده است، اختيار گرديده
 حسب درصد خطاء نسبت به تغيير بر) 1(مساله نخست در جدول 

شود،  همانطور كه از اين جدول ديده مي. اند  درج گرديده∆
توان نتيجه  از اين رو مي. ها ندارد  اثر زيادي در پاسخ∆تغيير

گرفت، كه ماتريس سختي ارائه شده نسبت به كجي شبكه 
  .حساسيت كمي دارد
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  يردارگاه گ  الگوي يك چهارم صفحه مربعي با تكيه-5شكل 

درصد خطاء پاسخ مساله دوم نسبت به تغيير ) 6(در شكل 
2/

2
L

a 

  .باشد  بيانگر درازاي كل جزء ميL.نشان داده شده است
آشكار است كه، ماتريس . شود ديده مي) 6(همانطور كه از شكل 

در . ارائه شده نسبت به جهت شبكه حساسيت بسيار كمي دارد
رسي كارايي جزء برهاي نشانه براي  ادامه چند نمونه از آزمون

 .شود  ميارائه

  
  ∆له برحسب تغييرأ درصد خطا در پاسخ مس-1 جدول

  

-25
-20

-15
-10

-5
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
aغيرات ت

اء
خط

د 
ص

در

  

 نمودار درصد خطاء نسبت به تغيرات-6 شكل
2/

2
L

a  
  
  هاي عددي  آزمون-5
  هاي ساده  صفحه مربعي با تكيه گاه-5-1

هاي ساده زير بار  گاه اينجا صفحه مربعي شكل باتكيه در
  . گردد شود، تحليل مي متمركز كه بر مركز صفحه وارد مي

، اين صفحه )7(شكل .  استL پهلوي صفحه برابر بادرازاي هر
  .دهد را نشان مي

  

P

x

z

  
   صفحه مربعي باتكيه گاه ساده زير بار متمركز-7شكل 

  
بندي شده و در  به سبب تقارن، تنها يك چهارم صفحه شبكه

اي به دست آمده از ه نتيجه) 2(در جدول . كند تحليل شركت مي
همانطور كه . ها مقايسه شده است ءتحليل اين صفحه با ديگر جز

شود، جزء پيشنهادي از دقت خوبي نسبت  از اين جدول ديده مي
  .ها برخوردار استءبه ديگر جز

  
  

8/0 6/0 4/0 2/0 0 2/0- 4/0- 6/0- 8/0- L/∆ 

 خطا 2/0 3/0 2/0 0 14/0 -1 0 -4/0 -1/0
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   تغييرمكان مركز صفحه مربعي زيراثر بار متمركزدر مركز-2جدول 
qL4 
D 

 1×1 2×2 4×4 مرجع

  

 نمايه جزء

  

 شكل جزء

9       01164/0       01174/0 01302./0 BCIZ 

10       01193/0       01346/0  CMT 

10       01163/0       01169/0 01248/0 DKT 

11       01159/0       01148/0 01217/0 RT-9 

12        01184/0       01302/0 01408/0 Zhong 

ثي  
مثل

 

13       01154/0       01138/0  NCQ 

14       01139/0       01112/0 01044/0 AFSIQ 

 پيشنهادي 01191/0 01194/0       01161/0       

   
يي

هلو
ار پ

چه
 

  دقيق 0116/0              

  
 گيردار گاه باتكيه مربعي صفحه -5-2

 ربا زير گيردار، هاي گاه تكيه با شكل مربعي صفحه اينجا، در
 q با برابر وارده بار شدت. گردد مي تحليل يكنواخت گسترده

ل نيز به  در اين مثا. باشد مي Lدرازاي هر پهلوي مربع . است
) 8(شكل . شود  مي  تحليلصفحهسبب تقارن تنها يك چهارم 

نمودار همگرايي براي اين صفحه . باشد نشان دهنده اين مثال مي
 .]16 و 15[آمده است ) 9(در شكل 

  

xx

  
  بارگسترده زير گيردار گاه تكيه با مربعي صفحه -8 شكل

  

  
  گاه گيردار  نمودار همگرايي صفحه مربعي باتگيه-9شكل 
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   صفحه طره پيچشي-5-3
هاي سخت كه براي نشان دادن كارايي جزء در  آزمونيكي از  

يچشي رود، آزمون صفحه پ هاي مختلف بكار مي نسبت شكل
براي اين منظور، دو نيروي برابر، در خلاف جهت هم، بر دو . است

 يك اين دو نيرو همانند. شوند گوشه آزاد يك صفحه طره وارد مي
له را أاين مس) 10(شكل . كند طره اثر ميپيچشي بر لبه آزاد  بار

  .دهد نشان مي
نها و ت نيرو اين دو اثر زير سازه ي رفتاربررسكند، در  يادآوري مي

) 11(ر شكل د. از يك جزء چهار پهلو بهره جويي شده است
ن گوشه آزاد جزهاي مختلف به صورت ترسيمي با تغيير مكا

شود كه  از اين شكل آشكارا ديده مي. اند يكديگر مقايسه شده
 .جزء پيشنهادي، اين آزمون را به خوبي پاسخگو است

  

y

x

z

a
p

p

b

  
  ره زير بار پيچشي صفحه ط-10 شكل

  
  
  

صفحه طره اي زير اثربارپيچشــي
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  پيچشي ار بزيراثر نمودار تغيير مكان در گوشه صفحه ره-11شكل 
  
  گيري  نتيجه-6

ي قالب جزء محدود، ماتريس سختي يك جزء  ي شيوه بر پايه  
 پيشنهادي با ءهاي جز توانايي. سازي شد ي خمشي رابطه صفحه
 در ادامه، نتايج اين پژوهش. مدندهاي عددي به دست آ آزمون

  :بطور خلاصه عبارتند از
اي از  شود تا خانواده  سبب ميپيشنهاديجويي از روش   بهره-1

ها داراي ءي اين جز همه.  جاي گيرند ها در يك قالبءجز
جاي دادن مقدارهاي عددي به جاي . باشند هاي آزادي مي عامل
 .گردد اي مي  ويژههايءهاي آزاد، سبب به وجود آمدن جز عامل

 براي دست يافتن به همگرايي درماتريس سختي پايه، عامل -2
هاي دقيق  اين كار براي دسترسي به پاسخ. آزادي معرفي گرديد
 .باشد تر مي  سنتي راحتيها نسبت به ديگر شيوه

ي بالا سبب افزايش دقت و پايداري در  هاي آزاد مرتبه  عامل-3
نجام اين كار، شرايطي را فراهم ا. گردند هاي عددي مي تحليل

 .آورد كه سازه در شرايط خاص نرم و يا سخت نشود مي

هاي عددي نشان دادند كه جزء پيشنهادي نسبت به   آزمون-4
 .كجي و نسبت هندسي حساسيت كمتري دارد
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هاي گوسي از  ها نشان دادند كه افزايش شمار نقطه  تحليل-5
به سخن ديگر، . نداردها   اثري زيادي در پاسخ4×4 و3×3 به 2×2

هاي گوسي سبب نرم و يا سخت شدن ماتريس  تغيير شمار نقطه
 دقت 2× 2هاي گوسي  به كار بردن نقطه. گردد سختي نمي

كار  هاي مناسب راه اين نتيجه يكي از ويژگي. مناسبي دارند
  .پيشنهادي است
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  :پيوست
  :iQ وLايه شكل كلي ماتريس
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  : عاملي براي صفحه چهار پهلوي خمشي49شكل كلي قالب 
  

11β           12β           13β           14β           15β            16β             17β            18β  

21β           22β           23β            24β          25β            26β            27β            28β  

31β           32β           33β            34β          35β            36β             37β            38β  

41β           42β           43β            44β          45β            46β             47β            48β  

51β           52β           53β            54β          55β            56β             57β            58β  

61β           62β           63β            64β          65β            66β             67β            68β  
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