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 خلاصه

هیدرولیکی جریان دائمی در شبکه های آبرسانی بکار  امروزه روش های مختلف بر اساس نیوتن مانند الگوریتم گرادیان بطور گسترده برای تحلیل

برده می شوند. محاسبات بر اساس روش نیوتن به یک دستگاه معادلات خطی منجر می شود که از ماتریس ژاکوبین مربوط به معادلات شبکه 

دهد بخصوص برای شبکه های بسیار تشکیل می گردد. حل دستگاه معادله خطی، بیشترین هزینه محاسباتی روش های گرادیان را تشکیل می 

وش بزرگ که بیش از صدها هزار متغیر داشته باشند.  یکی از روش های مشهور که امروزه برای حل دستگاه معادلات خطی کاربرد فراوانی دارد، ر

کوچکتر تخمین مناسبی از سیستم ( است که یک روش سلسله مراتبی است و با استفاده از سیستم هایی با اندازه های AMGچند شبکه ای جبری )

 واقعی ارائه می دهد.

روش  در این مقاله به کاربرد. استفاده نموداز پیش شرط ساز گرادیان مزدوج در روش های کرایلف می توان  AMGبرای سرعت بخشیدن به 

دله از روش گرادیان بدست آمده در حل معادلات خطی شده شبکه لوله ها پرداخته می شود که این دستگاه معا AMG-CG پیش شرط ساز 

د و ناست. شکل ماتریس ژاکوبین در روش گرادیان بصورت یک ماتریس مربعی است که درایه های آن تابع میزان جریان و مقاومت لوله می باش

سط روش چند شبکه قابل حل بوسیله روش چند شبکه ای است. شرایط ماتریس ژاکوبین در روش گرادیان طوری است که با ماتریس قابل حل تو

از روش چولسکی اسپارس به همراه مرتب سازی گره ها برای حل این دستگاه معادلات  EPANETای منطبق است. هم اکنون در نرم افزار 

 استفاده می گردد.

 

 چند شبکه ای روش، تحليل هيدروليکی، لولهشبکه   کلمات کليدی:

 
 مقدمه .1

 مثلا دستگاه می شود.  طبقه بندیبرای تحلیل شبکه های آبرسانی روش های متعددی ارائه شده است. این روش ها با توجه به شکل مجهولات 

در معادلات بر حسب  .کردتقسیم بندی   ΔQدبی اصلاح شده و  H، معادلات هد، Qبر اساس مجهولات به سه دسته معادلات دبی، توان را میمعادلات 

، به تعداد گره ها معادلات Hبه تعداد حلقه ها معادلات غیرخطی و به تعداد گره ها معادلات خطی)پیوستگی( وجود دارد. در معادلات هد  Q دبی

در لوله ها   Qنخستین بار هاردی کراس روشی را بر مبنای معادلات دبی به تعداد حلقه ها معادلات غیر خطی وجود دارد.  ΔQغیرخطی و در معادلات 

واگرا می شد بعلاوه سرعت همگرایی به مقدار مدل با بزرگ شدن شبکه بسیار کند بود و در برخی موارد همگرایی این روش ، اما [1] ارائه کرد، 

. بعدها هاردی کراس روش دیگری بر مبنای معادلات انرژی در گره ها ارائه کرد اما این روش نیز به [2] کردحدس اولیه دبی در لوله ها بستگی پیدا می

رافسون تا حدودی مشخصه های -و استفاده از الگوریتم نیوتن Hبر حسب معادلات هد  [3] راهکار مارتین و پیترز. [2]اولیه بسیار حساس بود حدس

رافسون از قبیل وابستگی روند همگرایی به حدس اولیه، دشوار بودن محاسبه ماتریس -خشید ولیکن ایرادات کلی روش نیوتنهمگرایی را بهبود ب
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در هر تکرار و زمانبری عملیات معکوس سازی ماتریس ژاکوبین همچنان برقرار بود. مذکور ژاکوبین در شبکه های بزرگ و پیچیده، اصلاح ماتریس 

 .[4] استفاده نمودنیز ادند که از این روش می توان برای شبکه های با پمپ و شیر شامیر و هوارد نشان د

رافسون همگرایی کندتری داشت. کولینز -سه با روش نیوتنبکار برده شد نیز در مقای Qبه نام تئوری خطی که برای معادلات دبی  [5] روش وود

می باشد. در این روش با  Hروش المان محدود را برای تحلیل شبکه های آبرسانی ارائه کردند که روشی خطی بر حسب معادلات  [6] و جانسون

آید. در در هر گره به دست می Hدبی، ماتریس ضرایب تخمین زده می شود و با حل دستگاه معادلات خطی حاصله، مقادیر  انتخاب حدس اولیه برای

د در مرحله بعد دبی لوله ها با توجه به هدهای گرهی محاسبه شده و ماتریس ضرایب بوسیله ترکیبی از دبی محاسبه شده در این مرحله و دبی موجو

  .این عملیات تا رسیدن به همگرایی مطلوب ادامه می یابد و ی می گرددتکرار قبلی بروزرسان

این الگوریتم را با   [8]را برای تحلیل هیدرولیکی شبکه لوله ها بکار بردند. قبلا پاول (GGA)روش گرادیان سراسری  [7] تودینی و پیلاتی

فرمول بندی می شود و بطور   Q-Hبود. این روش برای معادلات ترکیبی  ارائه کردهاستفاده از مضارب لاگرانژ برای مسائل بهینه سازی با قیود تساوی 

لات مستقیم مقادیر اصلاح شده مجهولات را در هر تکرار محاسبه می کند. در این روش معادلات افت انرژی در حلقه ها به صورت تابع هدف و معاد

ینه سازی، بدون قید شده و معادلات پیوستگی به صورت قید، در یک مسئله بهینه سازی تعریف می شود. سپس با استفاده از مضارب لاگرانژ مسئله به

این روش سرعت همگرایی را بطور قابل ملاحظه ای افزایش می دهد بعلاوه تا حدودی نیز .  [9]رافسون حل می شود  -حاصله با به کار بردن روش نیوتن

درحال حاضر از  [11] اگر نقطه آغازی به اندازه کافی به جواب نهایی نزدیک باشد با مرتبه حداقل دو همگرا می گردد و از حدس اولیه مستقل می باشد

  .استفاده می شود WaterGemsو  Epanetاین الگوریتم در تحلیل شبکه های آبرسانی بخصوص در نرم افزارهای تجارتی 

. معادلات شوداستفاده میهای تفاضل محدود و المان محدود انسیل جزئی با روشای در حل عددی معادلات دیفرهای چندشبکهالگوریتماز 

بطور کلی روش های چند شبکه ای در حل دستگاه معادلات خطی در  ای سازگاری خوبی دارند.های چندشبکهبا روش پواسونبیضی لاپلاس و 

 وبسترنخستین بار  .ندهستقطر اصلی پراکنده باشند، بسیار موثر  مجاورت درصورتی که ماتریس ضرایب، معین و مثبت و اکثر درایه های غیرصفر آن 

ای است و بنابراین معادلات کرد، اما در این تحلیل فرض بر این بود که جریان لایه ستفادهها الوله جریان در ی تحلیلرابای یک روش چندشبکهاز  [11]

استفاده  Hرافسون در معادلات -از الگوریتم چند شبکه ای برای تسریع نرخ همگرایی روش نیوتن [12]زاده و جعفرزاده  بودند.  مهدی افت هد خطی

 ود. ایراد این روش وابستگی به حدس اولیه و روند همگرایی کندتر نسبت به روش تودینی ب .دندکر

این روش با هموار سازی ترم  می شود. استفادهتحلیل شبکه های بزرگ آبرسانی تسریع  برای الگوریتم های چند شبکه ایدر تحقیق حاضر از 

نتایج نشان می دهد . عمل می کند گرادیان های روشمعادلات خطی  حل دستگاهیک الگوریتم شتاب دهنده در  ه عنوانب ،های خطا در شبکه درشت

 .آبرسانی می گرددبزرگ در شبکه های  های فوقاین روش سبب افزایش سرعت همگرایی روش 

 

 . معادلات شبکه های توزیع آب 2

باشند. در یک شبکه توزیع آب مجهولات عبارت از دبی و افت هد در لوله ها شبکه های توزیع آب شامل لوله ها، مخازن، پمپ ها و شیرها می

بنابراین  مجهول وجود دارد، M+N-1 گره باشد، تعداد N لوله و M مقادیر فشار در گره ها می باشد. در صورتیکه فرض شود شبکه مورد نظر دارایو 

ستگی باشند. بر اساس معادله پیومعادلات موجود در شبکه های توزیع آب شامل معادلات پیوستگی و انرژی می همین تعداد معادله احتیاج داریم.به 

 صفر می شود. j یک گره بهجمع جبری جریان های ورودی و خروجی 

(1)  
k

jqkQ 

jqمیزان برداشت ازگره وkQ دبی لوله های متصل به گره است. افت فشار آب در لولهk امkh گردد: بوسیله رابطه زیر تعیین می 

(2) m
k.QkRjH-iHkh  

بسته به معادله  m دبی لوله وkQ، ام k ضریب مقاومت لولهkRمعادلهاین در هد گرهی در ابتدا و انتهای لوله می باشند  jH,iH که در آن

زیر تعریف  مطابق رابطه SI در سیستم آحاد m وkRمقادیر هیزن ویلیامزمقاومت جریان یک عدد ثابت است. برای مثال در صورت استفاده از معادله 

  می شوند:

(3) 1.852m,
4.87
kD1.852

kC

kLm
k10.67Q

kR  

C  هیزن ویلیامز )وابسته به جنس لوله(ضریب، D  وقطر لوله L طول لوله می باشد. 
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 . فرمول بندی ریاضی معادلات3

یک رابطه کلی برای تشریح معادلات حاکم بر شبکه لوله ها ارائه کردند که  [13] کولینز بر اساس رابطه حداقل سازی  [7] تودینی و پیلاتی

 مطابق زیر است:

(4) 








qQA

HAHAQA

21

0101211 

 در معادله فوق

Q شامل دبی های مجهول در لوله ها [np,1]بردار 
T
=[Q1,Q2,…,Qnp] 

H شامل فشارهای مجهول در گره ها [nn,1]بردار 
T
=[H1,H2,…,Hnn] 

H0 شامل فشارهای معلوم در گره ها [nt,1]بردار 
T
=[H01,H02,…,H0nt] 

q شامل تقاضاهای گرهی [nn,1]بردار 
T
=[q1,q2,…,qnn] 

مطابق زیر  A11 ماتریس برابر تعداد گره ها با فشار معلوم می باشد. ntبرابر تعداد گره ها با فشار مجهول و  nnبرابر تعداد لوله ها،  np که

 گردد: تعریف می

 
(5) 

 
با توجه به اینکه دبی لوله ها در رابطه فوق داخل قدر مطلق قرار دارند، کلیه درایه  -1دو نکته مهم را می توان از ماتریس فوق استنباط نمود : 

 متقارن و قطری است. A11 ماتریس -2های ماتریس فوق مثبت خواهند بود. 

 مطابق زیر تعریف می گردد:نیز  A12 ماتریس

 خارج شود iاز گره  jاگر جریان لوله  (6)

 متصل نباشد iبه گره   jاگر لوله 

 شود iوارد گره  jاگر جریان لوله 













1

0

1

)j,i(
12

A 

 است. A21=A12T و ماتریس

 

 الگوریتم گرادیان سراسری: .4
است که بر اساس روش نیوتن فرمول بندی می گردد. در  GGAیکی از روش های مشهور حل معادلات شبکه لوله ها، روش گرادیان سراسری 

روند حل به دو فرایند تکراری تقسیم می گردد.گام اول )گام داخلی(  شامل محاسبه متغیرهای بروز شده می باشد که  GGAتحلیل هیدرولیکی با روش 

بدست می آید. گام دوم )گام خارجی( شامل بروزرسانی مقادیر متغیرهای تشکیل شده است، از ماتریس ژاکوبین که تگاه معادلات خطی با حل دس

برای تعیین الگوریتم گرادیان سراسری، معادلات اساسی حاکم بر دارد.  GGAمی باشد. گام داخلی معمولا بیشترین هزینه محاسباتی را در روش  مسئله

 با مشتق گیری از عبارت فوق رابطه به شکل زیر در خواهد آمد.(( را در نظر بگیرید. 4)معادله ) در شبکه لوله هاجریان 

(7) 









qdQA

dHAdQD

d21

dE1211 

 یک ماتریس قطری است و که درایه های آن مطابق رابطه زیر بدست می آیند: D11 در معادله فوق





























1m

npnp

1m

22

1m

11

11

np

2

1

QR000

000

00QR0

000QR

.
A
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(8) 



















































1npm
npQnpR000

0.00

00
1

2
m

2Q2R0

000
1

1
m

1Q1R

.

npm000

0.00

002m0

0001m

11D 

 داریم: یک رابطه خطی برقرار باشد، t+1و تکرار  t که بین جواب در تکراردر صورتی 

 
(9) 

qHAQAdq

HAHAQAdE

HHdH

QQdQ









t
12

t
21

010
t

12
t

11

1tt

1tt

 

 .[13]باجایگذاری روابط فوق، الگوریتم گرادیان سراسری مطابق زیر بدست می آید

 (الف-11)
 
 (ب-11)

   
 010

1t
12

t
11

1
11

t1t
010

1
1121

t
11

1
1121

t
21

1

12
1

1121
1t

HAHAQADQQ

HADAQADAqQAADAH






 

AD[AV[ که در آنالف( حل گردد-11معادله )باید دستگاه معادله خطی در  Ht+1 برای محاسبه 12
-1
1121  یک ماتریس متقارن با

 است که خواص آن در ادامه مورد بررسی قرار می گیرد. nn,n[n[ابعاد

 
 الگوریتم گرادیان بر حسب فشارهای گرهی:. 5

 حاکم بر جریان در شبکه لوله ها را بازنویسی می کنیم: برای تعیین الگوریتم گرادیان بر حسب فشارهای گرهی، معادلات اساسی

(11) 









qQA

HAHAQA

21

0101211 

 بدست آورد. اگر از معادله اول استفاده شود، بردار دبی لوله برابر است با: Qبا استفاده از هر یک از دو معادله فوق می توان یک عبارت برای 

(12) 
]HAH[AAQ 01012

1
11  

 در معادله دوم قرار گیرد، یک معادله به شکل زیر بدست می آید:اگر عبارت فوق 

(13) 
-q]HAH[AAA  01012

1
1121

 

 و می توان بصورت زیر بازنویسی نمود:

(14) 
010

-1
112112

1
1121

HAAA-q]HAA[A  

 با مشتق گیری از دو طرف معادله فوق عبارت زیر حاصل می گردد:

(15) 
]

H
dq[]

H
dH][ADA[ 

12
1

1121
 

 داریم:یک رابطه خطی برقرار باشد،  t+1و تکرار  tدر صورتی که بین جواب در تکرار 

(16) 

010
1

1121
t

12
1

1121

1tt

HAAAqHHAAAHdq

HHHHHdH




 

 :که باجایگذاری روابط فوق، الگوریتم گرادیان بر حسب فشارهای گرهی بدست می آید

(17) 
]HAAAqHHAA[AADAHHHH 010

1
1121

t
12

1
1121

1

12
1-

1121
t1t 
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AD[AV[ که در آن( حل گردد17معادله )باید دستگاه معادله خطی در  Ht+1 برای محاسبه 12
-1
1121 یک ماتریس متقارن با ابعاد

]nn,n[n .است که خواص آن در ادامه مورد بررسی قرار می گیرد 

 

 چند شبکه ای جبری. روش های 6
برای حل سیستم معادلات خطی بزرگ استفاده می شود. در عمل کاربرد  AMGدر بسیاری از مسائل، امروزه از روش چند شبکه ای جبری 

سایدل و ژاکوبی( برای حل سیستم های خطی دارای محدودیت هایی هستند. برای رفع این مشکلات در -روش های تکراری یک سطحی )مانند گوس

الگوریتم های سلسله مراتبی برای شتاب دادن کارامد خواهد بود.  بسیار موثر و AMGحل سیستم های بزرگ، استفاده از روش های سلسله مراتبی مانند 

 به همگرایی روش های تکراری در سیستم های بزرگ خطی شکل گرفته است.

انگیزه بوجود آمدن روش های سلسله مراتبی، ناتوانی روش های کلاسیک و یک سطحی جهت کاهش محاسبه خطا از یک تکرار تا تکرار 

کراری کلاسیک و یک سطحی اغلب روند همگرایی کندی دارند و نمی توانند همه نوسانات خطا را بطور موثر از بین ببرند بعدی است. روش های ت

ش های به عبارت دیگر مولفه های خطا با فرکانس بالا بسیار سریعتر از مولفه های خطا با فرکانس پایین تخفیف می یابند. ولی با استفاده از رو .[14]

 سلسله مراتبی مانند روش چند شبکه ای کلیه فرکانس های خطا در سطح مناسب تخفیف می یابند.

 را می توان فقط در ماتریس های AMGخواص معینی را برآورده سازد. از لحاظ تئوری  ماتریس ضرایب سیستم باید AMG ده ازبرای استفا

M  بکار برد ولی در عملAMG اگر چه روش چند شبکه ای در دهه هشتاد توسعه  . [15] را می توان برای بیشتر ماتریس های معین مثبت بکار برد

 .ولی امروزه هنوز به عنوان موثرترین و مناسب ترین روش جبری برای حل معادلات بیضوی به شمار می رود یافت

 

  جبریهندسی و چندشبکه ای  های  روشکلیات  .6-1

بندی ریز دستگاه معادلات خطی در محیطی با شبکه
h

Ω  و اندازه شبکهh :را در نظر بگیرید 

(18) hhh
buA  

h
A قطری، مثبت یک ماتریس معین

h
u بردار مجهولات و

h
b نظیر ژاکوبی یا گوسای بردار معلومات است. از هر روش تکراری ساده-

های پایین طیف خطا در های تکراری رایج، فرکانسمعادلات بهره برد. اما بخاطر خصوصیت هموارسازی روشتوان برای حل این دستگاه میسایدل 

علاوه، نشان داده می شودکه تعداد تکرارهای لازم برای کاهش خطا به میزان یابند. بهکندی کاهش میتکرار به ندرو
110 به توان دوم تعداد  ، برابر

(، اگر 11در دستگاه معادلات ). [18] بستگی دارد مجهولات
h

v تقریبی از جواب دقیق یعنی
h

u بردار خطا بصورتباشد ،hhh
vue  

hhhhو مقدار باقیمانده از رابطه شودنوشته می
vAbr   توان بصورت زیر بیان کرد:میرا ها معادله باقیمانده بنابرایند. آیمیبدست 

(19) hhh
reA  

2hhبندی یعنی کردن شبکه معمولاً با دو برابر کردن اندازه شبکهعملیات درشت  پذیرد. با تبدیل یک شبکه ریز به در هر جهت انجام می

2hها از طریق عملگر شبکه درشت درشت و محدود کردن بردار باقیمانده
h

I موثرتر عمل می تکراری، منحنی هموار خطا، نوسانی می شود و روش-

برد بعلاوه در شبکه لت نوسانی خطا را از بین میکند. در واقع در شبکه درشت ماتریس تکرار شعاع طیفی کمتری دارد و روند تکراری به خوبی، حا

 کند.هش تعداد نقاط به نصف حجم محاسبات کاهش پیدا میدرشت به دلیل کا

-بر خلاف روش چند شبکه ای هندسی به هندسه مسئله نظیر دو برابر کردن اندازه شبکه توجهی نمی (AMG)در روش چندشبکه ای جبری 

سلسله مراتب درشت سازی شبکه ها روش این در  .[14]شود. بلکه دستگاه معادلات خطی فقط با استفاده از اطلاعات ماتریس ضرایب حل می گردد

2hعملگر محدودسازی  شبکه درشت زیر مجموعه ای از شبکه ریز است. .بطور خودکار انجام می شود
h

I  با توجه به شکل شبکه تعریف می شود

نقاط در شبکه درشت مطابق دستورالعمل زیر  بوده وبرقرار  j و iبه اندازه کافی بزرگ باشد اتصال قوی بین نقاط ،ija،اگر درایه ماتریس بطوریکه 

 تعیین می شوند.

 هر نقطه در شبکه درشت با حداقل یک نقطه از شبکه ریز اتصال قوی دارد -

 هیچ دو نقطه ای در شبکه درشت نباید با یکدیگر اتصال قوی داشته باشند -
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در هر مرحله میزان خطا کاهش یافته و جواب اصلاح  هاو محدود کردن بردار باقیماندهو شبکه درشت به درشت تر شبکه ریز به درشت ل با تبدی

 .نامیده می شود C/Fاین فرایند گسسته سازی  شده مسئله، به شبکه اصلی منتقل می گردد.

 

 هموارسازی. 6-2
xxeبه بیان هندسی خطای  ~  را می توان به عنوان یک ترکیب خطی از فرکانس های مختلف خطا نشان داد. طبیعت روش های تکراری

کلاسیک یک سطحی مانند گوس سایدل و ژاکوبی فرکانس های بالای خطا را در تعداد تکرار کمی حذف می کنند ولی این روش ها در تعداد 

این فرایند کاهش فرکانس های پایین خطا را با سیستم های در   AMGند. روش داریین خطا را فرکانس های پاتوان از بین بردن  تکرارهای بیشمار 

را به فرکانس های بالای خطا در سطح درشت  Lسطح درشت تسریع می کند. این عملیات با فرایند محدودسازی، فرکانس های پایین خطا در سطح 

L+1  تبدیل می کند و بوسیله روش های تکراری این فرکانس ها را در سطح درشت حذف می کند. بنابراین با بکار بردن چند تکرار در یک سطح

درشت فرکانس های خطا در سطح ریز حذف می شوند. به این فرایند استفاده از تعداد کمی از تکرارهای روش های کلاسیک در یک سطح قبل در 

به شکل  Lxرا در نظر بگیریم، هموار سازی جواب انتخابی  x~,b,Aای را هموار سازی می گویند. در صورتی که سیستم  روش چند شبکه

 ریاضی مطابق زیر خواهد بود:

(21) bSx~ASx 21  

 .[16] بکاربرده شده هستند الگوریتم درشت سازیماتریس هایی وابسته به نوع  S2و  S1جواب انتخابی هموار شده است،  xکه 

 

 شتاب دهنده های روش چند شبکه ای:. 6-3
)و همچنین به عنوان یک حل کننده تکراری یک سطحی( استفاده از پیش  AMGیکی از روش های شناخته شده برای سرعت بخشیدن به 

به روش های تکراری در . روش های کرایلف برای سرعت بخشیدن [16] می باشد 1شرط سازهایی مانند روش گرادیان مزدوج در روش های کرایلف

ناشی از پراکندگی مقادیر ویژه در سیستم اصلی مقادیر  ،مواقعی که مانعی برای همگرایی این روش ها وجود دارد، بکار می رود. مشکلات همگرایی

در زیر  سطح بهتر است. ویژه می باشد. همگرایی روش های پیش شرط ساز کرایلف از روش های چند شبکه ای به تنهایی یا روش های تکراری در یک

 تشریح می شود. AMG-CGروش پیش شرط ساز کرایلف  

 

 (AMG-CG)ترکیب روش چندشبکه ای جبری و گرادیان مزدوج  .6-4

kkk  ای حل دستگاه معادلات خطیبر
buA  [17] می توان از روش های تکراری  به شکل کلی زیر استفاده نمود. 

(21) 
)k

n
kk

n(1)k(k
n

k
1n uAbMuu  

Mدر روش تکراری ژاکوبی ماتریس پیش شرط ساز 
k از درایه های قطر اصلی ماتریسA

k ماتریس در روش گوس سایدلشود. تشکیل می M
k  از

Aماتریس پایین مثلثی ماتریس 
k اگر روش گرادیان مزدوج به همراه پیش شرط ساز بکار برده شود، الگوریتم آن بصورت زیر خواهد  شود.اخته میس

   :[11] بود

1-k
0r  را از رابطهkkk

0 u
k

Abr  .محاسبه کنید 

kقراردهید: -2
0

1kk
0

k
0

k
00 r)M(z,zp,n

 

محاسبه کنید: -3
k
n

kTk
n

k
n

Tk
nk

n
k
n

k
n

k
n

k
1n

k
n

kk
n

k
n

k
1n

pA)p(

z)r(
,puu,pArr  

اگر -4
k

1nr  بروید، در غیر اینصورت: 5به اندازه کافی کوچک است به گام 

k محاسبه کنید:-4-1
1n

1kk
1nk

n
Tk

n

k
1n

Tk
1nk

n
k
n

k
n

k
1n

k
1n 


 r)M(z,

r)z(

r)z(
,pzp 

 بروید. 3و به گام  n=n+1قرار دهید -4-2

                                                 
1- Krylov 
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5-k
1nu .جواب مسئله است 

Mپیش شرط ساز  نامیده می شود. بردار جهت جستجوnpتکرار و  پارامتر طول nدر الگوریتم فوق  اصطلاحا
k .مطابق زیر تعریف می شود 

(22) 1kkkk  )N(IAM 
I

k  :ماتریس قطری واحد است. انتقال اطلاعات از شبکه ریز به درشت بوسیله رابطه گالرکین مطابق زیر انجام می شود 

(23) k
1k

k1k
k

1k



IAIA 

N
k   برابر یک تکرار چرخهV :است و مطابق زیر تعریف می شود 

(24) k
(pre)1k,k

k
(post)

k
STSN  

از  AMG-CGعملگر اصلاح شبکه درشت می باشد. در روش  Tk,k+1عملگرهای پیش هموارکننده و پس هموارکننده هستند و  S(post)و  S(pre)که 

سایدل پسرو به عنوان پس هموارکننده استفاده می شود. این عملگرها -سایدل پیشرو به عنوان پیش هموارکننده و یک تکرار گوس-یک تکرار گوس

 مطابق زیر تعریف می شوند:

(25) k1kkk
(pre) A)L(IS

 

(26) kTkkk
(post) A)L(IS

 

L
k  ماتریس پایین مثلثی ماتریسA

k  است که شامل درایه های روی قطر اصلی نیز می شود. عملگر اصلاح شبکه درشتTk.k+1  نیز مطابق زیر تعریف

 می شود:

(27) 















1maxkk1ifk1k

k
11k1k1kk

1k
k

1maxkkifk1k
k

11kk
1k

k

1kk,
,AI)A)(NI(II

,AI)A(II
T 

kmax .نماینگر درشت ترین شبکه می باشد 

 

 کاربرد روش چند شبکه ای در تحلیل شبکه لوله ها:. 6-5
اختصاص دارد.  GGAبرای تسریع گام داخلی روش  AMGهمانطور که در بخش های پیشین ذکر شد، تمرکز این مقاله به کابرد روش 

به این قسمت تعلق دارد. از نقطه نظر تئوری روش  GGAینه محاسباتی در روش اهمیت حل سریع این گام محاسباتی به این دلیل است که بیشترین هز

AMG  یک ماتریس معین مثبت متقارن است که درایه های غیر قطری آن  استیلجسقابلیت همگرایی دارد. ماتریس  1استیلجسفقط در ماتریس های

 است.  استیلجسریس یک مات Vمنفی هستند. بنابراین باید ابتدا نشان داده شود که ماتریس 

AD[AV[در صورتی که ماتریس  12
-1
1121  بطور دقیق تر بررسی گردد، باتوجه به ماتریس هایA12  وA21 :مطابق زیر تعریف می شود 

 k=iاگر  (28)

 متصل باشد kو گره  iبه گره  jاگر لوله 

 در غیر این صورت

 

 





















0

][
1

jj

j

1

jj11

k,i 11D-

D

V
 

همیشه مثبت و درایه های غیرقطری  Vمثبت هستند، نتیجه می شود که درایه های روی قطر اصلی ماتریس  D11با توجه به اینکه درایه های ماتریس 

 است. استیلجسیک ماتریس  Vماتریس به عبارت دیگر  فی هستند.نهمیشه م Vماتریس 

 

 . مثال عددی 7
 111، 51 ، 21)تعداد گره ها در هر ردیف یا ستون( برابر  Nگره را در نظر بگیرید که در آن  N×Nمنظم با نامجموعه ای از شبکه های حلقوی 

قسمتی از شبکه مورد بررسی نشان داده شده است. ، 1به شدت افزایش می یابد. به عنوان نمونه در شکل Nمی باشد، حجم محاسبات با زیاد شدن  211و 

و گرادیان بر  GGA های شبکه های فوق بوسیله روش. از اعداد تصادفی انتخاب شده است گرهی با استفادههر کدام از گره ها مقدار تقاضای در 

حل  AMG-CG، چولسکی و LUروش گرادیان مزدوج،  4تحلیل می شوند و دستگاه معادلات خطی حاصله در هر تکرار بوسیله حسب فشارگرهی 

                                                 
2- Stieltjes 
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دله خطی، تاثیری بر  نرخ همگرایی روش های تحلیل هیدرولیکی ندارد به همین دلیل در این نوع روش بکار برده شده در حل دستگاه معامی گردد.

بخش به بررسی یک گام محاسباتی هر یک از روش های گرادیان سراسری و گرادیان بر حسب فشارهای گرهی پرداخته می شود. دستگاه معادله خطی 

91با شرط ش های حل دستگاه معادلات خطی در روزمان محاسبات در دو روش فوق دقیقا یکسان است.   e.  که در آنجا  می آیدبدست

  در دو گام متوالی محاسباتی تعریف می شود. مجهولاتاختلاف بین نرم باقیمانده بر اساس مقدار حداکثر 

(29) 
iεmaxε  

 

 

 

 قسمتی از شبکه لوله مورد بررسی -1شکل

 

بصورت  211×211و  111×111،  51×51،  21×21روش های مختلف  برای شبکه های  حل دستگاه معادلات خطی توسط زمان همگرایی 2 در شکل

 21×21گرادیان مزدوج در شبکه مقادیر دقیق زمان محاسباتی حل دستگاه معادلات خطی را نشان می دهد. روش  1جدول  شده است. لگاریتمی مقایسه

نسبت به روش  در کلیه شبکه ها LUثانیه همگرا می شود ولی در شبکه های بزرگتر نمی تواند با دقت مورد نظر به همگرایی دست یابد. روش  23در 

 51×51عملکرد بهتری دارد. در شبکه  AMG-CGنسبت به روش گرادیان مزدوج و  21×21ولی در شبکه چولسکی زمان بیشتری صرف می کند. 

برابر است ولی با بزرگ ترشدن شبکه این زمان به شدت افزایش می یابد. روش چولسکی در کلیه  AMG-CGتقریبا با روش  LUزمان محاسباتی 

می دهد. همانطور که در  سریعتر است. ولی در شبکه های بزرگ این روش نیز کارایی خود را از دست LUحالات از دو روش گرادیان مزدوج و 

د. بطوریکه در شبکه  گردنسبت به سایر روش ها سریعتر می  AMG-CGنشان داده شده است با بزرگ شدن شبکه زمان همگرایی روش  2شکل 

مجهول را حل  41111معادله و  41111و در کمتر از یک ثانیه دستگاه معادلات خطی دارای  شدهاین روش سریعتر از دیگر روش ها همگرا  211×211

و پیشنهاد می شود برای شبکه های با بیش از  نیز بهتر از دیگر روش ها می گردد AMG-CGبنابراین با بزرگتر شدن شبکه عملکرد روش  می کند.

 برای حل دستگاه معادلات خطی حاصله استفاده گردد. AMG-CGلوله به جای روش چولسکی از روش  71111
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 شبکه های مختلفیک گام تحليل زمان همگرایی روش های مختلف در  -2شکل

 

 

 

 )ثانيه( شبکه های مختلفیک گام تحليل در زمان همگرایی روش های مختلف  -1جدول

 50X50=اندازه شبکه 20X20= اندازه شبکه  

 تحلیل روش
حل کننده دستگاه 

 معادله خطی
)ثانیه( یک تکراردر زمان محاسبه  )ثانیه( یک تکراردر زمان محاسبه   

گرادیان 

سراسری و 

گرادیان بر حسب 

 فشار گرهی

CG 0.23 همگرا نمی شود 

LU 0.003 0.047 

CHOLESKY 0.0012 0.018 

AMGCG 0.0156 0.0468 

 200X200= اندازه شبکه 100X100= اندازه شبکه  

 تحلیل روش
حل کننده دستگاه  

 معادله خطی
)ثانیه( یک تکراردر زمان محاسبه  )ثانیه( یک تکراردر زمان محاسبه    

گرادیان 

سراسری و 

گرادیان بر حسب 

 فشار گرهی

CG همگرا نمی شود همگرا نمی شود 

LU 0.552 6.745 

CHOLESKY 0.155 1.533 

AMGCG 0.203 0.811 

 

 . 

  .  نتیجه گیری8
و روش  GGAبوسیله روش تحلیل شبکه های آبرسانی  برای حل دستگاه معادله خطی حاصله از AMG-CGروش چند شبکه ای  از در این مقاله 

این روش در شبکه های بزرگ با هزاران لوله دارای بیشترین سرعت همگرایی می باشد ونسبت به روش  شد. استفادهگرادیان بر حسب فشار گرهی 

با توجه به اینکه زمان همگرایی در شبکه های آبرسانی بزرگ ایی مناسب تری دارد. بکار برده شده است کار EPANETچولسکی که در نرم افزار 

برای  AMG-CGلوله به جای روش چولسکی از روش  71111ار است، پیشنهاد می شود برای شبکه های با بیش از مقیاس از اهمیت بسیاری برخورد

  د.گرداستفاده  های تحلیل هیدرولیکی فوقروش حاصله در حل دستگاه معادلات خطی 
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