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چكيده 
عـث توليـد صـداهاي    باي درگيـر هـا در چرخ دندهRattleارتعاشات 
در . شودميياچرخ دندهسيستمهاي در نيروهاي ديناميكيمزاحم و 

شده بررسي اين پديده پرداختهبه تحليلي هايروشهشهايي كه باوپژ
است، بدليل بوجود آمدن ترمهاي سكولار در معادلات حركت از تـرم  

در مقالـة  . مربوط به ميرايي در معادلات حاكم صـرفنظر شـده اسـت   
معادلات حاكم بـر حركـت، بـا در نظـر گـرفتن ميرايـي       ابتدا حاضر، 

روشهاي حـل معـادلات حـاكم مـورد     سپس برخي ازاستخراج شده،
بررسي قرار گرفته و مزايا و معايب هر روش در تحليل معادلات حاكم

دو ارتعاشـات در نهايت معادلات غيرخطي حـاكم بـر   . ذكر شده است
كه از گيريبا روشهاي بسط چند مقياسي  و معدلچرخ دنده درگير 

ه نتـايج ايـن   مقايس. انددهحل شباشند، شن ميـهاي پرتوربيكـتكني
. دهدروشها با نتايج حل دقيق تطابق خوبي را نشان مي

واژه هاي كليدي
هاي درگير، پاسخ فركانسي، روش خطي، چرخ دندهارتعاشات غير

.، روش بسط چند مقياسيگيريمعدل

مقدمه
يكي از راههاي انتقال انـرژي در سيسـتمهاي دينـاميكي اسـتفاده از     

هاي درگيـر  اي، بين دندانهچرخ دندهدر سيستمهاي. چرخ دنده است
ها، هم بـه علـت   لقي بين دندانه. ها، مقداري لقي وجود دارددندهچرخ

خطا در ساخت و هم به صورت از پيش تعيين شده براي جلوگيري از 
دنـده  چـرخ جفت در يك . ]1[گرددها، لحاظ ميقفل شدن چرخ دنده

باشـد از  اي مـي زاويـه وقتي گشتاور اينرسي كه تابعي از شتاب درگير 
هـا از هـم جـدا    دندانـه , به دليل وجود لقيشود گشتاور بار بيشتر مي

ةپديدها،دندانهمجدداين جدايش و برخورد ناشي از اتصال.شوندمي
Gear Rattleارتعـاش باها همراهتكرار اين ضربه. آوردوجود ميرا ب،

توليـد باعـث  كـه آوردرا بوجود مـي Vibro-Impactاي به نامهپديد
.]2[شودمينيروهاي ديناميكي بالا صداهاي مزاحم و 

از ، انـد يي كه به بررسي اين پديده پرداختـه پژوهشهابرخي ازدر 
اين روشها بـدليل عـدم ارائـه    . ]3[استفاده شده استعدديروشهاي

تاثير پارامترهـاي مختلـف سيسـتم  روي پاسـخ فركانسـي روشـهاي       
،بـالانس هارمونيـك  روش .شـوند ب نمـي مناسبي براي تحليل محسو

براي حل معادلات غيرخطي حاكم بر يكي ديگر از روشهايي است كه 
در سـالهاي  .]5[و ]4[به كار گرفته شـده اسـت  ،هادندهحركت چرخ

ط بس ـتقريبي از قبيـل روش  -اخيــر محققيـــن با روشهاي تحليلي
بررسـي ايـن   ، بـه كه از تكنيكهاي پرتوربيشن است1مستقيم پيشرو
ولي در اين روشها، . ]6[اندو نتايج خوبي بدست آوردهپديده پرداخته

از ترم مربوط ،بدليل بوجود آمدن ترمهاي سكولار در معادلات حركت
.به ميرايي در معادلات حاكم صرفنظر شده است

،باشـد ها ناشي از دو عامـل مـي  ميرايي در درگيري سطوح دندانه
،باشـد هـا مـي  روغن دربين دندانهةك ويسكوزيتاصطكاةيكي درنتيج

ديگري ناشي از اتلاف انرژي واستخطيةكه يك ميرايي ويسكوزيت
كـه يـك ميرايـي    ،باشـد هـا مـي  در برخورد الاستيك سـطوح دندانـه  

.باشدنوع هرتز ميخطي برخورد ازغير
uDDF MIMVd &][ +=

به ترتيب ضرايب ميرايي MIDو MVDضرايب، )1(در رابطة 
بـار سـبك و   بـا هاي پـايين تدر سرع.باشندويسكوزيته و برخورد مي

مقدار ضريب ميرايي برخورد كوچك است و ،هاي اينرسي پايينممان
نظـر  تواند همراه با ضريب ويسكوزيته به صورت يك عدد ثابت درمي

ر اين تحقيق استفاده شده و ميرايي بـا  از اين نكته د]. 7[گرفته شود
.شده استدر نظر گرفته Cضريب ثابت 

حاكم بر حركـت، بـا در نظـر    غيرخطي ، معادلات اين پژوهشدر 
استخراج شـده، سـپس    ي درگير،هابين دندانهو لقي گرفتن ميرايي

هـاي  ككـه از تكني ـ 3گيريو معدل2با روشهاي بسط چند مقياسي
با حل مقايسه نتايج.اندقرار گرفتهل ليحمورد تند، باشپرتوربيشن مي

، بسط چنـد مقياسـي و معـدل گيـري    روشهاي دهد نشان ميدقيق، 
وبي بدسـت  بـا دقـت بسـيار خ ـ   مقدار و محل قلة پاسخ فركانسـي را  

.نداآورده

معادلات حاكم
Gearبراي بررسي پديدة Rattle     ابتدا بايد يـك مـدل قابـل تحليـل
از سيسـتم جـرم   در اغلـب پژوهشـها  . ارائـه شـود  ارتعاشي بـراي آن 

. متمركز براي تحليل ارتعاشي دو چرخ دنده درگير استفاده شده است
براي شبيه سازي دو چرخ دنده درگير بـا اسـتفاده از سيسـتم جـرم     

1 Straight Forward Method
2 Multiple Scale Method
3 Averaging Method
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)10(

،  با يك فنر و يك 1دنده مطابق شكل شود دو چرخمتمركز فرض مي
.انددمپر به هم وصل شده

مدل فيزيكي تماس دو چرخ دنده درگير: 1شكل 

دورانـي حركت حاكم بر معادلات ديفرانسيل ،1با توجه به شكل
اين سيستم را بـا صـرف نظـر از لقـي،     ) yθو xθ( دو درجه آزادي 

:نوشتتوان به صورت زير مي
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ــادلات  ــا ،)3(و ) 2(معــ ــبي   بــ ــات نســ ــاب مختصــ انتخــ

yyxx rru θθ بـا  . شودمعادلة يك درجه آزادي تبديل ميبه،=−
تـوان معادلـه حركـت دو    سـازي مـي  در نظر گرفتن اثر لقي و با ساده

:دنده را به صورت زير نوشتچرخ
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uf)(، تابع تحريك وtB)(،)4(در رابطة s تابع مربوط به
تابع تحريكبا نوشتن دو ترم اول سري فوريه. نيروي فنر است

:خواهيم داشت
)cos()( 10 tBBtB ω+=

با توجه به ، اين تابع. استخطي -ايتابع پلهتابع نيروي فنر يك
:شوددر نظر گرفتن لقي به شكل زير تعريف مي
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ترم مربوط به نيروي ،گيريمعدلبراي حل معادلة ارتعاش با روش 
كـار، چنـد  ايـن بـراي  . زنـيم تقريب مـي ايجملهفنر را با يك چند 

:ايماي مربوطه را از درجه سه در نظر گرفتهجمله
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21)( uuuf
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s λλ +=

با توجـه بـه تقريـب مجمـوع كمتـرين مربعـات       2λو  1λكه 
به جاي ترم مربوط به نيـروي  ) 9(با قرار دادن معادلة . بدست مي آيد
:خواهيم داشت) 4(فنر در معادلة 
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دو حاكم بر ارتعاشـات  ، معادلة)10(غيرخطي معادله ديفرانسيل 
آن اثر ميرايي نيز در نظر گرفته شده دركه .باشدميدنده درگيرچرخ
حـاكم  در ادامه برخي از روشهاي موجود بـراي حـل معـادلات    .است

.بررسي شده است

روشهاي حل معادلات حاكم
حــل برخــي از روشـهاي موجــود بــراي  در ايـن قســمت از پــژوهش،  

دنـدة درگيـر و   ركت يـك جفـت چـرخ   حاكم بر حغيرخطيمعادلات
ــابه،  ــي مش ــادلات غيرخط ــل روش مع ــددي، از قبي ــالاروش ع نس ب

و تكنيكهـاي پرتوربيشــن 2روش هموتـوپي پرتوربيشــن ،1هارمونيـك 
نهايتـاً  . آن به اختصار آورده شـده اسـت  مزايا و معايب وبررسي شده 

گيـري بـراي حـل    دلايل انتخاب روشهاي بسط چند مقياسي و معدل
.ت حاكم بر ارتعاشات دو چرخ دنده درگير ذكر شده استدلاامع
روش عددي-

يابي روشهاي عددي گرچه كاربردي سهل و سريع را براي دست
رهاي انتخابي سيستم به كاربر براي پارامتفركانسيبه پاسخ زماني و 

تقريبي ترجيح جوابهاي تحليليولي با اين وجود معمولاًدهدارائه مي
پيش بيني از اين رو كه مي توان آنها را براي.شوندداده مي

خذ نتايج كيفي پارامترهاي مختلف و أمسيرهاي حركت، تحليل تأثير
روشهاي تحليلي تقريبي را براي تقريب بنابراين معمولاً. به كار برد

.خطي به كار مي برندهاي غيرجواب مسائل مربوط به سيستم
روش بالانس هارمونيك-

براي ترين روش تحليل تقريبيساده،رمونيكهابالانسروش 
اين روش هم براي .خطي اجباري استحل معادلات ديفرانسيل غير

خطي قوي طي ضعيف و هم براي سيستم هاي غيرخسيستمهاي غير
نياز به دسترسي عيب اين روش اين است كه.قابل كاربرد است

سازگار اطلاعات بسياري از جزئيات جواب داريم تا اينكه به جواب 
برسيم و بايد جواب را با تعداد كافي از جملات در نظر بگيريم و 

هاي صرف نظر شده را بررسي مرتبه ضرايب مربوط به تمام هارمونيك
.دقت يا كم دقتي خواهيم رسيدجواب بيدر غير اينصورت به. كنيم

1 Harmonic Balance Method (HBM)
2 Homotopy Perturbation Method
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هاي تحريك شده اين روش عموماً محدود به سيستمهمچنين
بع هاي بالاتر در بسط تاكه هارمونيكنگاميونيك است و در ههارم

.دهدگردند، دقت خود را از دست ميتر ميثرنيروي تحريك مؤ
هموتوپي پرتوربيشنروش -

اين است كه ،مهمترين مزيت اين روش نسبت به ساير روشها
دهدبراي سيستمهاي غيرخطي قوي، جوابهاي قابل قبولي ارائه مي

سيستمهاي ميرا، به سهولت قابل كاربرد ولي با اين وجود براي ].8[
يرايي در با توجه به در نظر گرفتن ترم مدر اين پژوهش، لذا.نيست

، روش هموتوپي پرتوربيشن ابزار مناسبي براي حركتمعادلات 
.باشدبررسي معادلات حركت نمي

)اختلالات(پرتوربيشنهايروش-
براي ،دكوچك باشاگر اندازة جملة غيرخطي يا دامنة حركت

روشهاي . كار بردرا بپرتوربيشنتوان روش جواب تقريبي مي
و تأثير د كه خواصنسازاين امكان را فراهم ميپرتوربيشن
. باشدقابل مطالعه ، بر پاسخ فركانسي و زماني آن،سيستمپارامترهاي

بسط مستقيم پيشرو و روشبرخي از تكنيكهاي پرتوربيشن از قبيل 
ا ابزار مناسبي براي سيستمهاي مير،يح شدهروش پارامترهاي تصح

گيريمعدلسط چند مقياسي وبدر روشهاي]. 9[روند به شمار نمي
و پارامترهاي تصحيح شده، مربوط به بسط مستقيم پيشرو نقايص

. از دقت بالاتري برخوردار هستنددر سيستمهاي ميرابرطرف شده و
:]10[و ]9[زير قابل ذكر استمواردبراي اين روشها 

خطي اي بدست آوردن جواب ارتعاشات غيراين روش بر-1
.اجباري ضعيف با دقت بالا، داراي كاربرد وسيع و گسترده ايست

و اجباري به شمار هاي ميرابراي بررسي سيستممناسبيابزار-2
توان عوامل ميرايي و تحريك را در يك مرحله از رود كه ميمي

ساخت و لذا تاثير مسائلي نظير تشديد تقريب به طور همزمان وارد 
.ساز و پرش را مي توان بررسي نمودزير همساز و تشديد فوق هم

مفهوم فيزيكي مطلوب تري را از مقياس هاي زماني در بر -3
.گرفته، به دست مي دهد

.هر دو قابل دستيابي است،حالت گذراپاسخ حالت دائم و-4
دهد اري سيستم به دست ميدر مورد پايداطلاعات متنوعي را -5

.در عين حاليكه حجم محاسبات و عمليات را افزايش مي دهد
با جملات ميرايي و (فقط براي سيستم هاي غير خطي ضعيف -6

.قابل كاربرد و معتبر است) يا بدون جملات ميرايي
در نظر گـرفتن ميرايـي در معـادلات    با توجه به در اين پژوهش، 

گيـري، بهتـرين روش   قياسـي و معـدل  حركت، روشهاي بسط چند م
. باشـند دندة درگيـر مـي  براي تحليل معادلات حركت يك جفت چرخ

ت حاكم بر حركت به شكل مناسـب  در اين پژوهش، معادلاهمچنين
و شودپارامتر پرتوربيشن بسيار كوچك اند و باعث شدهشدهاستخراج

.گرددترم غيرخطي ضعيف 

بسط چند مقياسيروش 
،بسط چند مقياسيبه روش )) 10(رابطة (حاكمدله براي حل معا

بر حركت به شكلي معادله حاكمبا تغيير پارامترهاي سيستم، ابتدا 

علاوه اين كاربا.شده استتر و قابل حل با اين روش استخراجساده
كه پارامتر يدهد امكان را به ما ميتر شدن معادلات، اينبر ساده

لذا.و دقت روش افزايش يابدشودانتخابكوچك) ε(پرتوربيشن 
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:يا به عبارتي ديگر
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**** εε KTTTTutuu ==

:كه در آن
K,,,, *3
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*2
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*
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*

0 tTtTtTtT εεε ====

تغييرات ت وكم اس1Tكوچك انتخاب شود، تغييرات مقياس εاگر
.شودكمتر از قبلي ميبه ترتيب بسيار ... و3Tو2Tمقياس هاي 

را بر u*، مقدارt*بر حسب تابعي ازu*اكنون به جاي محاسبة 
با توجه به . محاسبه مي كنيم. ..و0T ،1T ،2T ،3Tحسب تابعي از 

:قانون زنجيره اي داريم
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*
1210

*
0

* TTTuTTTuu ε

از در آنكنيم وجايگزين مي) 25(رابطةرا در )26(رابطة
،يك است، به علت كوچك بودناز تربيشεپارامتركه توانجملاتي

:كنيمنظر ميصرف
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0
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:]10[را به صورت زير تعريف كردω*توانميεكوچك بودن 

εσω +=1*

:در نتيجه

100000
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:داريم) 33(در ) 35(رابطةبا جايگزيني 

cceeBBeAeAAAiAi

uuD

iTTiiTiT +++−++′−

=+

0100 *
1

*
0

332

*
1

*
1

2
0

2
1)322( σµ

:خواهيم داشتلات سكولار جمبا جداسازي

0
2
1322 1*

1
2 =−++′ TieBAAAiAi σµ
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2
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:را به شكل زير بازنويسي كرد)37(رابطة توان ، مي)37(
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1

8
3 1*

1
3 =−++′−′ Tiiiii eBeaaeieaeai σψψψψ µθ

:توان نوشتمييا
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)sin(
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1
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1 ψσµ −+−=′ TBaa

)cos(
2
1

8
3

1
*
1

3 ψσψ −−=′ TBaa

ψσβبا فرض  −= 1Tخواهيم داشت ، :ψσβ و با جايگزيني ′=−′
:خواهيم داشت) 41(و ) 40(در روابط اين روابط

βµ sin
2
1 *

1Baa +−=′

βσβ cos
2
1

8
3 *

1
3 Baaa +−=′

ψiaeAبا جايگزيني شكل قطبي 
2
1

:داريم) 32(در معادلة =

)cos( 0
*
0 ψ+= Tau

:خواهيم داشت)26(رابطةلذا با توجه به
)()cos( 0

* εψ oTau ++=

βσψو از آنجا كه  −= 1T 22(رابطة و طبق( ،*
0 tT و=

*
1 tT ε=لذا پاسخ نهايي معادلة ديفرانسيل حاكم بر .باشدمي

:آيدميارتعاشات به شكل زير در
)()cos( *** εβω Otau +−=

.بدست مي آيند) 43(و ) 42(، از روابط βو aكه 
واقعيت براي محاسبة پاسخ فركانسي حالت پايدار سيستم از اين 

β′=0و a′=0لذا ،كنيمثابت هستند، استفاده ميβو aكه 
:خواهيم داشت) 43(و ) 42(و با توجه به روابط گيريمميدر نظر 

βµ sin
2
1 *

1Ba =

βεσ cos
2
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8
3 *
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3 Baa =+−

:داريم) 48(و ) 47(مع كردن مربع روابط با ج

0
4
1)

8
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2*
1

22222 =−−+ Baaa σµ

با متغيرهاي معادله حاكم پاسخ فركانسي براي ،)49(رابطة
داراي با جايگزيني مقدار معادل پارامترهاي . باشدمي* داراي علامت 

پاسخ (، پاسخ فركانسي بر حسب متغيرهاي اصلي سيستم *علامت 
:آيدبدست ميبه شكل زير ))10(رابطة براي فركانسي 
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. دنده درگير استپاسخ فركانسي سيستم ارتعاش دو چرخ) 50(رابطة

:برابرند با) 14(و ) 13(با توجه به روابط 2Tو 2Uدر اين رابطه  

)52(2
1

2 1
λ

=T)51(
2

2
12

λ
ελ

=U

شود، تأثير ضريب ميرايي مشاهده مي) 50(همانطور كه در رابطه 
)c (ر پاسخ فركانسي سيستم مشهود استب.

گيريروش معدل
براي بدست آوردن پاسخ فركانسي معادلة حاكم بر ارتعاشات  با روش 

با از معادله حركت بسط چند مقياسي، مانند روش گيريمعدل
وقتي ) 19(در معادلة . كنيماستفاده مي*ي علامت متغيرهاي دارا

0=ε خواهد آمدآن به شكل زير درباشد جواب عمومي:
)cos( ** ϕ+= tau

) 53(از رابطة با مشتق گيري .ثابت هستندϕو aكه در آن
:خواهيم داشت

)sin( ** ϕ+−= tau&
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)60(

)61(

)62(
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) 19(ا به صورت معادلة باز هم جواب رباشد، ε≠0كه هنگامي 
ثابت نيستند بلكه وابسته ϕو aگيريم با اين تفاوت كه  در نظر مي

دو بار نسبت به ) 53(از معادلة ،حال با اين فرض. به زمان هستند
:در اين صورت خواهيم داشت. ن مشتق مي گيريمزما
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:پس از ساده سازي خواهيم داشت. كنيم
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[ ]ϕωεεϕ +−−= tBaa )1(cos
2
1
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3 *

1
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لذا با . هستند) 41(و ) 40(معادل با روابط ) 62(و ) 61(روابط 
مشابه با روش بسط مقياسي، پاسخ فركانسي حالت ادامة عمليات

، به شكل زير پايدار سيستم كاملاً مشابه با روش بسط چند مقياسي
:بدست خواهد آمد
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گيري و بسط يكسان بدست آمدن نتايج حاصله از روشهاي معدل
بربراي صحه گذاري بيشتر. چند مقياسي، دليل بر صحت نتايج است

اين در ادامه نمودار پاسخ فركانسي بدست آمده از بدست آمده،نتايج
.مقايسه شده استحل دقيقرسم شده و با نتايج روشها 

نتايججيصحت سن
و 1با استفاده از مقادير عددي جدول ،به منظور صحت سنجي نتايج

گيري و بسط چنـد  معدلمعادله پاسخ فركانسي بدست آمده از روش 
2شـكل در كـه  نمودار پاسخ فركانسي سيستم رسـم شـده   ،مقياسي

.استقابل مشاهده

هاي سيستمپارامتربدون بعد مقادير عددي : 1جدول 

��Ikαcb1B0Bرا��

مقدار 
110.250.05o100.030.05عددي

كان مقايسه نتايج بدست آمـده از   لازم به ذكر است براي ايجاد ام
كـاملاً 1، پارامترهاي عـددي جـدول   حل دقيقاين پژوهش با نتايج 

مشابه با پارامترهاي عددي به كـار رفتـه بـراي رسـم نمـودار پاسـخ       
.   ، انتخاب شده است]6[فركانسي با حل دقيق 

� ��� ��� ��� ��� � ��� ���
�

���

���

���

���

��	

���

��


���

ωωωω������

u

ه از ا استفاددنده درگير بنمودار پاسخ فركانسي ارتعاشات دو چرخ: 2شكل 
ε=01.0براي گيري و بسط چند مقياسيهاي معدلروش

، حل دقيـق ازبا استفادهسيستم پاسخ فركانسي نمودار ،3شكل
بـا  د كـه  شـو مـي مشاهده3و 2شكلهاي مقايسه با .دهدرا نشان مي

-ي معـدل روشـها زوجود تفاوتهايي در پاسخ فركانسي بدست آمـده ا 
ايـن روشـها   ،بـا حـل دقيـق   قيـاس در قياسـي گيري و بسط چند م

اند مقدار و موقعيت قله اصلي پاسخ فركانسي را به دقت خوبي توانسته
ولي بـا  . براي جلوگيري از تشديد، حائز اهميت استند كهبدست آور

.تر عاجزندهاي جزئياين حال اين روشها از پيدا كردن قله
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Frequency[rad/s]
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دست آمده از دنده درگير بچرخنمودار پاسخ فركانسي ارتعاشات دو: 3شكل 
]6[حل دقيق 

گيرينتيجه
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يـك جفـت چـرخ دنـدة     ارتعاشـات ، پاسخ فركانسـي در اين پژوهش
بـا  ، سطوح درگيرميراييها و لقي بين دندانهنظر گرفتن با در،درگير

بدسـت آمـد و   گيـري استفاده از روشهاي بسط چند مقياسي و معدل
مهمتـرين  . دقيق تاييـد شـد  حلايج صحت نتايج با مقايسه آنها با نت

:دستاوردهاي اين پژوهش عبارتند از
گيري هاي بسط چند مقياسي و معدلتوانمندي روشنمايش -1

.ميرااجباري و غيرخطي سيستمهاي ارتعاشيل ليحتدر 
دنـدة درگيـر و   محاسبة پاسخ فركانسـي ارتعاشـات دو چـرخ   -2

.پاسخ فركانسياصليتعيين محل و قلة 
بـراي  سـازي پارامترهـاي سيسـتم    بهينـه راهم شدن امكان ف-3

پارامترهـايي نظيـر  جلوگيري از تشديد، با توجه به مشهود بودن اثـر 
.لقي و ميرايي بر پاسخ فركانسي

فهرست علائم

a ارتعاش سيستمدامنه ،m

Bتابع تحريك ،N

01,BBضرايب سري فوريه تابع تحريك ،N

bلقي ،rad

Cيب ميراييضر ،Nms

MIDبرخورديب ميرايي ضر ،Nms

MVDيب ميرايي ويسكوزيتهضر ،Nms

dFنيروي دمپر ،N

sFنيروي فنر ،N

Iممان اينرسي معادل ،kgm4

xy II kgm4، هاممان اينرسي چرخ دنده,

Kسفتي تماسي ،N/m

xy MM Nm، هادندهگشتاور اعمال شده به چرخ,

xy rr m، هادندهع چرخشعا,

tزمان ،s
uنسبيجابجايي ،m

u& ،سرعت نسبيm/s،
u&& ،شتاب نسبيm/s2

علائم يوناني

αنسبت سفتي در دو مرحله تماس
εپارامتر پرتوربيشن
ϕ سيستم ارتعاشيفاز اوليه ،rad

xy θθ rad، هادندهاي چرخجابجايي زاويه,

xy θθ && rad/sها، دندهاي چرخسرعت زاويه,

xy θθ &&&& rad/s2ها، دندهاي چرخشتاب زاويه,

ωفركانس تحريك ،rad/s

0ωفركانس طبيعي سيستم ،rad/s
ψ ،فاز اوليه سيستم ارتعاشيrad
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