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 �,.��/�0�& �"�#$�� �� /���� ��� 4���� � 5�6 �#� �� 5�6  ���
5��+7� /�0�& �89& "�    ��): ();�� ��)�      ��� ��<��)�� �=���)� ��)�
���! ��� �� >��. ?@A ���B�  /�#9&��  �<C0� �����  %DE� ���

 ��� �� �� ��.F��0�9� ���+7�� /��,9� ��. ���� ��D
� �$�H� =0� ���I� 
���! ?@A  >)��. ��� "� ���+7�� �� /�#9& ���B�   �� �"�)#$�� ��

5�6 4���� /�0�& ���� �����0�I   J,)$ �)K �   ��): =)�   ��)�  ����7)�� 
=���� �� �L��. M�L �A�� %9�� �� �&�� ��  ��� NO� %9#P �� ��

��:)R�� ����B�( �"� ���+7�� �T�� ��� �� >��.�  ���)�� %D#�   �)@	�
 ���A U��7� ��D
� ��6 �6���  ��� ��?@A  /�)#9& ���B���   =)0�

 �A����L �� . �)H+8� W�� X0�7�)  /�)#9& �)�  >)��.  �)0  Jameson 
with Cusp(�    ��): �)�� NO)� M�L �HO	� ��     X0�)7� �)� �)#0�H� ��

  ���)! ��)��O; ���. ���9
� ���8O� ��#� 4�DO�� ����@� �  �)A�� �� �
F���. �� /��� ���.  �� �. �@�I "����
	�: Y�Z    /��)� ��)�� 5��[�
?. ��   �� �D)#� ��)O� ��: ��� �#� �� ���D��B� ��O; 5������ � ����

 ���A21  �6���7��0 ���.    5�)*�� �)� ��� =)0� "�  (6�A X0�7� �F$ �
�0�,� ,� /�0�& %�P�� �� =	\9� � �8]#��� ���L��.   /�)#9& X0�7�

��       R�)� �)HO	� �� �C0�)� �)0�& Y�)Z X0�)7� ^�8O� 4�DO�� "� /��� ��$
) ��): ��� NO� ��� M�L �A��� ( �)�   �)L���   =)	\9�  %D)#� �)�� 

��&� _#. �� ��7D��	� U0��L ���. �  ���A U��7� ��O�7   �)6�� /I
 ���� ��D
�����.  

�/�>� ��� �@��: ��� �%��'�� ���  =���� ��: �/�#9& �>��.  
  

/B� <�  
=���� %9�� �� �&�� �� ��� ���� ?.��<��� �� ���� �A��Z ������ ���

aP��� �� 5�,
@� =0���L �
�I /������ �0�,�� b!�� ����� . ����
���! ��� "� c'�9�� �
��0�& =0� �"�#$�� d87�� ?@A���B�[1] 

�� ���+7����L.  M�L ��#� ���� ���! aP� ��� �0 /���I %���
��7��:�� � �0�L �� �L�� /���� � Re�� (P��A ����� �. /�0�& ���

���! 5�D��B� ��� ��� �$�f =0�79
� "� ��0 /��7�)CFD( %#���.  
��� �� (#���+0� 5'���� ��7�� ���! (A �� 5��6 �� d87�� ���

U#� � ���I �� �$�g+�������� �� _��	� ����O; _0�H� �� (6�A ��� ���
� ���!�� �D��B����< .Y�Z ���� �,.�� (*�+� ��� _0�H� %#0��

 �� ���< ���,�� 5'���� �� W�g+�� h��	� �� ��L RFA 5e9& "� _��	�
�	0�< �!�	g� 5��e�� �
�I �� �. �0�9� ��<�8& �7���;�� 5������ "� . ��

 '�� �� h�� �D��� %P� "� %�� _��	� �7��� 4�+�� M�L ��0�: �. ����"
��L �7��< �i� �� (A ����B� ����[2].  

 
 

 W�� ��1980 ���7#< ��
Le� ��� �� %��'�� ��� Y�Z ��� �� ��
 ��
L�� � ��L ����� �0,@� ��
L�� �7�� �� �� �. %��< 5��6 /�0�&
 m��� �� �80�� 5'���� (A %
& �. �0��< ��	� �HDZ ��L ����� Re7;�

%�� ��L �	� J�� ����7�� %6�; .��� ����	0� �� M�7�� �OH�  �� ���
 (#���+0� �$���� /��9� �7##< %
& � 5�!eZ� ���7�� %
& =� �O���
 � (#���+0� 5'���� /��9� �7##< %
& ��0� 5��D! �� �0 � ���� �7+
�

�� J,$ �K /�0�& ��7�� �� n	��9� 5�!eZ� =7��< �L��[3].  
���� �� >��. Y�Z ����� �� �*�A ��. ��  �� "� �7��< �� �� �.

�� ���B� (*�+� � %��'�� ��� �7;���: �L��  /I ��<���� �� �. ���L
�� �0 ��; ���� =���� %��T ��: �� /�#9& ��� �� (��P ��D
� �"��

�iAe�%�� �7L�� �� . �HO	� =0� �. %�� �.o �� h"') ���� ���
��: ��
7�� %9� �� ��: ��� NO� ( ��&� %8! �� � ����	0���0I M�L

 "� /I /�0�& �"�#$�� �/��� M�L ��&� ����� �"�� �� /�0�& ��
�C0� %9���� �����;�� ���L��  5��g� /�0�& ��*�A aHB� �� �7D$� �.

��%�� ��L ����� "��. 
?@A ��� ��D
� aHB� =0� ���I�� ��� a+8� a0�Z "� ���B�

?@A ��� �� >��./�#9& ���B�[4] ���� �. �L�� �� �����
��
�  ��0�,� "� ��< =0����� ���; ��D
� �� X0�7� � ��� . �� h"'

�� �7D$� �. %��.o?@A ���! ��� �� "� ����� ?� ���0� ���B�
���< ���+7��.  

 ���D��B� ��DL "� ���+7�� �� 4�� ����7�� ���
	�: �H+8� ���
 ����)(�L1(�� ��"�#$�� �� ��e! ����� /�0�& ���� �"�� �� ���
/�0�&�� ,� �"���� ��\: �����L �7��< ���� ����� . �� �&�� ��

/�0�& �<�\: "�	� �5�D��B� �'�� ?@A c�7@7� � �"�� �� ���
�� �6�� ���)))� �0 ������7))))�� ��DL "� ���+7�����<[1]�  ���� �.

�� 5��g� ���� /�0�& �*�A aHB� ����� "�� R�� �$� %�� ��L
 5�HHB� �� ^I ���� �"���� /�0�& �� ���
	�: W�� ����� �0�
�

�� ��	0I�L��.  
  

1-��6��, D�E  
/����9� � /�#9&[5]  W��1981 �8A�� ��
f Y�Z �0 ���� �� ��

��� /������ �0�,��?0�� ���?@A �� �7#��� � n	f��� �r��� ���B�
����9� .+�� �� W���� ��.F� Y�ZW���7�� ���� � ���� �s� �� �,.�� W�g-

 � N0�6 5��6 �� ���. X��� �� �8A�� �	f ��� "� /��" �� %D#� ��<
�� ���+7�� (H7#��	. . ��Z �� /��" � /��� �"�� �7##< �� �i�

���<��&R�O��� ��#� ��.F� Y�Z �t��: � ���� �0F: /I "� ��<���� ���
h�< �"���� "� (H7#� �a0�Z���  ���LI ���� Y�Z =0� �� �%�� ����"

M�L �"��h�� "� �D.�� ^�8O� �B� �� �� ��
f � �� �7�� ��e�� ���
��L ���,�� ��L 5e9& ����� .Y�Z �� �. %�� ���I��0 �� h"' �	9* ���

 5��D! �. ��L ����� �0���9� u0�#� ���� �	�� �� /�#9& �$��
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�8B� ����" h�< �"�)Local time stepping(� �w$�7�I ��		. >��)Enthalpy 

damping( U��7� �����9P�� "� �	9* ��<��)Implicit Residual 

averaging(  %��.  J,$�K ���� ���� �x��� � h�7	9� �h�& ��H� 5'����
�� �0" 5��6 �� ������ =0,��. 5�g7�� �� ?.��� (��P ��L��[4]:  
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)3(  
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0
Vee ��

����� �4�� �$���� ��W �������� ��0�H� ����[7� (��LF,G  �����
  � J,$�K �����Le0 �� (. �x����L�� .  

���� �A�� ��7�� ��� =0� ��     � ?)#H� ���)B� ?)@A ������ �� �i�
?@A �� ��� �� ?.�A 5'���� �0�H� h�� "� zw�    "� ���+7)�� �)� ���)B�

�< �sP =0)Green Theorem( W���7����L �� ��< . �� %)$�A ��  ��)��
�� �sP =0� "� ���+7�� ��  W��)�7�� �� �� W�8� �� NO� ��� W���7�� /���

"�� �����9� (0�D� /I ��� . ���� U#� ����� 5�H7�� �8. _��� =0��
�� �7L�� ��� �$�� (�L /�9� �� ����" a7�� h�� � ��L��L . ��. =0� ��

 �$�9�� (#���+0� 5'���� ���7�� �0)O.D.E (�� %�� ��   �). �)0I
����� "� ���+7�� �� �� /I /�����9� (A ��e. ��� .   �). %)�� N*��

W���7�� "� z:���� "� ��<    %)$�A t)��: �/�)�" �� ����: � �86�A 5'
��I ����; %�� �� ?r�� .   ���+7)�� �)�e�� ��� h�� "� ,� M�L �A��� ��

%�� ��L[4]:  
)4(  )()()( 444 WDWDWD yijxijij ��

?@A �� ���� {��; �)L�< |�H� �� ���B�    z0�)� �)0" �)� � ��i  �j 
�� }������L .�� /��� ���� �� �� �&�� ��  NO)� ��� W���7�� �5'��

 /�9$�� �� h�@����L .?0��� =0,���. 5�g7�� ?7#� �� =0����	�:  
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  /�" _)0�H� ,� � =0�< �sP "� ���+7�� ��tW ��    �� /I ���)H� �)�
?@A J��; � ���B��� W���7�� "� /I /��9� %L�� /���:  

)6(  � �� �����
�
�

cell
SdxRdyGdxFdy

t
W 

5�
& �� h�7	9� ���7��: 5'���� ��	�� /��� 4�� ������ �O���  
x�y �� �x��� � � �L��� %�� W�8� �� %��T %A�#� . /��� W�� �89&

��; 5��[� /�,� ��	�� ���B� ?@A �� �� /��" �� %D#� /�0�& {
 �� ���B� ?@A ��&� "� {��; ���D! ��L }$�; ~�� h�� �89& � ����

��� �� /��� .  
W���7�� "� z: �� ���<%L�� �0" 5��6 �� ��H� �$���� /���:  

)7(  � �WRijij��
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t
W

)(WRij ����9P�� �����%�� �� .g� �0��  �D)��B� 5��[� �. ��9� N0�
 ���� ��LW  ����[7� �. �$�A �� �%�� ���D��B� W�8� (. �� |����
�� /�0�&  �8)6�A 5��[� �=0����	� �����< ��;o �$�7	. |�H� �� %#0��
�L�< �� ������ {�g7;� W�8� ���    ?)#H� �)� � �<��)� �� (9! =0� �?0�

� ����#� ��O� ����9P�� ���<��
f |�H� =A, B, C, D   (�)L �� a��O�
)2 (z: �%�� �7��< h�@��:  
)8(  � �1,11,,125.0)( ���� ���� jijijiijA RRRRWR 

    �)$���� � ��)L %)0�H� c�HO	� � /��H7� �s� �� �86�A Y�Z _��� =0��
 �OH� ���� �86�A W�g+��A %�� ���I�� �0" 5��g�:   

)9(  � �WRAA��
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�

t
W

 
�� �iAe� �. ��O��9� �� � ���� (#���+0� �0 (�L �� �$���� =0� ��L

��� "� ���+7���� (A (��P X0�� ����L��.  
  

1-1- F�!�� 5�. �*/�� G�HI��  
 �� ?.�A 5'���� ���! (A ���� �%�� ��L N0��� �\�I �� �&�� ��

 �0��H� =�� ,� � /�9$� %A�#� �D��B� ��$�7	. ���X�  �Y� 
�� h"' �$�7	. ��&� "� �0�� �����L��.  

(�L �� �&�� ��)2 ( �D��B� �0" 5��6 �� �� /�9$� "� �0�� %A�#�
����L:  
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 �0��H� �X�  �Y� �� %��� �0" U���� "��	0I:  

)11(  

jijiAB YYY ,1, ��� �  

1,1,1 ��� ��� jijiBC YYY  

1,1,1 ��� ��� jijiCD YYY  

jijiDA YYY ,1, ����  
 

�� �iAe� �. ��O��9� ��
��9$� ���	� 5�g��� �D��B� ���� ���L
|�H� 5�g7�� "� �eZ� %�� ����* ��DL �$�7	..     

1-2 -  �4��H� JK��)����������	
���������� 

Y�Z h�9� (0�9� "� ���0�: ����" h�< �� �7A �� �7�� �,.�� W�g+�� ���
�������;�� ����0�:�� �� �6�; . ��@0� "� ��<�8& ��i	� �� ��� =0� ��

/���� ���. �0 RFA ,� � (A �	�" z: �� /����0� ��� �� ��L ��@
h�� "� M�L R��Z�%�� ��L ���+7�� ��e�� ��� .�$�� ��e�� h�� �. �
�� �7��< �i� ����L . ����� h�� a7�� 5��6 �� ����W  �. %��

�� ���� h�� a7�� a8O� ���H� �� _��	7� /I _0�*�L�� . h�� =0����	�
�� /I �� ,& �� ��e�� � M�L R��Z� (E� %�� ��0" ���� 5��[� �. �A�

%�� �9. ��#� ���H� ����� �A��� �0�� �� �/��� �OH� . h�� ���H�
�� %�� �� a0�Z =0� "� �. ��e���0I . (;�� "� 5������ RFA ����

 ?r�� %$�A %9� �� (��. ��Z �� /�0�& t��: �$� %�� ���. /�0�&
�9� ���9���L . �. 5��6 =0�� �D0�H� %$�A �� /�0�& /��� "� z:

���A �� 5������ �	��� /I �� �. ?r�� �0 �� =0� "� �O; ���H� ����
=r�:�� ��: ����� ��'�Z ����" �� (A �	0I�� � �7��� ���	. . 5������

 �"�A ���"�� "� m����� �O��� �� �0�< � ����� ��'�Z �����0�: ��.F�
�� ��H$����L .�L h�8�� t��: ���I ���� � (��� =0� u�� ���� �. %�� �

 "� 5������ � ��L ���9� ?r�� %$�A ^��& %9� �� (��. ��Z �� /�0�&
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 ?. ���� 5��[� �. /�0�& ���9�  �A��� �� �0�� ����� =�
 ��� "� ��e�� h�� �0 /��. ���*� �� �Re�� ���H� �%��

���0 �0�,�� h��
f a7��.  
e�� h�� =0� ������ ���� %��T _0�* �0 "� /���� ���I /

�9O$ ��� %P� ���0I ���� ��� ��. ���+7�� . "� �. ��e�� h�� =0� ���
%�� h��
f �D����  �� ���
<�� �
& �0 ��@0� b!�� M�L ��0�,� ��

�� ^��&��L .�� ��0�: =0� "� ^�	7&� ��i	�  �� =� (*�+� "� /���
 � h�� a7�� ��e�� h�� _0�*��9� ���+7�� �0�& ��e�� h�� _0�* .

� ��e�� h�� _0�* �. M�L R��Z� �� �_��� =0��� ���H� h�� a7
 �A��� �0�� �� �$� ���L W��� �K h��
f a7�� ��e�� h�� ����� �0'��

���� ����; W��� .  
 =0� �� �7�� ��. �� �!�	g� Re�� �. %�� �.o /�0�LaHB�  Y�Z "�

�� �!�	g� Re�� ������9� � /�#9& �� ^�#	� �$��m�D7P�  ��L
%�� . ���� �@	0� �� ����� ��I ��. ��#� (9! �� �. ��.F� Y�ZaDO	� 

��L Ye6� �$�8� m�� ��	� W���� �� /�L�  ��� "� "�	� �@7� ���
%�� �H+8� .h�� (��L ��. ���Z ���� ��
f � �� �7�� ��� � �L��

[� zA � ���� �r�� U����� (9! ���� /�0���< �� 5���0�9�.  
h���0�H� ����[7� ���� ��
f �7�� ���W �� �0" 5��6 ���	L��[4]:  
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 _0��*2244 ,,, yijxijyijxij ����  �8B� ���� /�0���< "� ������
�� ^�#B���. ?���; �<��� �
�I �� e0o �. ���L.  

h���� �� �7�� "� �. �� Y�Z �8. %P� ���
f �7�� ��� %B� ��L��
�9� ���P �T�� z: 5������ �� �����P �L ���L� eDP �. ���< /�9� � �	��

�� �$�� �,.�� W�g+�� ��� �O��� �� �. �	�"���L �	0�9� RFA �� .
M�L (E� W�g+�� �A��� ��0�,� �� ��� �� ���
<�� �
& �� �@	� ��

�� �
���&���L .h�� ��0� R�Z "��� � ���� ��e�� ��#� �� �7�� ��� -
�	0�9� RFA �� W�g+�� �A��� �� �0�L 5������ �	���� . z: 5������ ����

�� ��@0� ������� �	�"�		. . 5��
9� m��� �� ������9� � /�#9&
��h�� /��� �� ����� 5��[� ��		. zA �0 U��� �� ��
f �D��� ���

h�� UH� � ���9� �T�%L�� ��� W��� �A��� /I �� �� �� �7�� ���.  
 5��6 �� ���� /�0���< 5��[� }��� ���� ���� ��		. zA �0

� /��� ����#��90� (��� "� ^�	7&� ���� �. ��L d0��� �0" ��L ��
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XSF2 �YSF2h�� _0��*�� h�� �7�� ��e�� ��� �. �	L��
 ���A0.25 ��L �6�����.  

��; ���� ��L d0��� ����� �r��h�� /��9� �� � ��
f �7�� ���
h�� /��9� W��� uP�� �T�� �0" 5��6 �� W�g+�� �A��� �� �� �7�� ���

����L:  
)20(  � �24 4,0max xijxij XSF �� �� 
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)23(  � �1,
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XSF4 �YSF4 �� ��
f �7�� ��e�� _0��* �
�I ���� �. �	L��
 ���H�0.0039 %�� ��L �6��.  

�� �iAe�W�g+�� �0 �0�,� �� �. ��L�� ,2  ���� �0 �7�� "�
h�� �h�� �� �7�� ����� _$�K ��� �� ^�#B� WeB9*����L . ��

h�� U��� �	�" z: Re�� ��"�A �H����� h�@�� ��
f �7�� �����L .
��� ����; �0" 5��6 �� �8. Re�� �7@7�:  
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2 - )*�� D�E

 /�0�& ��L U���� �� ���� 5e9& /��. ��& �0�: �� �Y�Z =0� m���
�� �L��  [3,6,7] . ^��& �0 �� /��� =9* %�� ��L ��� Y�Z =0� ��
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 /I �� �.0� %�� �f�. �8; �8; ���H� �0 .�� /��7� ��	0� ��

J�� ��0�,� �� �!�	g� Re�� 5e9& �0�� %��< ��7HP� ^��&  ���
���*  (A ���� �79. ���H� �� (A /��� �H��� �� � ��7�� ���H� �� ��
���L . �r�� u��� �0 ��i	� =0� ��L(u,v)   /�0�& �0���	L %8��P �.

�� 5�D��B� ���� ���� �� ��L[3].   
  
3 -��$%�&' 5!�%��L�� M��>� -. (�% �� <���'  

��� =0� �� �. �L "�D ��������7�� 115×12  /�0�& /��� (A %
&
%�� ��L ���+7��� �� ��7�� /�0�& ?@A ���/�#9& ���B�  (A��-

��L �$�� ��� ���H� �� (A �0��H� zw� �?L�� �7L�� (A �	��� ���� ��
 "� ���10 ��L ���� >��. ��e�� 5'���� �� �8A��  /I �� ��&� (A��� �

�� 5��6�� ����� %��� �� (A��� =0� � ��0F: �
�I "� h��. �� �. ��0F:
^��& ����� %
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>��. ���)W�� �H+8� ��� ((�L �� ���)3(  ��)8 (%�� ��L �r���. 
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%�� ��L ���� /��� .(�L �� �. ������9� �� ������ ��.F��� ��L 



  
                           ������� ��	
��� ���� ������� ������                                                                                                                                      AERO2013-17299 

                            ������� �������������� �!"�# 

 R�� �HO	�)95.07.0 && ChordXX ( m�#A �A�� �.
M�L %9�� �: ��� ��� NO� ��� �� ��� � �L��

 ���]� X0�7� �%�� �7��0 ,.�9� �A�� /I �� ?� W�� �H+8�
 �$�� ��� �� �#0�H� �� �����0��"I X0�7� �� ���8O� 4�DO��

/�#9&)>��. /��� (���� .  
/�0�& �� �. �i� ���� �0�I���� �� J,$�K ���L��  /��� ���� ���H�

M�L "� (DP �� �7#0��  %��T����9 .(�L ��)6 ( /��� ���� 5��[�
 /��� ���� �� %D#� �$�� ���7����: ��L ?��� �.  5��[� =0� �f��

?.(A �L�� �� �� �$�#� ��� �:��  �7�0�,�%�� ./I "� �� �. �& Y�Z
���
	�: �� ���� 5��[�?. /� �� �� ���D��B� ��O; 5������ � ����

 ���A �� �D#� ��O� ��: ��� �#�21  X0�7� �F$ ���L �7��< �6��
 ,� /�0�& %�P�� �� =	\9� � �8]#� 5�*�� �� ��� =0� "�  (6�A

�0�,��� ���L��.  
(�L ��)7(�  /�0�& �,.�� U; �� ��: W�Z �� ~�� ��! 5��[�

%�� ��L ?��. &�� �� �@7��� � %!�� ���. b!�� M�L ��	0� �� �
�� ~�� ���.��L�  ����H+8�  �7
�5��T�  M�L)~�� ��! ���.  �0

���� ��*�� �0�,�� (�� /��� �����.  
�h�& ��H� ���� ���0�: U0��L ��  �� ����� ���& ��� /�,� �0��

 W�Z�#� �L�� %��T . �H+8� ��� �W�� =0�79. ���& ��� 5��[�
������ ���& ��� �� %D# �� /��� �� ��<���� �� ����a+8� =0� 

 ���A7  /�#9& ��� �� %D#� �� ��D
� �6��(�L ��)8 (�� /���-
�� �. ���� �h�& ��H� /���P /�L �*�� �7
� �� �0�& ����7�� "� /���

��9� (6�A ��7�� /�	9Z�.  
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 ��%�� ��L �7��< ���� R�� �HO	� . �	9* "� ���+7�� ��a+8� =0��  |�L
 h�& ��H� /��� ���� %D#� �%�� �7L�� ���9�f ��D
� . �� �&�� ��

�<C0�� ���7#< �����. � ���� ���! ���?@A���B�  ���� �.
���	�/�0�& �	��9� ��\: ���=���� (;�� ����� �7��< ���� �� ���L

��� =0� ��D
� �� %D#� �. %�� h"'��0F: 5��6 ��"' 5�HHB� �� .
�� �0�& ��0� =0� "� ���+7�� �� �7D$� ��� �� "� /���?@A ���0� ���B�

��9� ���+7�� ?�.  
(�L ��)3 (W�� X0�7� �#0�H� � �����0��"I X0�7� �� ���
	�: ���

 �0�& Y�Z X0�7� ^�8O� 4�DO�� "� /��� ��$�� /�#9& X0�7� =	\9�
 R�� �HO	� �� �C0��)��: ��� NO� ��� M�L �A��� (�� � �L��

=	\9�  ��(�L)6 (?. /��� ���� 5��[� ������ � (�L ��)8 ( |�L
�7D��	� U0��L h�& ��H�%�� ���. _#. �� �.  
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