


  
                           ������� ��	
��� 
���� ������� 
������                                                                                                                                      AERO2013-17299 

                            ������� �������������� �!"�# 

  
 ���$%�&' (�% )*�� +�,����' -.�� ��/4�/"'

 (�% %�5�.��6��, ��/8� ��: 
�'��� +'�; 
�'%��  
��*�� ��%����% 1� <� �=%/�8��&�: 2�(��%���� �=��>43  

1�2�3-��� ���	
� ��
���� �������� ����	
� ������� ������ �
��  
  
 

 �/�&?
 ������� ���  ������! "�#$�� %
&�� ���  %��'�� ���  ()*�+� � 

 �,.��/�0�& �"�#$�� �� /���� ��� 4���� � 5�6 �
#� �� 5�6  ���
5��+7� /�0�& �89& "�    ��): ();�� ��)�      ��� ��
<��)�� �=
���)� ��)�
���! ��� �� >��. ?@A ���B�  /�#9
&��  �<C0� �����  %DE� ���

 ��� �� �� ��.F��0�9� ���+7�� /��,9� ��. ���� ��D
� �$�H� =0� ���I� 
���! ?@A  >)��. ��� "� ���+7�� �� /�#9
& ���B�   �� �"�)#$�� ��

5�6 4���� /�0�& ���� �
����0�I   J,)$ �)
K �   ��): =
)�   ��)�  ����7)�� 
=
���� �� �L��. M�L �
A�� %
9�� �� �&�� ��  ��� NO� %9#P �� ��

��:)R�� ����B�( �"� ���+7�� �
T�� ��� �� >��.�  ���)�� %D#�   �)@	�
 ���A U��7� ��D
� ��6 �6���  ��� ��?@A  /�)#9
& ���B���   =)0�

 �
A����L �� . �)H
+8� W�� X0�7�)  /�)#9
& �)�  >)��.  �)0  Jameson 
with Cusp(�    ��): �)�� NO)� M�L �HO	� ��     X0�)7� �)� �)#0�H� ��

  ���)! ��)��O; ���. ���9
� ���8O� ��
#� 4�DO�� ����@� �  �)
A�� �� �
F���. �� /��� ���.  �� �. �@�I "����
	�
: Y�Z    /��)� ��)�� 5��

[�
?. ��   �� �D)#� ��)O� ��: ��� �
#� �� ���D��B� ��O; 5������ � ����

 ���A21  �6���7��0 ���.    5�
)*�� �)� ��� =)0� "�  (6�A X0�7� �F$ �
�0�,� ,
� /�0�& %
�P�� �� =
	\9� � �8]#��� ���L��.   /�)#9
& X0�7�

��       R�)� �)HO	� �� �C0�)� �)0�& Y�)Z X0�)7� ^�8O� 4�DO�� "� /��� ��
$
) ��): ��� NO� ��� M�L �A��� ( �)�   �)L���   =
)	\9�  %D)#� �)�� 

��&� _#. �� ��7D��	� U0��L ���. �  ���A U��7� ��O�7   �)6�� /I
 ���� ��D
�����.  

�/�>� ��� �@��: ��� �%��'�� ���  =
���� ��: �/�#9
& �>��.  
  

/B� <�  
=
���� %
9�� �� �&�� �� ��� ���� ?.��<��
� �� ���� �A��Z ������ ���

a
P��� �� 5�,

@� =0���L �
�I /������ �0�,�� b!�� ����� . ����
���! ��� "� c'�9�� �
��0�& =0� �"�#$�� d87�� ?@A���B�[1] 

�� ���+7����L.  M�L �
�#� ���� ���! a
P� ��� �0 /���I %���
��7��
:�� � �0�L �� �L�� /���� � Re�� (P��A ����� �. /�0�& ���

���! 5�D��B� ��� ��� �$�f =0�79
� "� ��0 /��7�)CFD( %#���.  
��� �� (
#���+0� 5'���� ��7�� ���! (A �� 5��6 �� d87�� ���

U#� � ���I �� �$�g+�������� �� _��	� ����O; _0�H� �� (6�A ��� ���
� ���!�� �D��B����< .Y�Z ���� �,.�� (*�+� ��� _0�H� %#0��

 �� ���< ���,�� 5'���� �� W�g+�� h��	� �� ��L RFA 5e9& "� _��	�
�	0�< �!�	g� 5��e�� �
�I �� �. �0�9� ��
<�8& �7���;�� 5������ "� . ��

 '�� �� h�� �D��� %P� "� %�� _��	� �7��
� 4�+�� M�L ��0�: �. ����"
��L �7��< �i� �� (A ����B� ����[2].  

 
 

 W�� ��1980 ���7#< ��
Le� ��� �� %��'�� ��� Y�Z ��� �� ��
 ��
L�� � ��L ����� �0,@� ��
L�� �7�� �� �� �. %��< 5��6 /�0�&
 m��� �� �80�� 5'���� (A %
& �. �0��< ��	� �HDZ ��L ����� Re7;�

%�� ��L �	� J�� ����7�� %
6�; .��� ����	0� �� M�7�� �OH�  �� ���
 (
#���+0� �$���� /��9� �7##< %
& � 5�!eZ� ���7�� %
& =
� �O���
 � (
#���+0� 5'���� /��9� �7##< %
& ��0� 5��D! �� �0 � ���� �7+
�

�� J,$ �
K /�0�& ��7�� �� n	��9� 5�!eZ� =7��< �L��[3].  
���� �� >��. Y�Z ����� �� �*�A ��. ��  �� "� �7��< �� �� �.

�� ���B� (*�+� � %��'�� ��� �7;���: �L��  /I ��
<���� �� �. ���L
�� �0 ��; ���� =
���� %��T ��: �� /�#9
& ��� �� (��P ��D
� �"��

�iAe�%�� �7L�� �� . �HO	� =0� �. %�� �.o �� h"') ���
� ���
��: ��
7�� %9� �� ��: ��� NO� ( ��&� %8! �� � ��
��	0���0I M�L

 "� /I /�0�& �"�#$�� �/��
� M�L ��&� ����� �"�� �� /�0�& ��
�C0� %
9���� �����;�� ���L��  5��g� /�0�& ��*�A a
HB� �� �7D$� �.

��%�� ��L ����� "��. 
?@A ��� ��D
� a
HB� =0� ���I�� ��� a
+8� a0�Z "� ���B�

?@A ��� �� >��./�#9
& ���B�[4] ���� �. �L�� �� �����
��
�  ��0�,� "� ��
< =0��
��� ���; ��D
� �� X0�7� � ��� . �� h"'

�� �7D$� �. %��.o?@A ���! ��� �� "� ����� ?� ���0� ���B�
���< ���+7��.  

 ���D��B� ��DL "� ���+7�� �� 4�� ����7�� ���
	�
: �H
+8� ���
 ����)(�L1(�� ��"�#$�� �� ��e! ����� /�0�& ���� �"�� �� ���
/�0�&�� ,
� �"���� ��
\
: �����L �7��< ���� ����� . �� �&�� ��

/�0�& �<�
\
: "�	� �5�D��B� �'�� ?@A c�7@
7� � �"�� �� ���
�� �
6�� ���)))� �0 ������7))))�� ��DL "� ���+7�����<[1]�  ���� �.

�� 5��g� ���� /�0�& �*�A a
HB� ����� "�� R�� �$� %�� ��L
 5�H
HB� �� ^I ���� �"���� /�0�& �� ���
	�
: W�� ����� �0�
�

�� ��	0I�L��.  
  

1-��6��, D�E  
/����9� � /�#9
&[5]  W��1981 �8A�� ��
f Y�Z �0 ���� �� ��

��� /������ �0�,��?0�� ���?@A �� �7#��� � n	
f��� �r��� ���B�
����9� .+�� �� W���� ��.F� Y�ZW���7�� ���� � ���� �s� �� �,.�� W�g-

 � N0�6 5��6 �� ���. X��� �� �8A�� �	f ��� "� /��" �� %D#� ��
<
�� ���+7�� (H7#��	. . ��Z �� /��" � /��� �"�� �7##< �� �i�

���<��&R�O��� ��
#� ��.F� Y�Z �t��: � ���� �0F: /I "� ��<���� ���
h�< �"���� "� (H7#� �a0�Z���  ���LI ���� Y�Z =0� �� �%�� ����"

M�L �"��h�� "� �D
.�� ^�8O� �B� �� �� ��
f � �� �7�� ��e�� ���
��L ���,�� ��L 5e9& ����� .Y�Z �� �. %�� ���I��0 �� h"' �	9* ���

 5��D! �. ��L ����� �0���9� u0�#� ���� �
	�� �� /�#9
& �
$��

1- ��@���� �7.�� �+989153033320  �Edris.yoosefirad@gmail.com 
2-  ��7��  
3- ��
����  
  



 

�8B� ����" h�< �"�)Local time stepping(� �w$�7�I ��		. >��)Enthalpy 

damping( U��7� �����9
P�� "� �	9* ��
<��)Implicit Residual 

averaging(  %��.  J,$�
K ���� ���� �x��� � h�7	9� �h�& ��H� 5'����
�� �0" 5��6 �� ������ =0,��. 5�g7�� �� ?.��� (��P ��L��[4]:  

)1(  0�
�
�

�
�
�

�
�
�

y
G

x
F

t
W

)2(  
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

	

�

0e
v
u

W










  
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

	
�

�

0

2

uh
uv
Pu

u

F











 
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

	

�
�

0

2

vh
Pv

vu
v

G










)3(  
2

2

0
Vee ��

����� �4�� �$���� ��W �������� ��0�H� ����
[7� (��LF,G  ����
�
  � J,$�
K �����Le0 �� (. �x����L�� .  

���� �
A�� ��7�� ��� =0� ��     � ?
)#H� ���)B� ?)@A ������ �� �i�
?@A �� ��� �� ?.�A 5'���� �0�H� h�� "� zw�    "� ���+7)�� �)� ���)B�

�< �
sP =0)Green Theorem( W���7����L �� ��
< . �� %)$�A ��  ��)��
�� �
sP =0� "� ���+7�� ��  W��)�7�� �� �� W�8� �� NO� ��� W���7�� /���

"�� �����9� (0�D� /I ��� . ���� U#� ����� 5�H7�� �
8. _
��� =0��
�� �7L�� ��� �
$�� (�L /�9� �� ����" a7�� h�� � ��L��L . ��. =0� ��

 �$�9�� (
#���+0� 5'���� ���7�� �0)O.D.E (�� %�� ��   �). �)0I
����� "� ���+7�� �� �� /I /�����9� (A �
�e. ��� .   �). %)�� N*��

W���7�� "� z:���� "� ��
<    %)$�A t)��: �/�)�" �� ����
: � �86�A 5'
��I ����; %�� �� ?r�� .   ���+7)�� �)�e�� ��� h�� "� ,
� M�L �A��� ��

%�� ��L[4]:  
)4(  )()()( 444 WDWDWD yijxijij ��

?@A �� ���� {��; �)L�< |�H� �� ���B�    z0�)� �)0" �)� � ��i  �j 
�� }������L .�� /��� ���� �� �� �&�� ��  NO)� ��� W���7�� �5'��

 /�9$�� �� h�@����L .?0��� =0,���. 5�g7�� ?7#
� �� =0����	�:  

)5(  0
y
S

x
R

y
G

x
F

t
W

���



�
��
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

��
�
�

����
��

d

  /�" _)0�H� ,
� � =0�< �
sP "� ���+7�� ��tW ��    �� /I ���)H� �)�
?@A J��; � ���B��� W���7�� "� /I /��9� %L�� /���:  

)6(  � �� �����
�
�

cell
SdxRdyGdxFdy

t
W 

5�
& �� h�7	9� ���7��
: 5'���� ��	�� /��� 4�� ������ �O���  
x�y �� �x��� � � �L��� %�� W�8� �� %��T %A�#� . /��� W�� �89&

��; 5��

[� /�,
� ��	�� ���B� ?@A �� �� /��" �� %D#� /�0�& {
 �� ���B� ?@A ��&� "� {��; ���D! ��L }$�; ~�� h�� �89& � ����

��� �� /��� .  
W���7�� "� z: �� ���
<%L�� �0" 5��6 �� ��H� �$���� /���:  

)7(  � �WRijij��


�

�
�
�
�
�

t
W

)(WRij ����9
P�� ����
�%�� �� .g� �0��  �D)��B� 5��

[� �. ��9� N0�
 ���� ��LW  ����
[7� �. �$�A �� �%�� ���D��B� W�8� (. �� |����
�� /�0�&  �8)6�A 5��

[� �=0����	� �����< ��
;o �$�7	. |�H� �� %#0��
�L�< �� ������ {�g7;� W�8� ���    ?
)#H� �)� � �<��)� �� (9! =0� �?0�

� ����#� ��O� ����9
P�� ���<��
f |�H� =
A, B, C, D   (�)L �� a��O�
)2 (z: �%�� �7��< h�@��:  
)8(  � �1,11,,125.0)( ���� ���� jijijiijA RRRRWR 

    �)$���� � ��)L %)0�H� c�HO	� � /��H7� �s� �� �86�A Y�Z _
��� =0��
 �OH� ���� �86�A W�g+��A %�� ���I�� �0" 5��g�:   

)9(  � �WRAA��


�

�
�
�
�
�

t
W

 
�� �iAe� �. ��O��9� �� � ���� (
#���+0� �0 (�L �� �$���� =0� ��L

��� "� ���+7���� (A (��P X0�� ����L��.  
  

1-1- F�!�� 5�. �*/�� G�HI��  
 �� ?.�A 5'���� ���! (A ���� �%�� ��L N0��� �\�I �� �&�� ��

 �0��H� =

�� ,
� � /�9$� %A�#� �D��B� ��$�7	. ���X�  �Y� 
�� h"' �$�7	. ��&� "� �0�� �����L��.  

(�L �� �&�� ��)2 ( �D��B� �0" 5��6 �� �� /�9$� "� �0�� %A�#�
����L:  

)10(  
)-X(X

2
-YY

+

)-X(X
2

-YY
=

ji,j1,i
1ji,j1,+i

j1,+i1+ji,
ji,1+j1,+i

ij

�
�

�
 

 �0��H� �X�  �Y� �� %��� �0" U���� "��	0I:  

)11(  

jijiAB YYY ,1, ��� �  

1,1,1 ��� ��� jijiBC YYY  

1,1,1 ��� ��� jijiCD YYY  

jijiDA YYY ,1, ����  
 

�� �iAe� �. ��O��9� ��
��9$� ���	� 5�g��� �D��B� ���� ���L
|�H� 5�g7�� "� �eZ� %�� ����* ��DL �$�7	..     

1-2 -  �4��H� JK��)����������	
�����
����� 

Y�Z h�9� (0�9� "� ���0�: ����" h�< �� �7A �� �7�� �,.�� W�g+�� ���
�������;�� ����0�:�� �� �6�; . ��@0� "� ��
<�8& ��i	� �� ��� =0� ��

/���� ���. �0 RFA ,
� � (A �	
�" z: �� /����0� ��� �� ��L ��@
h�� "� M�L R��Z�%�� ��L ���+7�� ��e�� ��� .�
$�� ��e�� h�� �. �
�� �7��< �i� ����L . ����� h�� a7�� 5��6 �� ����W  �. %��

�� ���� h�� a7�� a8O� ���H� �� _��	7� /I _0�*�L�� . h�� =0����	�
�� /I �� ,& �� ��e�� � M�L R��Z� (E� %�� ��0" ���� 5��

[� �. �A�

%�� �9. ��
#� ���H� ����� �A��� �0�� �� �/��� �OH� . h�� ���H�
�� %�� �� a0�Z =0� "� �. ��e���0I . (;�� "� 5������ RFA ����

 ?r�� %$�A %9� �� (��. ��Z �� /�0�& t��: �$� %�� ���. /�0�&
�9� ���9���L . �. 5��6 =0�� �D0�H� %$�A �� /�0�& /�
�� "� z:

���A �� 5������ �	��� /I �� �. ?r�� �0 �� =0� "� �O; ���H� ����
=
r�:�� ��
: ����� ��'�Z ����" �� (A �	0I�� � �7��� ���	. . 5������

 �"�A ���"�� "� m����� �O��� �� �0�< � ����� ��'�Z �����0�: ��.F�
�� ��H$����L .�L h�8�� t��: ���I ���� � (��� =0� u�� ���� �. %�� �

 "� 5������ � ��L ���9� ?r�� %$�A ^��& %9� �� (��. ��Z �� /�0�&



  
                           ������� ��	
��� 
���� ������� 
������                                                                                                                                      AERO2013-17299 

                            ������� �������������� �!"�# 

 ?. ���� 5��

[� �. /�0�& ���9�  �A��� �� �0�� ����� =
�
 ��� "� ��e�� h�� �0 /��. ���*� �� �Re�� ���H� �%��

���0 �0�,�� h��
f a7��.  
e�� h�� =0� ������ ���� %��T _0�* �0 "� /���� ���I /

�9O$ ��� %P� ���0I ���� ��� ��. ���+7�� . "� �. ��e�� h�� =0� ���
%�� h��
f �D����  �� ���
<�� �
& �0 ��@0� b!�� M�L ��0�,� ��

�� ^��&��L .�� ��0�: =0� "� ^�	7&� ��i	�  �� =
� (*�+� "� /���
 � h�� a7�� ��e�� h�� _0�*��9� ���+7�� �0�& ��e�� h�� _0�* .

� ��e�� h�� _0�* �. M�L R��Z� �� �_
��� =0��� ���H� h�� a7
 �A��� �0�� �� �$� ���L W��� �
K h��
f a7�� ��e�� h�� ����� �0'��

���� ����; W��� .  
 =0� �� �7�� ��. �� �!�	g� Re�� �. %�� �.o /�0�La
HB�  Y�Z "�

�� �!�	g� Re�� ������9� � /�#9
& �� ^�#	� �$��m�D7P�  ��L
%�� . ���� �@	0� �� ����� ��I ��. ��
#� (9! �� �. ��.F� Y�ZaDO	� 

��L Ye6� �$�8� m�� ��	� W���� �� /�L�  ��� "� "�	� �@
7� ���
%�� �H
+8� .h�� (��L ��. ���Z ���� ��
f � �� �7�� ��� � �L��



[� zA � ���� �
r�� U����� (9! ���� /�0���< �� 5���0�9�.  
h���0�H� ����
[7� ���� ��
f �7�� ���W �� �0" 5��6 ���	L��[4]:  

)12(  � � � � � �WDWDWD yijxijij
444 �� 

a7�� �,.�� W�g+�� �� �&�� ����
f �D��� ���:  

)13(  
� �

]46

4[

2,1,,

1,2,
44

��

��

��

����

jijiji

jijixijxij

WWW
WWWD �

 

)14(  
� �

]46

4[

,2,1,

,1,2
44

jijiji

jijiyijyij

WWW
WWWD

��

��

��

���� �
 

  
h�� ���L d0��� �0" 5��6 �� �� �7�� ��e�� ������:  

)15(  � � � � � �WDWDWD yijxijij
222 �� 

�. ���Z ��:  
)16(  � � ]2[ 1,,1,

22
�� ���� jijijixijxij WWWWD � 

)17(  � � ]2[ ,1,,1
44

jijijiyijyij WWWWD �� ���� � 

 _0��*2244 ,,, yijxijyijxij ����  �8B� ���� /�0���< "� ������
�� ^�#B���. ?
���; �<�
�� �
�I �� e0o �. ���L.  

h���� �� �7�� "� �. �� Y�Z �8. %P� ���
f �7�� ��� %B� ��L��
�9� ���P �
T�� z: 5������ �� �����P �L ���L� eDP �. ���< /�9� � �	��

�� �
$�� �,.�� W�g+�� ��� �O��� �� �. �	
�"���L �	0�9� RFA �� .
M�L (E� W�g+�� �A��� ��0�,� �� ��� �� ���
<�� �
& �� �@	� ��

�� �
���&���L .h�� ��0� R�Z "��� � ���� ��e�� ��
#� �� �7�� ��� -
�	0�9� RFA �� W�g+�� �A��� �� �0�L 5������ �	���� . z: 5������ ����

�� ��@0� ������� �	
�"�		. . 5��

9� m��� �� ������9� � /�#
9&
��h�� /��� �� ����� 5��

[� ��		. zA �0 U��� �� ��
f �D��� ���

h�� UH� � ���9� �T�%L�� ��� W��� �A��� /I �� �� �� �7�� ���.  
 5��6 �� ���� /�0���< 5��

[� }
��� ���� ���� ��		. zA �0

� /��� ����
#��90� (��� "� ^�	7&� ���� �. ��L d0��� �0" ��L ��
%��[4]:  

)18(  
1,,1,

1,,1,

2
2

2
��

��

��

��
�

jijiji

jijiji
xij PPP

PPP
XSF� 

)19(  
jijiji

jijiji
yij PPP

PPP
YSF

,1,,1

,1,,1

2
2

2
��

��

��

��
�� 

XSF2 �YSF2h�� _0��*�� h�� �7�� ��e�� ��� �. �	L��
 ���A0.25 ��L �
6�����.  

��; ���� ��L d0��� ����� �
r��h�� /��9� �� � ��
f �7�� ���
h�� /��9� W��� uP�� �T�� �0" 5��6 �� W�g+�� �A��� �� �� �7�� ���

����L:  
)20(  � �24 4,0max xijxij XSF �� �� 

)21(  � �24 4,0max yijyij YSF �� �� 

�. ���Z ��:  
)22(  � �1,

2 ,max �� jxixijxij ��� 

)23(  � �1,
2 ,max �� jyiyijyij ��� 

XSF4 �YSF4 �� ��
f �7�� ��e�� _0��* �
�I ���� �. �	L��
 ���H�0.0039 %�� ��L �
6��.  

�� �iAe�W�g+�� �0 �0�,� �� �. ��L�� ,2  ���� �0 �7�� "�
h�� �h�� �� �7�� ����� _$�K ��� �� ^�#B� WeB9*����L . ��

h�� U��� �	
�" z: Re�� ��"�A �H����� h�@�� ��
f �7�� �����L .
��� ����; �0" 5��6 �� �8. Re�� �7@
7�:  

)24(  � � � � � �WDWDWD yijxijij �� 

�. ���Z ��:  
)25(  � � � � � �WDWDWD xijxijxij

422 �� 

)26(  � � � � � �WDWDWD yijyijyij
444 �� 

�	g� Re�� /��,�� "� z: ��< �� W�g+�� �$���� ��!A  �� �0" (�L ��
���0I:  

)27(  � � � �WDWR AAA ���


�

�
�
�
�
�

t
W 

��e�� h�� �(A %!�� � �0I��. �0�,�� ���� ��� =0� ��� �WDA
  

X��� (A��� "� �8A�� =
$�� �� UH� /�9� "� (A��� �0�� �� � �D��B� ���.
�� ���H�%�� ��L ���+7�� W�� �8A.  

  
2 - )*�� D�E

 /�0�& ��L U���� �� ���� 5e9& /��. ��& �0�: �� �Y�Z =0� m���
�� �L��  [3,6,7] . ^��& �0 �� /�
�� =9* %�� ��L ��� Y�Z =0� ��

 �� �� ��L ����� ���L �7��. h"' /��" � 5�D��B� �<�
\
: "� W�DP (��P
 ���� �89& � ��L �0�@��& �89&�0,@�  ����� ���� �� %$�A �� � ��L

 5�
& �� �+$�� �� "� ��Lx �y  %�� ��L (
��� �0" 5��6 ��:  
)28(  � � � �x y y xF F S F S

 



 

)29(  
2

	 �
� ��� ��
� �
� �
� �

x

u
u p

F
uv
uH










)30(  2

	 �
� �
� ��
� ��
� �
� �

y

v
vu

F
v p
vH











 4�� U���� ��XS  �YS  5�
& �� NO� ��������x  �y �� �	L�� .
W %�� �0" 5��6 �� ���� �� %$�A �� /�0�& �
$�� �
[7�:  

)31(  u
W

v
E










	 �
� �
� ��
� �
� �
� �

�� h�< =
$�� ��  %��� � >f %9� �� �� /�0�& �
$�� �
[7� ����� %#0��
 �OH�),( ji  �
r�� u��� �9. ��),( vuL ��L �D��B� .  

)32(  1( , ) 1  ( )
2

q
u vL u v u v
u v

� ��� �� � �
� ��
� 


 /������H�q  =
� � %�� ����7��2  ��3 �� �L��.  

 )33(  1, 3/ 2, 1/ 2,
1 ( , )
2R i j i j i jw w L w w� � �� � � �

 /I �� �.w� �� �D��B� �0" (�L �� ��L:  
)34(  1 2, 1, ,i j i j i jw w w� �� � �

�+$�� �<� & �� �� /�0�& ��L ��� �@
7� ��L �
�+� ���� � �0�@��& �89
�� �. ���<:  

)35(  
.

.

� �

� �
x px

y py

F u w F
F v w F

 �0�@��& ��L =7��< �i� �� ��q  /�0�& ��L ���� 5e9& ��0" 5��6 ��
�� �������:  

)36(  . .y xq u S v S� �

)37(  � � � � � � � � � �x y y x px y py xF F S F S q w F S F S

)38(  

0

0
.

� �
� �
� ��
� �
� �
� 


px

p
F

u p

)39(  

0
0

.

� �
� �
� ��
� �
� �
� 


pyF p
v p
 %
& �� �!�	g� Re�� �+$�� W�Ax  �D��B� �0" 5��6 �� �	���

�� ���<:  

)40(  *
1/2 1/2

1 1( ). ( )
2 2� �� � � �i i R L x R Ld c w w S F F� �

 4�� �O��� ��S  �LR FF � �� �D��B� �0" 5��6 �� ���L:  

)41(  2 2
x yS S S� �

 

)42(  
� � � �

� � � �, , , ,. .

� � � � � � � � � �

� � � �

R L x y y x x y y xR L

x R x L y y R y L x

F F F S F S F S F S

F F S F F S
 

�+$�� ���� �0 %$�A �	��� %$�A =0� ��  �O��� �	��� /�0�& ��L ���
)4 -31 ( �D��B� �� ���<:  
)43(  , , , ,.( ) .( )� � � � � � �x R x L R L R L px R px LF F u w w w u u F F 
)44(  , , , ,.( ) .( )� � � � � � �y R y L R L R L py R py LF F v w w w v v F F 

 �O��� =0����	�)4 -52 (�� %�� �����:     
)45( ( ) ( . . ) . .� � � � � �� �� ��R L R L y x px y py xF F q w w w uS v S F S F S 
)46(  , ,� � �px px R px LF F F 
)47(  , ,� � �py py R py LF F F 

 5��6 �� �8B� ~�� ��!
Sc
qM
.

�   �Scq .����  d0���

�� ����< . _r��* =0����	�
X�  �X� �� �7L�� �0" (�L �� ���L:  

)48(  x M� � 

)49(  

max(0, ) 0 1

max(0, ) 1 0

( ) 1

x

q if M
q
q if M
q

sign M if M

�
�
��
�

�

�

�

�

 �
� ! !" �"

" �"� � � ! !#
�"

" $
"
"% 

 _0�* /��� |�H� ��0�,� �� ���� �0 %$�A �	��9� ,
� %$�A =0� ��
� ���< Ye6� �0" (�L �� �0��:  

)50(  
2

0
0

1 ( )
2x

M
� �

�
� �

 
 /I �� �.0� %�� �f�. �8
; �8
; ���H� �0 .�� /��7� ��	0� ��

J�� ��0�,� �� �!�	g� Re�� 5e9& �0�� %��< ��7H
P� ^��&  ���
���*  (A ���� �79. ���H� �� (A /��
� �H��� �� � ��7�
� ���H� �� ��
���L . �
r�� u��� �0 ��i	� =0� ��L(u,v)   /�0�& �0���	L %
8��P �.

�� 5�D��B� ���� ���� �� ��L[3].   
  
3 -��$%�&' 5!�%��L�� M��>� -. (�% �� <���'  

��� =0� �� �. �L "�D ��������7�� 115×12  /�0�& /��
� (A %
&
%�� ��L ���+7��� �� ��7�� /�0�& ?@A ���/�#9
& ���B�  (A��-

��L �
$�� ��� ���H� �� (A �0��H� zw� �?
L�� �7L�� (A �	��� ���� ��
 "� ���10 ��L ���� >��. ��e�� 5'���� �� �8A��  /I �� ��&� (A��� �

�� 5��6�� ����� %��� �� (A��� =0� � ��0F: �
�I "� h��. �� �. ��0F:
^��& ����� %
& ��#	� �0 �,@� 5��6 �� %
& ���<��& 5��6 �� ��

 ����� �0�
� �0���9�)W�� �H
+8� ��� .(  
 
4 - <��!� ���$  

?@A ���! ��� ��D
� "� (6�A X0�7����B� 8� a0�Z "� /�#9
& �� a
+
>��. ���)W�� �H
+8� ��� ((�L �� ���)3(  ��)8 (%�� ��L �r���. 

(�L �� ���)3( �)4 ( �)5 (���� %D#� 5��

[�  /��� ���� �� �
��7��
 �
$����: W�Z �� _
��� ��  /�0�& �,.�� U; � ���� ���� Y�O� ��

%�� ��L ���� /��� .(�L �� �. ������9� �� ������ ��.F��� ��L 



  
                           ������� ��	
��� 
���� ������� 
������                                                                                                                                      AERO2013-17299 

                            ������� �������������� �!"�# 

 R�� �HO	�)95.07.0 && ChordXX ( m�#A �
A�� �.
M�L %
9�� �: ��� ��� NO� ��� �� ��� � �L��

 ���]� X0�7� �%�� �7��0 ,.�9� �
A�� /I �� ?� W�� �H
+8�
 �
$�� ��� �� �#0�H� �� �����0��"I X0�7� �� ���8O� 4�DO��

/�#9
&)>��. /��� (���� .  
/�0�& �� �. �i� ���� �0�I�
��� �� J,$�
K ���L��  /��� ���� ���H�

M�L "� (DP �� �7#0��  %��T����9 .(�L ��)6 ( /��� ���� 5��

[�
 /��� ���� �� %D#� �
$�� ���7����: ��L ?
��� �.  5��

[� =0� �f��

?.(A �L�� �� �� �$�#� ��� �
:��  �7�0�,�%�� ./I "� �� �. �& Y�Z
���
	�
: �� ���� 5��

[�?. /� �� �� ���D��B� ��O; 5������ � ����

 ���A �� �D#� ��O� ��: ��� �
#�21  X0�7� �F$ ���L �7��< �6��
 ,
� /�0�& %
�P�� �� =
	\9� � �8]#� 5�
*�� �� ��� =0� "�  (6�A

�0�,��� ���L��.  
(�L ��)7(�  /�0�& �,.�� U; �� ��: W�Z �� ~�� ��! 5��

[�

%�� ��L ?��. &�� �� �@
7��� � %!�� ���. b!�� M�L ��	0� �� �
�� ~�� ���.��L�  ����H
+8�  �7
�5��T�  M�L)~�� ��! ���.  �0

���� ��*�� �0�,�� (�� /��� �����.  
�h�& ��H� ���� ���0�: U0��L ��  �� ����� ���& ��� /�,
� �0��

 W�Z�
#� �L�� %��T . �H
+8� ��� �W�� =0�79. ���& ��� 5��

[�
������ ���& ��� �� %D# �� /��� �� ��
<���� �� ����a
+8� =0� 

 ���A7  /�#9
& ��� �� %D#� �� ��D
� �6��(�L ��)8 (�� /���-
�� �. ���� �h�& ��H� /���P /�L �*�� �7
� �� �0�& ����7�� "� /���

��9� (6�A ��7�
� /�	
9Z�.  
  
5 -<��!� P�, � ���$ �/�'  

L ���� N
*�� �. ������9� ��� �� a
+8� ��0� ��?@A���B�  >��. �
)�H
+8� ��� (�� ��� �����?@A���B� ��� ���; ��D
� �� /�#9
&  �

 ��%�� ��L �7��< ���� R�� �HO	� . �	9* "� ���+7�� ��a
+8� =0��  |�L
 h�& ��H� /��� ���� %D#� �%�� �7L�� ��
�9�f ��D
� . �� �&�� ��

�<C0�� ���7#< �����. � ���� ���! ���?@A���B�  ���� �.
���	�/�0�& �	��9� ��
\
: ���=
���� (;�� ����� �7��< ���� �� ���L

��� =0� ��D
� �� %D#� �. %�� h"'��0F: 5��6 ��"' 5�H
HB� �� .
�� �0�& ��0� =0� "� ���+7�� �� �7D$� ��� �� "� /���?@A ���0� ���B�

��9� ���+7�� ?�.  
(�L ��)3 (W�� X0�7� �#0�H� � �����0��"I X0�7� �� ���
	�
: ���

 �0�& Y�Z X0�7� ^�8O� 4�DO�� "� /��� ��
$�� /�#9
& X0�7� =
	\9�
 R�� �HO	� �� �C0��)��: ��� NO� ��� M�L �A��� (�� � �L��

=
	\9�  ��(�L)6 (?. /��� ���� 5��

[� ������ � (�L ��)8 ( |�L
�7D��	� U0��L h�& ��H�%�� ���. _#. �� �.  

 
  
  
  
  
  
 

-&Q  �%����� � ���  

  
 -&Q1-  R�� �%�/��!*� <&�QH  

 
-&Q2- �/����S�' P���� ��8� � ����*�8� ������L�<&�Q T�B� <' ��  

 

 

X/Xchord

P/
P0
in

0.6 0.9 1.2

0.45

0.6

0.75

Jameson with Cusp
Jameson(without Cusp)
Experimental Data [8]

 
-&Q3- ��&* %��
 <' U���!*�%��
 +�6� G����V� <�L��  ��: F�E %�

W&� XY* %�)SS(  



 

X/Xchord

P/
P0
in

0.9 1.2
0.3

0.45

0.6

0.75

0.9 Jameson with Cusp
Jameson(without Cusp)
Experimental Data

  
-&Q4-<' U���!*�%��
 +�6� G����V� ��&* %��
 <�L��  ��: F�E %�

%��
 XY* %�)PS(  

Fram

X/Xchord

P/
P0
in

0.9 1.2
0.3

0.45

0.6

0.75

0.9
Jameson with Cusp
Jameson(without Cusp)
Experimental data

  
-&Q5- ��&* %��
 <' U���!*�%��
 +�6� G����V� <�L��  \] %�

����, �^���)MP(  

X/Xchord

D
P0
/P
0i
n

0 0.5 1
-0.2

0

0.2

Jameson(without Cusp)
Jameson with Cusp

  
-&Q6- /#%� ��&*%��
 +�6� G����V� ���%� ��&* %��
 <'  \] %�

����, �^���)MP(  

X/Xchord

M
AC
H

-0.3 0 0.3 0.6 0.9 1.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Jameson(without Cusp)
Jameson with Cusp

  
-&Q7- ����, �^��� \] %� ��: F�E %� `�� G����V� ��8��)MP(  

  

X/Xchord
0 0.5 1

-15

-10

-5

0

5

10

15

Jameson(without Cusp)
Jameson with Cusp

  
-&Q8 - ��V�<!
�� ����' ��6��, ���, �'� G��  

  
�P,��  
1.z0��� �+��0 ��� ,�*��9B� ����
:, "�� ��
<��). ���  m�)��� 

%
& a
+8� (A ���! �� ����� ?@A ���B� � (*�+� ���B� =
�  ��): 
 ��)�  %)��T  =
���)�"  , �)��	
�  �)
����  /��)0�-Iranian Journal of 

Mechanical Engineering Transactions of the ISME, Volume 
( �� ) ,  , �B+625-7 �2010. 

2. Jameson A. , Baker T.J. and Weatherill N.P., 
"Calculation of Inviscid  Transonic Flow over a Complex 
Aircraft", AIAA paper 86-0103,AIAA 24th Aerospace 
Sciences Meeting , Reno, 1986. 
3. Mahmood P.Fard, M.Salari, M.Mansoor, M.Malek 
Jafarian,. "An Investigation And Comparison Of Roe 
Upwind Methods With Cusp Central Difference Schemes" 
��th Asian Congress Of Fluid Mechanics, Daejeon, Korea, 
��-��, ����. 

4.�����9
� �*�
8! ,�� �*��9B���
:� ." � ���6 �F< /�0�& (
8B�
�
K�[
� x���: �� �$��f =9* ���� J,$ ?0�� ��� �� =
���� ���

"�� aDO	� ��DL ��� /�#9
& n	
f���"� ���	
� �������-
�
�� ������ �������� , Volume (18 )  �B+620-1, 2006. 



  
                           ������� ��	
��� 
���� ������� 
������                                                                                                                                      AERO2013-17299 

                            ������� �������������� �!"�# 
5. Jameson, A.,. "Analysis and design of 
Numerical Schemes for Gas Dynamics Artificial 
Diffusion, Upwind Biasing, Limiters and Their 
Effect on Accuracy and Multigrid 
Convergence", International Journal of 
Computational Fluid Dynamics, Vol. �, pp. ���- ���, 
����. 

6. Jameson, A., , "Analysis and Design of Numerical 
Schemes for Gas Dynamics � Artificial Diffusion and 
Discrete Shock Structure", RIACS Report No. ��.�	, 
International Journal of Computational Fluid Dynamics, 
Vol. �, pp. �-
�, ����. 

7. Swanson, R.C., Radespiel, R., , "Cell Centered and Cell 
Vertex Multigrid Schemes for the Navier-Stokes 
Equations", AIAA Journal, Vol. ��, pp. 	��-��
, ����. 

8.  F.Bakhtar , M.R.Zamiri and Rodrigues-Lelis, , "A 
Comprative Study Of Treatment Of �-D Two-Phase 
Flows Of Steam By A Rung-Kutta And By Denton`S 
Method", I MechE, vol.��� partC, ����. 

  


