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 ي پوياها مجانبروش پيكره سخت كننده با و پوسته زمان شكل هم سازي بهينه
  

  )3(سيد مهدي توكلي        )2(حسين قاسم نژاد مقري        )1(بهروز حسني
  
دسـت آوردن شـكل بهينـه     هـدف بـه   . صورت همزمان انجام شده است  ها بهپوستهنده سخت كن پيكرهسازي شكل و  در اين مقاله بهينه  چكيده

ايـن   به عبـارت ديگـر، بـا اسـتفاده از    . اي است در دو سوي سطح سازه پوسته  كننده اي سخته هپوسته همراه با چيدمان و نحوه قرارگيري بهينه لاي
سـازي   روش حل مسئله برمبناي گسسته .هاي سطحي نيز بهينه شده است كننده سخت پيكرهسازي شكل صفحه مياني پوسته،  روش، همزمان با بهينه

، بـه صـورت   جزءچگالي مصالح هر . اند سازي شده شبيهمقياس مستطيلي  هاي ريز با حفره ساختگيتوسط مواد  جزءمصالح هر . اجزا محدود است
هندسه . اند گرفتهمورد استفاده قرار  پيكرهسازي  ن متغير طراحي در فرايند بهينهمقياس بيان شده و به عنوا هاي ريز تابعي از پارامترهاي هندسي حفره

. انـد  شـده سـازي شـكل اسـتفاده     طراحي در قسمت بهينـه  عنوان متغير پوسته با استفاده از سطوح نربز توليد شده و نقاط كنترلي توليدكننده سطح به
به منظور نشان دادن كارايي روش، چند مثال ارائه شده و نتـايج  . شده استحل  پوياهاي  سازي در هر بخش با استفاده از روش مجانب مسئله بهينه

  .ندا همورد بررسي قرار گرفت
  

  .سخت كننده ،پوسته ،سازي شكل بهينه ،پيكرهسازي  بهينه  كليدي هاي واژه
 
  
  

Simultaneous Shape and Reinforcement Topology Optimization of Shell Structures by Using 
the Method of Moving Asymptotes 
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Abstract  This article is devoted to the simultaneous optimization of shape and topology of shell structures. 
The optimum shape is obtained together with the optimum layout for the reinforcement layers at the both 
sides of the shell surface. To solve this problem the finite element method is employed. It is assumed that 
each element is comprised of a porous media with microscopic rectangular voids where the density of the 
material in each element is a function of the geometric parameters of the voids. These parameters are also 
considered as the design variables of the topology optimization problem. The geometry of the shell structure 
is defined by using Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS) technique and the control points of the 
NURBS’ surfaces are considered as the design variables of the shape optimization problem. For solution the 
Method of Moving Asymptotes (MMA) is employed. To demonstrate the efficiency of the method a few 
examples are presented and the results are discussed. 
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  مقدمه
هاي زيـادي   هاي اخير پيشرفت در دهه اي سازي سازه بهينه

آميـزي در مسـائل مهندسـي     ي موفقيـت كرده و كاربردهـا 
سـازي شـكل، بـا مفـروض بـودن       در بهينـه . اسـت  داشته

يـابي بـه بهتـرين     بارگذاري و شرايط مرزي، هدف دسـت 
از جملـه مراجـع در   . هندسه مرزهاي دامنه طراحي اسـت 

 و كمپبـل  )Zienkiewicz( زينكـويچ  اين زمينه مي توان به
)Campbell( [1]هافكا ، )Haftka( دليو جان )Gandhy( 

و  )Olhoff( و همچنين اولهـف   [3])Ding( و دينگ [2]
  .اشاره نمود Rozvany( [4]( رزواني
شكل به صورت متعـارف آن فـرض    سازي بهينهدر   

. دامنه مسئله ثابت است )topology( پيكرهبر آن است كه 
ه قادر به ايجـاد  كسازي  هاي بهينه روش اما در حالت كلي
اي يـا   وقعيت و نحوه ارتباط عناصر سازهتغيير در تعداد، م
در . مورد نيـاز هسـتند   ،سازه باشند پيكرهبه طور خلاصه 

ــر  ســال ــوع   هــاي روشهــاي اخي ــن ن ــراي اي ــوعي ب متن
هـاي   اند و در حـال حاضـر روش   سازي معرفي شده بهينه

در تحقيقـات  . وجـود دارد  پيكـره زيادي براي حل مسئله 
 كيكـــوچيو  )Bendsoe( اوليـــه كـــه توســـط بندســـو

)Kikuchi( [5]  روش حـل بـر مبنـاي اســتفاده از    انجـام ،
ــازه ــاريزس ــت آوردن   )Micro structures( ه ــه دس و ب

خواص مكـانيكي مصـالح بـا اسـتفاده از تئـوري همگـن       
ــازي ــت  )Homogenization( س ــوده اس ــك روش . ب ي

همسانگرد  ساختگيجايگزين براي آن، استفاده از مصالح 
 SIMP )Solid Isotropic Materialيـا   تـاوان بـا اعمـال   

with Penalization(  در اين روش مـاده مـورد   . [6]است
شود و چگالي به عنوان تابعي از  استفاده همسان فرض مي

نـد  ك مـي مختصات مصالح مقداري بين صفر و يك اختيار 
بـه   و چگالي صفر طوري كه چگالي يك به معناي وجود

وه بـر ايـن   عـلا . ودش ـ مـي معناي عدم وجود مصالح بيان 
 پيكـره  سـازي  بهينـه هاي ديگري نيز براي  ها، روش روش

 اي تكـاملي ه ـ شاز آن ميان مي تـوان بـه رو  . وجود دارد
)Evolutionary optimization( )ــتيون ) [7] ژي و اســ

، روش سـازه  Ant colony( [8]( اه ـ هروش كلوني مورچ ـ

هــا اشــاره  ، و ديگــر روشGround structure( [9]( مبنــا
  . نمود

نحـوه توزيـع    سازي پيكـره  ه طور معمول در بهينهب 
 ـ  مصالح در يك دامنه ثابت جستجو مـي  ه گـردد و سـازه ب

سـازي شـكل    عنوان سازه پايه جهت بهينـه  دست آمده به 
؛ لين [10] اولهوف و همكاران(گيرد مورد استفاده قرار مي

ســازه  پيكــره ســخت كننــدهســازي بهينــه). [11] و چــااو
) سازه پايـه (كه شكل صفحه مياني آن اي در حالتي پوسته

يا حتـي   پاسخثابت است لزوماً به معني رسيدن به بهترين 
زيـرا در نظـر گـرفتن شـكل     . مناسـب نيسـت   پاسخيك 

جديدي براي سازه پايه ممكن است منجر به پاسخ بهتري 
ــود  ــع مصــالح ش ــراي توزي و  )Ansola( آنســولا. [12] ب

در آن از يـك   روشي را معرفي كردنـد كـه  [12]  همكاران
 پيكـره سـازي همزمـان شـكل و     فرايند تركيبي براي بهينه

تركيب شـده بـه دو   در اين روش مسئله . شود استفاده مي
رو از يـك   اين از. شود تقسيم مي زيرمسئله شكل و پيكره

سـازي اسـتفاده    اي بـراي بهينـه   روند تكـراري دو مرحلـه  
م شود؛ به طوري كه در مرحله اول بـا انجـام يـك گـا     مي

يابد و در مرحله  سازي شكل، هندسه پوسته بهبود مي بهينه
روي پوسته با اسـتفاده   سخت كنندهدوم توزيع بهينه لايه 

اين كـار تـا همگـرا    . گيرد از روش معيار بهينگي انجام مي
  . كند بهينه ادامه پيدا مي پاسخشدن به يك 

ــلي    ــده اص ــناي ــائل   ف ــراي مس ــالح ب ــع مص توزي
سازي اندازه  ديل مسئله به مسئله بهينهتب پيكرهسازي  بهينه

مشـكل عمـده در   . براي چگالي در محدوده ثابـت اسـت  
سازي است كه قادر به  اي بهينهه ماينجا پيدا كردن الگوريت

بدين منظـور   .حل مسئله با تعداد متغير طراحي زياد باشد
هاي معيـار بهينگـي در حـل     روش دهه شصت ميلادياز 

. انـد  ي مورد استفاده قـرار گرفتـه  ا سازي سازه مسائل بهينه
هسـتند و   سازي بهينهاي غير مستقيم ه شها، رواين روش

ريزي رياضي كه مسـتقيما تـابع   هاي برنامهبرخلاف روش
اي از كننـد تـا دسـته   ننـد، تـلاش مـي   ك ميهدف را بهينه 

در . قنــاع نماينــدامعيارهــاي مربــوط بــه رفتــار ســازه را 
ريـزي رياضـي    هاي برنامه اخير استفاده از روش هاي سال
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سـازي   هماننـد مسـائل بهينـه    پيكرهازي س در مسائل بهينه
هـا   در ايـن روش . اندازه و شكل بسيار متداول شده است
سـازي بـر حسـب     مسئله طراحي به عنـوان مسـئله بهينـه   

متغيرهاي طراحي در نظر گرفته شده و توابع هدف و قيد 
با اسـتفاده  . شوند بر حسب اين متغيرهاي طراحي بيان مي

از مقادير مشتقات توابع هدف و قيد بر حسب متغيرهـاي  
  .شود سازي حل مي طراحي، مسئله بهينه

سـازي همزمـان شـكل و     مسئله بهينـه در اين مقاله   
اي به صـورت مسـئله    سازه پوسته سخت كنندهلايه  پيكره

سـازي   حـداقل از سختي سازه بـا اسـتفاده    حداكثر سازي
سـازه در نظـر گرفتـه شـده     ي كارخارجي انجام شـده رو 

 اي دو مرحلـه  روششيوه كلي حل مسئله بر اساس . است
اسـت؛ طـوري كـه در هـر      پيشنهادي آنسولا و همكـاران 

سازي در مرحله اول شكل سطح پوسـته و در   تكرار بهينه
. شـوند  آن بهينـه مـي   سخت كنندهمرحله دوم توزيع لايه 

 براي. شوند اين مراحل تا همگرايي پاسخ متناوبا تكرار مي
 اسـتفاده ] 13[پوياي ها مجانبسازي از روش رياضي  بهينه

پـذير   الگوريتم نشان داده است كه تطبيـق اين . شده است
بوده و بـراي مسـائل بـا تعـداد متغيرهـاي طراحـي زيـاد        

  .[14] مناسب است
 

  پيكرهسازي  مدل مصالح در بهينه
چگـالي مـواد در    كـردن معرفي يك تابع بـراي مشـخص   

در نظر گـرفتن مـواد مركـب مشـتمل بـر تعـداد        جسم با
در  متنـاوب صـورت  ه هاي ريز كه ب نامحدودي از سوراخ
هـا   سازه پيكرهسازي  اند، مسئله بهينه اين جسم پخش شده

كنـد و   تبـديل مـي   نـدازه سـازي ا  را به يـك مسـئله بهينـه   
در واقع . شود پيچيدگي اين مسائل تا حدودي برطرف مي

هـاي   رگيري جسم سلولي با ريزسـازه كا هاستفاده از ايده ب
، طبيعت بودن يـا  )Periodic Micro Structures( متناوب

جسم را از مقيـاس ماكروسـكپي بـه     پيكرهنبودن مواد در 
و باعث پايداري حـل   نمودهمقياس ميكروسكپي رهنمون 

  .گردد مي

براي مدل كردن مواد در مسائل  هايي كه راهيكي از   
اسـتفاده از مـدل    وجـود دارد  پيكـره سـازي   بهينهگسسته 
در ايـن  . است تاوانهمسانگرد با اعمال  ساختگيمصالح 

بودن يا نبودن مواد با استفاده از تابع تقريب مناسـبي   مدل
 شود، مشـخص  ناميده مي ساختگيكه تابع چگالي مصالح 

اين تابع مقادير بين صفر و يك دارد، به طـوري  . گردد مي
بود مصالح و مقدار يك بـه  كه تابع چگالي صفر به معني ن

 دلبـا اسـتفاده از ايـن م ـ    .دباش ـ مـي معني وجود مصـالح  
را بدسـت   مصـالح توان خواص مكانيكي ماكروسكپي  مي

  .آورد
يكي از مهمتـرين   آنها ها، شكل در انتخاب ريزسازه  

شكل انتخاب شده . به آن توجه كرد دمسائلي است كه باي
ريزسـازه بتوانـد    اي باشد كه چگالي مـواد در  گونهه ب دباي

از طـرف ديگـر شـكل    . پوشش دهـد  را 1تا  0كل مقدار 
با كمترين تعداد پارامتر تعريف شود تـا ميـزان    دحفره باي

. سازي به حـداقل برسـد   متغيرهاي طراحي در مسئله بهينه
هاي مستطيل شكل در مركز آنها  هاي مربعي با حفره سلول
  ). )1(ل شك(باشند  ترين شكل براي اين منظور مي ساده

  

 
  

  هاي مستطيلي هاي مربعي با حفره سلول  1شكل 
  

كه مقدار مثبت و بسـيار   εاگر بعد سلول مربعي با   
و  aεكوچك است نشان داده شود آنگاه اندازه سوراخ با 

bε   را در  سـلول واحـد  ) 2( شـكل  .گـردد  مشـخص مـي
با استفاده از . دهد دستگاه مختصات ميكروسكپي نشان مي

 ـ ،اين مدل صـورت   هسطح اشغال شده توسط مواد جامد ب
  .شود زير محاسبه مي
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  سلول واحد با حفره مستطيلي در مختصات ميكروسكپي  2شكل 
 

)1(                                      s (1 ab) dΩΩ = − Ω∫  
  

0ابطـه  كه در ايـن ر  a 1≤ 0و  ≥ b 1≤ فضـاي   Ωو  ≥
ن قسـمت جامـد فضـاي طراحـي را نشـا      sΩطراحي و 

xبا توجه به نكات فـوق هـر نقطـه     .دهد مي ∈Ω  داراي
باشــد كــه متغيرهــاي طراحــي مســئله  مــي bو aمقــادير
  .هستند پيكرهسازي  بهينه

)2                             (a a(x) , b b(x )= =      
 جـزء وسيله توابع ثابتي در هر  هدر عمل اين توابع ب  

شوند  شده، تقريب زده مي سازي از فضاي طراحي گسسته
ثابـت فـرض    زءج ـيك ريزسـازه در هـر    و بنابراين ابعاد

همگن شده نيز بـراي   كشسانيدر نتيجه ماتريس . شود مي
بنابراين در فضاي دوبعدي اگر . ثابت خواهد بود جزءهر 

متغيـر طراحـي    2Nمحدود تقسيم شود جزء Nدامنه به 
تابع چگـالي   .سازه وجود دارد پيكرهسازي  در مسئله بهينه

بــا  ســاختگيهــاي  بــراي ســاختن ريزســازه ξيســاختگ
براي سـاختن جسـم    .پارامترهاي هندسي در ارتباط است

هاي مستطيل شـكل   سلولي شامل سلولهاي واحد با حفره
،)(xξ شود صورت زير در نظر گرفته مي هب:  

  
)3(                                      (x) 1 a(x) b(x)ξ = −  
  

0در اين رابطه   (x) 1≤ ξ xو ≥ ∈Ω بـه  . باشـند  مي
  .آيد اين ترتيب سطح مصالح به صورت زير به دست مي

)4                       (                   s (x) d
Ω

Ω = ξ Ω∫  
  

به صورت زير  كشسانيهمچنين چگالي و ماتريس   
  :هند بودخوا

  
                                              

0

p 0

(x) (x)

C(x) (x) C

ρ = ξ ρ

= ξ  
)5(  

  0ρ 0وC   كشسـاني  به ترتيب چگـالي و مـاتريس 
 ضـريب  pدر ايـن رابطـه   .باشند قسمت جامد همگن مي

. باشـد  مي) [15] 9و  3لا بين معمو( 1جريمه و بزرگتر از 

شـود   كار رفته فرض مي هطور كه اشاره شد در مدل ب همان
شـكل بـا     هاي مربـع  كه مصالح حاوي تعداد زيادي سلول

در  b(x)و a(x)هاي مستطيلي بـوده و پارامترهـاي   حفره
حال مـدل سـلولي معرفـي     .هستندثابت  محدود جزءهر 
سـخت  لايـه   پيكرهسازي  ود كه از آن در فرايند بهينهش مي

بـا  . اي اسـتفاده خواهـد شـد    هاي پوسـته  براي سازه كننده
 Assembling Plies( [15]( اه هاستفاده از نظريه مونتاژ لاي

. توان مورد اسـتفاده قـرار داد   را مي )3(مدل سلولي شكل 
و مياني معـرف سـازه اصـلي     همسانگرددر اين مدل لايه 

 سـخت كننـده  اي بالايي و پاييني تشكيل دهنده لايه ه هلاي
مـدل ميكروسـلولي بـا     سـخت كننـده  براي لايـه  . هستند
گونه  همان. گيرد مورد استفاده قرار ميهاي مستطيلي  حفره

گيـري آنهـا    ها و جهت قـرار  كه قبلا اشاره شد ابعاد حفره
بايد توجه داشـت كـه در   . پارامترهاي سلولي خواهند بود

ين مدل فرض بر اين اسـت كـه بـا وجـود تغييـر ابعـاد       ا
 فراينـــددر حـــين ) b,a(هـــاي ميكروســـكوپي  حفـــره
ضخامت لايـه   1tضخامت سازه اصلي و  0tسازي،  بهينه

در نتيجه اندازه، محـل و  . مانند ثابت باقي مي سخت كننده
به ) با يك ارتفاع ثابت( سخت كنندهري لايه گي نحوه قرار

، مشخص خواهنـد  پيكرهسازي  وسيله يك الگوريتم بهينه
در هـر دو   سـخت كننـده  به خاطر حفظ تقارن، لايه . شد

  .شود طرف سازه در نظر گرفته مي
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  سخت كننده  سلول پايه به همراه لايه  3شكل 

  
را  سـخت كننـده  هاي  حجم اشغال شده توسط لايه  

  :دست آورد توان از رابطه زير به مي
  
)6(                                    ( )

0
s 1V t 1 ab dΩ= − Ω∫  

  
  .محدوده لايه مياني از سازه اصلي است 0Ωكه 
  

  تعريف هندسه مسئله
اولــين مرحلــه در تعريــف مســئله طراحــي شــكل بهينــه، 

 از سـطوح نربـز  در تحقيـق حاضـر   . است تعريف هندسه
)NURBS: Non Uniform Rational B-Spline(   بـراي

امكـان ايجـاد    اين كار. شودتوليد سطح پوسته استفاده مي
متغيـر  هاي پيوسته بـا اسـتفاده از تعـداد محـدودي      شكل

دهـد  همچنين اين امكان را مي .سازد را فراهم ميطراحي 
ي، سـاز تا بعد از بهبود متغيرهاي طراحي در رونـد بهينـه  

شكل جديد پوسته با حفظ پيوستگي و نيـز مـدل اجـزاي    
در اين بخـش نحـوه تعريـف    . محدود جديد توليد شوند

نربز مختصـرا شـرح داده    فندسي با استفاده از سطوح هن
  .شود مي
  

 توابع پايه بي اسپلاين 
{ }0 mU u ,...,u= ــاپياي  مجموعــه ــي از  پي ــر نزول و غي
iدر آن بـه ازاي  ، يعنـي  استاعداد حقيقي  0,..., m 1= − 

iداريم 1 iu u+ اي  بردار گره Uو به مجموعه گره iuبه. ≤
بي اسـپلاين    امين تابع پايه iدر اين صورت . شود گفته مي
pمرتبــه( pاز درجــه ــا  )+1 )كــه ب )i,pN u  نشــان داده

  :[16] شود شود به صورت زير تعريف مي مي
  
)7               ( ( )

1 if u u ui i 1N ui,0 0 otherwise

≤ <⎧⎪ += ⎨
⎪⎩

  

  

  
( ) ( ) ( )

u uu u i p 1iN u N u N ui,p i,p 1 i 1,p 1u u u ui 1 i i p 1 i 1

−− + +
= +− + −− −+ + + +

          

  
اي بـي اسـپلاين بـه     برخي از خـواص توابـع پايـه     

  : باشند صورت زير مي
0وi,pبراي همه مقادير -1 u 1≤ i,pN: داريم ≥ (u) 0≥ . 
0در  جمع مقـادير ايـن توابـع    -2 u 1≤ برابـر واحـد    ≥

يعني. است
n

i,p
i 0

N (u) 1
=

=∑. 
iبـازه تـاثير  خـارج از   uدر صورتي كـه  -3 i p 1[u ,u )+ + 

)باشد،  )i,pN u 0=.  
pبجز در حالت  -4 0= ،i,pN (u)  تنها داراي يك نقطه

  . باشد ماكزيمم مي
بار تكرار شده باشد،  kدر يك گره از بردار گرهي كه -5

i,pN (u) ،p k−    پـذير   بار بصـورت پيوسـته مشـتق
بنــابراين افــزايش درجــه باعــث افــزايش . باشــد مــي

پيوستگي و افزايش تعداد تكرار هر گره سبب كاهش 
 .پيوستگي خواهد شد

صـورت  ه توان ب اسپلاين را مي مشتقات توابع پايه بي -6
  :زير نوشت

 
)8(   ( )i,p i,p 1 i 1,p 1

i p i i p 1 i 1

p pN u N (u) N (u)
u u u u− + −

+ + + +

′ = −
− −

 

  
، 0اسپلاين از درجـات   -بي اي هتوابع پاي )4(شكل   

  .دهد را نشان مي 2و  1
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  توابع پايه بي اسپلاين از چپ به راست از درجه صفر تا دو  4شكل 

  
  طوح نربزس

هـا و   توان براي توليد منحنـي  از توابع پايه بي اسپلاين مي
به سـطوحي كـه بـا    . سطوح هندسي پيچيده استفاده نمود

استفاده از توابع پايه بـي اسـپلاين بـه صـورت كسـري و      
شـوند، سـطوح نربـز گفتـه      اعمال ضرايب وزن توليد مـي 

  . [16] شود مي
و در  ،Pاز درجـه  u يك سطح نربـز كـه در جهـت     
تـوان بـه وسـيله توابـع      باشـد، را مـي    qاز درجه v جهت

  :صورت زير تعريف كرده ب اي هكسري قطع
  

)9  (  ( )
( ) ( )

( ) ( )

n m

i,p j,q i, j i, j
i 0 j 0

n m

i,p j,q i, j
i 0 j 0

N u N v w P
S u, v ;0 u,v 1

N u N v w

= =

= =

= ≤ ≤
∑∑

∑∑
  

  
}در عبارت فوق    }i, jP  كـه   استشبكه نقاط كنترلي

}در دو جهت تعريف شده است؛ همچنين  }i, jw ا، ه نوز
( ){ }i,pN u  و( ){ }j,qN v اســپلاين  -بــي اي هتوابــع پايــ

تعريـف  ) 10(رابطـه   اي ههاي گربردار هستند كه بر روي
ــدا هشــد ــط .ن ــن رواب sتســاويهاي  در اي m q 1= + و  +

r n p 1= + اي  پايـه  توابـع بـا تعريـف   . باشد ميبرقرار  +
) 9(توان رابطـه   ، مي)11(صورت رابطه ه ب اي نسبي قطعه

ز بـدين ترتيـب بـا اسـتفاده ا    . نوشـت ) 12(را به صورت 
اي را  توان هرگونه سـطح و رويـه پيچيـده    مي) 12(رابطه 

  .مدل نمود

  

                       

p 1 r p 1
p 1 p 1

q 1 s q 1
q 1 q 1

U 0,...,0 , u ,..., u ,1,...,1

V 0,...,0 , v ,..., v ,1,...,1

+ − −
+ +

+ − −
+ +

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  

)10                  (  
)11       (  ( ) ( ) ( )

( ) ( )
i,p j,q i, j

i, j n m

k,p l,q k,l
k 0 l 0

N u N v w
R u, v

N u N v w
= =

=

∑∑
  

  
)12 (                       ( ) ( )

n m

i, j i, j
i 0 j 0

S u,v R u,v P
= =

=∑∑  

  
شكل  وارسياحي امكان طبيعت پارامتريك مدل طر  

سازه را از طريق بهبود محل قرارگيري نقاط كنترلي ايجاد 
     منظــور كــاهش تعــداد متغيرهــاي طراحــي،  بــه. كنــد مــي
توان تنها تعداد محدودي از نقاط كنترلي را بـه عنـوان   مي

 ـ. متغيرهاي طراحي در نظر گرفت  يبا حركت نقاط كنترل
  بـه دسـت   هـاي متفـاوتي   هاي مشخص، شـكل  در جهت

گيـري نقـاط كنترلـي بـه عنـوان       هـاي قـرار   محـل . آيدمي
متغيرهـاي طراحـي   . شـوند طراحي در نظر گرفته مي متغير
مستقل از هم هستند و هر مجموعـه از   ،سازي شكلبهينه

    آنها منجر بـه ايجـاد طراحـي متفـاوتي از شـكل خواهـد      
  .شد
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  سازيمسئله بهينه رابطه سازي
طي تحت اثر نيروهاي حجمي خ كشسانييك مسئله كلي 

 tΓو نيروهـاي سـطحي در    Ωكار برده شده در دامنـه  هب
كه  dΓشامل Γداراي مرز Ωسطح دامنه . مفروض است

كه بارهاي سطحي  tΓاند و تغييرمكانها در آن تعريف شده
همچنـين فـرض   . باشـد  انـد مـي   كار بـرده شـده  ه در آن ب

  :شود كه مي
)13(                                               t d

t d 0
Γ ∪Γ = Γ
Γ ∩Γ =

  

كارگيري روش تغييرمكـان مجـازي، معـادلات     هبا ب  
 تعادل با مساوي قرار دادن كار مجازي داخلي و خـارجي 

ميــدان  uبــا فــرض اينكــه . شــوند دســت آورده مــيه بــ
كند باشد  تغييرمكان كه تعادل سازه الاستيك را تعريف مي

ميدان تغييرمكـان مجـازي مجـاز سـينماتيكي باشـد       vو
  :توان نوشت مي
  

{ }1 3
dv V where V v v (H ( )) and v 0 on∈ = ∈ Ω = Γ  

)14(  

 dΓمـرز ثابـت    بـا  كشسـان  پس براي يـك سـازه    
   :توان نوشت مي
  
)15(     

t

T T Tε (v)(C (u))d f v d t v d
Ω Ω Γ

ε Ω = Ω+ Γ∫ ∫ ∫  
  

گيري از تحليل حساب تغييراتي و تابع نماها  با بهره  
و استفاده از فرم انرژي دوخطي براي كار داخلـي و فـرم   

 ـ  را مـي ) 15( بارخطي براي كـار خـارجي رابطـه    ه تـوان ب
  :صورت زير نوشت

)16 (                            a(u, v) (v) , v V= ∀ ∈  
  :كه در اين رابطه

  
)17(                      Ta(u, v) ε (v).(Cε(u))d

Ω
= Ω∫      

  
)18 (                         

t

(v) f .vd t.vd
Ω Γ

= Ω+ Γ∫ ∫          

 مقالـه ها كه در اين  سازي سازه هدف از مسئله بهينه  
تـرين سـازه    سـخت  افتناسـت، ي ـ مورد بحث قرار گرفته 

مينيمم . استده از يك مقدار مصالح معين با استفا ممكن 
بودن مقدار كار خارجي با ميدان تغييرمكان حقيقـي و يـا   

زيمم بودن سـختي عمـومي يـك    ك، ما(u)مينممم بودن
ها با  سازي سازه بنابراين مسئله بهينه. كند سازه را فراهم مي

صورت زير ساخته ه عنوان تابع هدف به ب (u)قرار دادن
  :شود مي

                               
Minimize (u)
s.t a(u, v) (v) v V
and design restrictions

= ∀ ∈

  )19(  
,a(uهـاي طراحـي،    كه در ايـن رابطـه محـدوديت    v)  و

(u) ها  محدوديت .باشند توابعي از متغيرهاي طراحي مي
سـازي   متغيرهاي طراحي با توجه به نـوع مسـئله بهينـه    و
  .شوند تعيين مي) پيكرهشكل يا (

طور كه پيشتر اشاره شد در اين مقاله از روش  همان  
اسـتفاده   [12] اي پيشنهادي آنسولا و همكـاران  دو مرحله

شود و  سازي شكل انجام مي در مرحله اول، بهينه. شود مي
شكل سطح مياني پوسـته   متغيرهاي طراحي بهينه شده كه

اين متغيرهاي طراحي . آيند دست مي كنند بهرا تعريف مي
. همان نقـاط كنترلـي توليـد كننـده سـطوح نربـز هسـتند       

محدوديت طراحي كه در اين مرحله وجـود دارد، حـدود   
تغييــرات نقــاط كنترلــي اســت كــه توســط طــراح تعيــين 

ر متغي ـ nسازي در اين حالـت شـامل    مسئله بهينه. شود مي
بـه صـورت زيـر    ) تعداد نقاط كنترلي n(قيد  nطراحي و 

  :باشد مي

                    
ix

min max
i i i

Minimize (u)

s.t a(u, v) (v) v V

and x x x i 1,.., n

= ∀ ∈

≤ ≤ =

  

)20(  
maxمحل نقطه كنترلي و  ixكه در آن 

ix  وmin
ix  حدود

  .هستندو پايين حركت نقاط كنترلي بالا 
هـاي مصـالح كـه برحسـب      در مرحله دوم چگـالي   
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اند و  هاي ريزمقياس تعريف شده پارامترهاي هندسي حفره
انـد، بـراي توزيـع مـاده تشـكيل دهنـده        ثابت جزءدر هر 

قيد طراحي كه در اين . شوند پوسته بهينه مي سخت كننده
الح مورد اسـتفاده بـراي   شود، مقدار مص قسمت اعمال مي

تواند توسط طراح تعيين  است كه مي نندهسخت كتشكيل 
متغيـر   nسـازي شـامل    بـدين ترتيـب مسـئله بهينـه    . شود

و يـك قيـد بـه    ) هاي محدود است جزءتعداد  n(طراحي 
  :صورت زير خواهد بود

                          

i

n

ss i
i 1

min i

Minimize (u)

s.t a(u, v) (v) v V

and d

0 1 i 1,..., n

ρ

−

Ω
=

= ∀ ∈

Ω = ρ Ω ≤ Ω

< ρ ≤ ρ ≤ =

∑∫
  

)21(   

sكه  
−
Ω   باشـد  د مـي حد بالاي حجـم مصـالح جام ـ. 
ــين ــراي    minρ همچن ــه ب ــالي اســت ك ــايين چگ حــد پ

      شــود  جلــوگيري از تكينــي مــاتريس ســختي اعمــال مــي
minكه در عمل مقدار آن 0.001ρ  ودش ـ مـي قـرار داده   =

[14] .  
تـا همگرايـي    پيكرهروند حل پياپي مسائل شكل و   

به منظور جلـوگيري از  . يابد يبه يك پاسخ درست ادامه م
تغييرات زياد در طراحـي بهتـر اسـت تعـداد تكرارهـا در      

هاي حل شـده  براي مثال. [12] هاي داخلي كم باشدحلقه
در نظر برابر يك  اله، تعداد تكرارها در هر حلقهدر اين مق

سـازي  بهينـه  نمـودار جريـان   )5(شكل . شده است گرفته
  .دهدهمزمان را نشان مي

  
  

 
  

  سازي همزمان شكل و پيكره نمودار جريان بهينه  5شكل 
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   پوياهاي  روش مجانب
 ژكوو روش مادر آن خطي سازي  پوياهاي  روش مجانب

)CONLIN: CONvex LINearization( [17] 
ريزي رياضي هستند كه بـراي مسـائل    هاي برنامه الگوريتم
هـاي   ها هماننـد روش  اين روش. اند مناسب پيكرهطراحي 

 SLP: Sequential Linear( پيـــاپيخطـــي ســـازي 

Programming(   ــازي ــهموي سـ ــاپيو سـ  :SQP( پيـ

Sequential Quadratic Programming(  براي حل مسائل
هـاي   اي از زيرمسـئله  سازي هموار غيرخطي از دنباله بهينه

و  پويـا هـاي   بـراي مجانـب  . كند تقريبي مشابه استفاده مي
ــازي  ــي س ــوژخط ــئله ك ــن زيرمس ــ اي ــكه ــذير ا تفكي  پ

)separable(  كــوژو )convex( باشــند و بــر اســاس  مــي
مقادير مشتقات در نقطه تكرار جاري و برخي نقاط تكرار 

در هر نقطه تكرار اين زيرمسئله بـا  . شوند قبلي ساخته مي
 پاســخشــود و  حــل مــي [18] اســتفاده از روش دوگــان

زيرمسئله به عنوان طرح بعدي در فراينـد تكـراري مـورد    
  .گيرد ستفاده قرار ميا

 nبـا   Fتقريـب تـابع    پويـا هـاي   در روش مجانب  
1 متغير حقيقي nX (x , , x )= …  در اطـراف نقطـه تكـرار    

kX به شكل زير است:  
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  :باشند صورت زير ميب isو  irكه مقادير 
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)23  (  
اي  ي محدوده كننده وارسي iLو  iUمقادير مثبت   

هـاي   پاسـخ قـادر بـه توليـد     Fهستند كه در آن تقريـب  
 Li و Ui  پارامترهاي(سازي است  معقول براي مسئله بهينه

ايـن مقـادير در    ).هاي قائم بـراي تقريـب هسـتند    مجانب

سازي، براي هر يك از توابع مسئله در هـر   الگوريتم بهينه
  .شوند روز ميبه تكرار، بسته به تاريخچه تكرار 

منجـر بـه افـزايش     ،است كه افزايش چگالي ديهيب  
. ودش ـ مـي نتيجه كاهش ميزان كـار خـارجي    سختي و در

كــار خــارجي بــراي هريــك از  بنــابراين همــواره مشــتق
در نتيجـه  . منفي خواهـد بـود   هر يك از اجزاهاي  چگالي

به صورت   زيرمسئله kتقريب كار خارجي در تكرار گام 
  :زير خواهد بود

  

   

( ) ( )
2kn i ik k

i i ei 1

n

i e s min i
i 1

L
min ( )

L
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)24   (  
حل اين مسئله بـا اسـتفاده از روش دوگـان امكـان       

بـه   Lلاگرانـژ  )Functional( ابتدا بايد تابعي. پذير است
  : شود صورت زير تشكيل مي
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i i ei 1
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L
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ρ − ∂
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)25(  
كـه   iρهـاي   سپس اين تـابعي نسـبت بـه چگـالي      

min i 1 ,i 1, ,nρ ≤ ρ ≤ = بـه خـاطر   . شـود  حداقل مي …
، مسئله بـه سـادگي بـه    Lبودن و تفكيك پذير بودن كوژ

گـام دوم در روش  . شـود  حـل مـي   جـزء به  جزءصورت 
 Λدوگان حداكثرسازي تابعي به دست آمده نسـبت بـه   

 ،Λشـود بـه تنظـيم مقـدار     ر مياست كه اين مرحله منج
دسـت آوردن مقـادير   بطوري كه الگوي بهبود منجـر بـه   

k 1+ρ  تــوان  مــي. كننــد تــامينشــود كــه قيــد حجمــي را
تـر، طـوري انتخـاب     را به صورت هوشـمندانه  iLمقادير

 .افزايش دهد نمود كه سرعت همگرايي را
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  هاي نمونه حل مثال
هـايي از روش تركيبـي فـوق و     در اين بخش به حل مثال

هـاي ايـن    در شـكل . شـود مشاهده نتايج آن پرداخته مـي 
شـده    اوليه و نـواحي سـياه   بخش رنگ سفيد بيانگر سازه

بـه  اي كـه   سازه. باشند شده مي دهنده نواحي تقويت   نشان
اي بـه   گيرد پوسـته  رار ميمورد بررسي قعنوان اولين مثال 

گــاه ســاده در  اســتوانه اســت كــه چهــار تكيــه شــكل نــيم
سطح بـا   از يك زير برنامه توليد. هاي آن قرار دارند گوشه

هـاي نربـز بـراي ايجـاد هندسـه سـازه        استفاده از منحني
بدين منظور از دوازده نقطه كنترلي بـراي  . شود استفاده مي

تصـات قـائم محـل    توليد شكل استفاده شده است كه مخ
سـازي شـكل    قرارگيري آنها متغير طراحي در مسئله بهينه

نحوه قرارگيـري نقـاط كنترلـي و     )6( شكل. خواهند بود
بنـدي آن را نشـان    شـبكه همـراه   هندسه اوليـه سـازه، بـه   

  .دهد مي
  

   
اي به همراه نقاط كنترلي توليدكننده  سازه استوانه  6شكل 

  سطح آن

 
 884زا محـدود سـازه بـه    تحليل به روش اج ـ براي  

اي و  ضخامت سازه پوسته. جزء محدود تقسيم شده است
35آن هريـك  سخت كننـده لايه  10 m−×   و خصوصـيات

6مكـــانيكي مصـــالح  2E 2.1 10 kg / cm= 0.3υو × = 
، شـكل، متغيرهـاي طراحـي    سازي بهينهدر گام . باشند مي

. كننـده سـطح هسـتند   ط كنترلـي توليد مختصات قائم نقـا 
بنابراين در اين مرحله دوازده متغير طراحي به همراه يـك  

در قسـمت  . قيد محدوده حركت براي هريك وجود دارد
يـك چگـالي وجـود     جـزء به تعداد هر  پيكره سازي بهينه
متغيـر طراحـي بـه همـراه يـك قيـد        884در نتيجه . دارد

بـراي هركـدام وجـود    ) 1و  minρبين (محدوده تغييرات 
علاوه بر آن يك قيـد حجمـي هـم در ايـن مرحلـه      . دارد

كننده ميزان مصالح مـورد اسـتفاده    ود كه كنترلش ميلحاظ 
اسـت كـه بـه صـورت      سخت كنندهجهت توزيع در لايه 

هـاي   براي مثال. ودش ميدرصدي از مصالح كل دامنه بيان 
شـده  درصد در نظر گرفتـه   40اين مقاله، اين ميزان برابر 

 سـاختگي براي مدل مصالح  تاوانريب همچنين ض. است
pبرابر   .ودش ميدرنظر گرفته  =3

هـاي مختلـف قـرار     سازه مذكور تحـت بارگـذاري    
وارد بر مركز، بـار   5KNگرفته است كه شامل بار متمركز

150به اندازه طگسترده خطي ثابت در وس N / cm   و بـار
22گسترده سطحي N / cm  دباش ـ مـي روي كل سـطح آن .

بارگـذاري مـذكور بـه     همزمان حـالات  سازي بهينهنتايج 
قابــل مشــاهده  )12(و  )10(، )7(هــاي  ترتيــب در شــكل

ود بـراي هـر يـك از    ش ـ مـي طور كه ملاحظه  همان .است
سـخت  لايـه   پيكـره ي علاوه بـر تفـاوت   حالات بارگذار

تي نسـبت بـه حالـت اوليـه بـه دسـت       ، شكل متفاوكننده
ه در يـع مـاد  آيد كه معرف بهترين شكل و بهتـرين توز  مي

همچنين روند همگرايي پاسـخ  . دباش مي سخت كنندهلايه 
بارگذاري مذكور بـه ترتيـب در    در تكرارها براي حالات

  .ده شده استنشان دا )13(و  )11(، )8(هاي  شكل
اي شكل مورد بررسي قرار  در مثال بعدي سازه كره  

اين سازه در لبه انتهايي خود تحـت   ).14شكل ( گيرد مي
بـراي توليـد و وارسـي    . تكيه گاه ساده قرار گرفته اسـت 

تعداد اجـزا  . نقطه كنترلي استفاده شده است 9شكل آن از 
. در نظر گرفتـه شـده اسـت    2048محدود براي اين سازه 

ضخامت و خصوصيات مكانيكي همانند مثال قبلي لحاظ 
بنابراين تعداد متغيرهاي طراحي مسائل شـكل  . شده است

. باشـد  مـي  2048و  9و پيكره در اين مثال به ترتيب برابر 
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همانند مثال قبلي حجم مصالح تشكيل دهنده لايه سـخت  
در نظرگرفته شده  3درصد و ضريب تاوان برابر  40كننده 
  .است

حالت بارگـذاري بـراي ايـن سـازه شـامل بـار       دو   
ــز ب ــرمتمرك ــز و 5KNراب ــر مرك ــترده  و  ارد ب ــار گس ب

250سطحي N / cm  نتايج حاصل . استدر نظر گرفته شده
نمـايش داده شـده    )17(و  )15(هـاي   به ترتيب در شكل

ي نمودارهـا  )18(و  )16(هـاي   در شـكل همچنين . است

چنانچـه  . انـد  نشـان داده شـده  روند همگرايي بـه ترتيـب   
هاي اين مثـال، شـكل اوليـه     شود، براي شكل مشاهده مي

ايـن مسـئله بـه خـاطر     . سازه تغيير چنداني نداشته اسـت 
هـاي ايـن مثـال     تقارن شـكل هندسـي كـره و بارگـذاري    

ــراي   . باشــد مــي ــره ب ــه ك ــارت ديگــر شــكل اولي ــه عب ب
امـا پيكـره سـخت    . باشد ينه ميهاي اين مثال به بارگذاري

.هـا تغييـر كـرده اسـت     كننده با توجه به نـوع بارگـذاري  

  

 
  نما از بالا) د(نماي جانبي، ) ج(و ) ب(نماي كلي، ) الف( ز،اي تحت بار متمرك سازي همزمان سازه استوانه بهينه  7شكل 

  
  

 
  

  زار متمركاي تحت ب سازي همزمان سازه استوانه نمودار همگرايي بهينه  8شكل 
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  اي تحت بار گسترده خطي سازه استوانه  9شكل 

  

 
  نماي جانبي) ج(نما از بالا، و ) ب(نماي كلي، ) الف( تحت بار گسترده خطي، اي سازي همزمان سازه استوانه بهينه  10شكل 

 
 
  
  

 
  

  اي تحت بار گسترده خطي سازي همزمان سازه استوانه نمودار همگرايي بهينه  11شكل 
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  نماي كلي) ج(نماي جانبي، و ) ب(نما از بالا، ) الف( اي تحت بار گسترده يكنواخت، ه استوانهسازي ساز بهينه  12 شكل

  

 
  

  اي تحت بار گسترده يكنواخت سازي همزمان سازه استوانه نمودار همگرايي بهينه  13شكل 
  

   
  اي شكل  سازه كره  14شكل 
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  نماي از بالا) ب(نماي جانبي ) الف(تحت بار متمركز اي  بهينه سازي سازه كره  15 شكل

 

 
  

 اي تحت بار متمركز سازي همزمان سازه كره نمودار همگرايي بهينه  16شكل 

  
 

 
  نماي از بالا) ب(نماي جانبي ) الف(اي تحت بار گسترده  بهينه سازي سازه كره  17شكل 
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  اي تحت بار گسترده رهسازي همزمان سازه ك نمودار همگرايي بهينه  18شكل 

  
  نتايج

همزمـان بـراي طراحـي     سازي بهينهدر اين مقاله از روش 
سـخت  لايـه   پيكـره شكل صفحه مياني پوسته، به همـراه  

ترين سازه سـاخته شـده    آن جهت رسيدن به سخت كننده
، استفاده شـده  سخت كنندهبا مقدار مشخصي مصالح لايه 

بعد از طراحي  ،سازي بهينهدر اين روش در هر گام . است
انجـام   سـخت كننـده  لايه  سازي بهينهشكل صفحه مياني، 

توليـد سـطوح نربـز     فـن از براي توليد شكل . ستا ه شد
استفاده شـده اسـت و نقـاط كنترلـي سـطوح بـه عنـوان        

شـكل مـورد    سـازي  بهينـه طراحـي در مرحلـه    هايمتغير
سـخت  لايـه   پيكـره  سازي بهينهدر . ندا هاستفاده قرار گرفت

 تـاوان د با اعمال همسانگر ساختگياز مدل مصالح  ،كننده
محدود كـه   اجزاو چگالي مصالح هر يك از  استفاده شده

خود تابع پارامترهـاي هندسـي مـواد ريزسـلولي تشـكيل      
دهنده مصالح هستند، بـه عنـوان متغيـر طراحـي در نظـر      

براي حل مسـئله   پوياي ها مجانباز روش . ندا هگرفته شد
اسـتفاده شـده    پيكرهمسئله شكل و يرهر دو ز سازي بهينه

  .است
درگذشته بـه خـاطر زيـاد بـودن تعـداد متغيرهـاي         

هـاي معيـار    از روش پيكـره سازي  طراحي در مسائل بهينه
در . شـد  سازي اسـتفاده مـي   بهينگي براي حل مسئله بهينه

ريـزي رياضـي    هاي برنامه هاي اخير استفاده از روش سال
 در ايـن . تداول شده اسـت در اين دسته از مسائل بسيار م

ريزي رياضي بـه نـام    هاي برنامه مقاله نيز از يكي از روش
طور كه مشـاهده   همان. است استفاده شده پوياهاي  مجانب

بـودن تعـداد متغيرهـاي طراحـي، ايـن       شد با وجود زياد
 .باشد روش قادر به حل مسئله مي

 پيكـره سـازي همزمـان شـكل و     مقاله بهينـه  در اين  
كردن سختي سازه درنظر گرفتـه  حداكثر ه سازيرابطبراي 
تـوان معيارهـاي    عنـوان كارهـاي آينـده مـي     به. است  شده

طراحي متفاوتي را با توابـع هـدف و قيـد ديگـر درنظـر      
توان مسائل كمانش، اعمال قيـد   عنوان مثال مي  به. گرفت

 تحـت  سازي تحت بارهـاي دينـاميكي و يـا    تنش و بهينه
    .رسي قرار دادتركيب بارها را مورد بر
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