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 خلاصه

 کهیبه خصوص هنگام گردد، یم یعمل ریگران، گاه غ یمحاسبات يها نهیسازه ها، علاوه بر هز يساز نهیدر به یمعمول یلیتحل يروشهااستفاده از  
 ئلهمس يبه جا یبیکردن مسئله تقر نیگزیبا جا. ابندی یسازه ها توسعه م يساز نهیدر به یبیتقر يروشها لیدل نیبه هم. باشد دهیچیسازه بزرگ و پ

 ياز روشها یکیمقاله  نیدر ا. ابدی یانجام محاسبات کاهش م نهیو هز افتهی شیافزامسئلۀ بهینه سازي  ییسرعت همگرا نه،ینقطه به افتنیو  یاصل
 ينرم افزار. قرار گرفته است یمورد بررس یینما يدو نقطه ا بیبا نام تقر رد،یگ یقرار م افتهیبهبود  يها بیکه در زمره تقر ،يساز بیکارآمد تقر

 ع،یسر زیبا ساختار ساده و آنال ییخرپاها، به عنوان سازه ها يساز نهیبه نیو همچن یو طراح لیتوان از آن جهت تحل یشده که م هیاساس ته نیبر ا
 ندیفرآ ل،یتحل يکدها یدقت و کاهش بازخوان شیبه منظور افزا نیشینقاط پ تیشده قادر است با استفاده از اطلاعات حساس هیبرنامه ته. بهره جست

  .است دهیگرد حیروش تشر نیا ریتأث ،يدو بعد يخرپاها يساز نهیبه نهیدر زم ییدر ادامه با حل مثالها. بخشد عیرا بهبود و تسر يساز نهیبه
 

 بهینه سازي خرپا، بهینه سازي تقریبی، تقریب هاي بهبود یافته، تقریب دو نقطه اي نمایی: کلمات کلیدي
 
 

   مقدمه  .1
 

در علوم . باشیم  ند، بویژه هنگامیکه به دنبال بهبود انجام یک فرآیندي میک سازي در بسیاري از کارهاي روزمرة ما نقش مهمی ایفا می  همفهوم بهین
هاي   دخالت چشمگیر کامپیوتر در این عرصه سبب پیشرفت. سازي مواجه هستیم  مهندسی، از جمله مهندسی سازه نیز با دامنۀ وسیعی از روشهاي بهینه

و راحت به لحاظ اجرایی و ساده به لحاظ انتقال مفاهیم  هایی پرکاربرد  ها به عنوان سازه  در این میان خرپا. اي در ماهیت این روشها گردیده است  ستردهگ
.   باشد  ها می  ازي سازهس  یک زمینۀ فعال تحقیقاتی در حیطۀ بهینه ،هاي خرپایی  از این رو طراحی بهینه سازه. آموزشی همواره مورد توجه قرار گرفته است

ابعاد شامل بهبود سطح  يساز نهیبه .باشد سازي ابعاد، بهینه سازي شکل و بهینه سازي توپولوژي می  سازي خرپاها شامل بهینه  بندي عمده در بهینه  سه طبقه
 يعموماً در مسئله ها. کند یتر رفتار م دهیچیپ شکل يساز نهیابعاد، به يساز نهیبا به سهیدر مقا .از سازه خواهد بود یمشخص يضخامت المان ها ایمقطع 

 یبه شکل متوال یتواند در طول طراح یگردد که م یانتخاب م یطراح ریاجزاء محدود  به عنوان متغ يمدل ها يشکل، مختصات گره ها يساز نهیبه
 یطرح کل يتوپولوژ يساز نهیبه کهیدر حال. گذارند یم شیدر هندسۀ سازه را به نما یجزئ راتییابعاد، تغ يساز نهیشکل و به يساز نهیبه .اصلاح شود

 .]1[کند یسازه را مشخص م کی

اساساً روشهاي . تقسیم بندي می شوند 2و روشهاي عددي 1روش هاي بهینه سازي سازه ها به طور مشخص به دو دستۀ روش هاي تحلیلی
  .]2[وریتمی پیدا می کنندتحلیلی بر جنبۀ مفهومی تأکید دارند، در حالیکه روشهاي عددي وجه الگ

یر، روشهاي تحلیلی معمولاً از تئوري ریاضیات، حساب دیفرانسیل و انتگرال، روشهاي تغییرات وغیره در مطالعۀ المان هاي سازه اي ساده مثل ت
ناسب هستند و زمینه اي براي این روشها اغلب براي مطالعات اساسی بر روي مؤلفه هاي سازه اي به شکل منفرد م. ستون یا صفحه استفاده می کنند

  . کاربرد در سیستم هاي سازه اي بزرگ ندارند

                                                
1 Analytical Methods  
2 Numerical Methods 
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پیشرفت هاي اخیر در این زمینه مدیون رشد سریع . روشهاي عددي معمولاً از محاسبات عددي و یا برنامه نویسی ریاضی استفاده می کنند
هنگامیکه مسائل عملی به شکل قابل . واقعی در مقیاس هاي بزرگ می گرددظرفیت محاسبات بوسیلۀ برنامه ها می باشد، که باعث تسهیل در حل مسائل 

روشهایی تقریبی از این قبیل . ]2[گردد شوند، احساس نیاز به روشهایی که به سرعت همگرایی کمک کنند، بیشتر آشکار می توجهی بزرگ و پیچیده می
از طرفی . ه هاي محاسباتی گرانی است که در روشهاي دیگر نمود پیدا می کندانگیزة اصلی در توسعۀ روشهاي تقریبی کاهش هزین. باشند روشها می

 . سازي گاه غیر عملی است که با به کار گیري روشهاي تقریبی می توان به این مشکل غلبه کرد هنگامیکه ابعاد مسئله افزایش می یابد حل مسئلۀ بهینه

  
  
  مفاهیم تقریب سازي  .2
 

باشد از اینرو در اواسط دهۀ هفتاد، مفاهیم تقریب سازي پی ریزي  زي غیر خطی براي مسایل بهینه سازي بزرگ پر هزینه میاستفاده از روشهاي برنامه ری
تقریب سازي تابع یک بیان ساده ومتفاوتی از تابع هدف و یا توابع . اگر بخواهیم بین تقریب سازي تابع و تقریب سازي مسئله وجه تمایز قائل بشویم. شد

آن به مراتب نسبت به گذشته اما راه حل است عبارتست از جایگزینی بیان اصلی مسئله با مسئله اي که تقریباً معادل آن  مسئله تقریب سازي وقید است 
  .]3[باشد  تر می آسان

تابع داده شده   بسط این سري با مشتقات مرتبۀ اول براي. ترین نوع این تقریب هاي خطی، تقریب بر اساس بسط سري تیلور می باشد هساد
g(x)  برابر است با : 
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 نیبنابرا. ندارند یهستند دقت مناسب هیاول اینقطۀ شروع  کیکه نزد یطراح ياز فضا یدر نقاط یحتّ یخط بیتقر يساز نهیبه يها از کاربرد یبعض يبرا
و پر  دهیچیعمل مستلزم انجام محاسبات پ نیا. میرا نگه دار لوریت يت مناسب جملات اضافۀ بسط سردقّ کیبه  دنیرس يشود که برا یم ازین یگاه
دادند که فقط از مشتقات مراتب اول استفاده  شنهادیرا پ يگرید يها بیتقر نیمحاسبات، محققّ نیانجام ا يبه جا.  ]4[مشتقات مراتب بالاتر است نۀیهز
تقریب هایی که با الهام از تقریب خطی پیشنهاد شده است، تقریب این یکی از  .توانند فراهم کنند یرا م يشتریدقت ب یخطّ بیکنند، اما نسبت به تقر یم

1i. (]5[است) xiتابـع معکوس (  yiمعکوس است که یک تقریب خطی از   iy x=(  
خرپاها معمولاً متغیرهاي طراحی، سطح مقطع اعضاي خرپا یا ضخامت المان هاي به عنوان مثال در مطالعات بهینه سازي مربوط به صفحات و یا 

تقریب معکوس به شکل جملات . ]6[باشند تنش صفحه اي است و در سازه ها عموماً قیود تنش و یا تغییر مکان نسبت به معکوس این متغیرها خطی می
  :زیر بر حسب متغیرهاي طراحی اصلی بیان می شود 
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براي بدست آوردن این تقریب ابتدا حاصل تفریق تقریب . تقریب دیگري که در این راستا پیشنهاد شده، ترکیبی از تقریب خطی و تقریب معکوس است
  : معکوس از تقریب خطی را به شکل زیر می نویسیم 
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  : انتخاب جملات بزرگتر به شکل زیر بیان می شوند با  1تقریب محافظه کار
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iGهنگامیکه مقدار = iباشد، تقریب مورد نظر متناظر با تقریب خطی و در صورتیکه  1 0i iG = x x 5[کوس خواهد بودباشد متناظر با تقریب مع[ .  

  

                                                
1 Conservative Approximation   

2 
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  تقریب هاي بهبود یافته  .3
  

زدن توابع استفاده می شد، که این نوع تقریب ها را با نام  کنون مورد بررسی قرار گرفت، تنها از اطلاعات یک نقطه براي تقریب در تقریب هایی که تا
، از اطلاّعات سایر نقاط به منظور افزایش  ي یک نقطه اي بدست می آیددیگر تقریب ها که از بهبود تقریب ها نوع.  شناسیم می 1اي تقریب هاي یک نقطه

  . دقّت در روشهاي تقریبی و نیز کاهش تعداد بازخوانی کدهاي تحلیل، استفاده می کند
  : به شکل زیر تعریف می شود   iyدر این تقریب متغیر واسطۀ  . ]7[است 2یکی از این روشهاي بهبود یافته ، تقریب نمایی دو نقطه اي

)5(          ip
i iy x=  

 : ، خواهیم داشت  Yبا در نظر گرفتن تقریب مرتبۀ اول تیلور در 
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  : داریم ) 6(در رابطۀ ) 5(رابطۀ و با جایگزین کردن 
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  :  خواهیم داشت) 7(در رابطۀ  و با جایگزینی مجدد
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  .  اشدمی ب  ) X1 (با استفاده از مشتق نقطۀ قبلی  ipنوآوري این روش در محاسبۀ  
)10(        ( ) 1
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از معادلۀ مذکور .  به ترتیب نقطۀ فعلی که تقریب سازي در آن انجام می شود و نقطۀ قبلی بدست آمده در فرآیند تکرار قبل می باشند   X1و   X0که 

ip  به شکل زیر محاسبه می گردد:  
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انتخاب تقریب خطی اولیه دلخواه .  محاسبه می گردد) 11(از معادلۀ  ipبراي شروع تقریب سازي، یک تقریب خطی انتخاب شده و سپس 
ه در هر تکرار می توانیم از باید توجه کرد ک.  نکتۀ مهم، بررسی روند انجام عملیات می باشد.  بوده و می توان از تقریب معکوس نیز استفاده کرد

  .  ]8[،]7[اطلاعات تکرار قبلی استفاده کنیم و نیازي به انجام محاسبات اضافی نیست
  
 
   تعریف مسئلۀ بهینه سازي  .4
 

مک می کند تا مقدار بهینه سازي با تغییر متغییرهاي طراحی ک. فرآیند طراحی، به شکل یافتن مقدار بیشینه و یا کمینۀ بعضی از پارامترها تعریف می شود
هدف اصلی، پیدا کردن اندازة سطح مقطع اعضاء و . بیشینه و یا کمینه اي را براي تابع هدف در عین برآورده شدن ضوابط قیود طراحی، پیدا کنیم
ي براي خرپاهاي دو بعدي مورد در این تحقیق، بهینه ساز. همچنین مختصات گره هاي خرپا می باشد که در عین حال بایستی قیود مسأله نیز اقناع گردند

  :با  شکل کلّی مسئلۀ بهینه سازي با فرمول بندي ریاضی برابر است. در نظر گرفته شده است) ویا حجم مصالح( بررسی قرار گرفته و تابع هدف وزن 

                                                
1 Single-point approximation 
2 Two point exponential approximation 

3 



رانـدسی عمـمهنملی  گرهـمین کنشش                                            
، ایرانسمنان، سمنان، دانشگاه 1390اردیبهشت  7 و 6  

)12(        
( ) min
( ) 0 1,...,

1,....,
j

i i i

F X
g X j M

A X B i N

→
≤ =

≤ ≤ =

  

i,تعداد متغیرهاي طراحی و  Nتعداد قیود،  Mدر رابطۀ فوق  iB A به ترتیب کران پایین و بالاي متغیرهاي طراحی می باشند.  
بسـیار حـائز اهمیـت     ipحدس اولیه بـراي  .  همانطور که ذکر گردید براي شروع تقریب سازي، یک تقریب خطی مناسب انتخاب می گردد

لت گر تابع نسبت به متغیرها خطی بوده و یا به حالت خطی نزدیک باشد، مانند تابع وزن خرپا نسبت به مساحت سطح مقطع اعضاي آن، در این حاا. است

ip  رها غیرخطی باشد، مانند تنش در هر المان نسبت به مساحت. شود فرض می  1برابرسطح مقطع، مقـادیر   و اگر تابع مربوطه نسبت به متغیip   برابـر
  .]7[شود قرار داده می   -1

سازي با تقریب جدید حول نقطۀ بدست آمده ادامه  فرآیند بهینه. بدست می آید) 11(براي هر تابع با کمک فرمول  ipدر تکرارهاي بعدي، 
در نظر گرفتن این مرزها .  در نظر گرفته می شود   -1باشد مقدار   - 1رند شده و اگر کمتر از   1باشد به عدد  1بزرگتر از   ipاگر توان . یابد می

  . ]8[اهاي معنی داري در بر داشته باشدضروري است، چرا که نتایج عددي نشان می دهد که در غیر اینصورت، تقریب سازي می تواند خط
 m که( میمواجه هست  ×nmبه ابعاد  يدو بعد سیماتر کیوجود دارد، لذا با  ipیطراح يرهایبه تعداد متغ د،یق هر يبرا کهیاز آنجائ

در هر تکرار، با استفاده از ipبا محاسبۀ. خواهد بود ×nmمربوطه  سیماترتابع هدف ابعاد  يبرا). باشد یم رهایبرابر تعداد متغ nو دهایبرابر تعداد ق
  .]7[آورد دیپد) 9(را به صورت فرمول  يدو نقطه ا بیتقر یتوان شکل کلّ ینقطۀ قبل م تیحساس اطلاعات

  
  
  نمونه هاي طراحی   .5
  

. روش دو نقطه اي در میزان سرعت همگرایی به تحلیل عددي نتایج چندین مثال از بهینه سازي خرپاها مـی پـردازیم  در این بخش به منظور بررسی تأثیر 
در مرحلـۀ  . کنیم اي تحلیل می دهیم، ابتدا در مرحلۀ اول مسئلۀ اصلی را بدون دخالت روش دو نقطه حل این مسائل را در دو حالت مورد بررسی قرار می

کنـیم، سـپس مجـدداً توابـع هـدف و قیـود را        تر جایگزین نموده و حل می وش پیشنهاد شده، مسئلۀ اصلی را با یک مسئلۀ تقریبی سادهبعد با استفاده از ر
سازي در این زمینـه، بیـنش لازم را بـراي     مقایسه روشهاي مختلف بهینه. دهیم پیرامون نقطۀ جدید تقریب زده و فرآیند را تا رسیدن به همگرایی ادامه می

  .اوت در مورد کارایی این روش، فراهم می کندقض
P براي تحمل دو نیـروي قـائم   که را) 1(به عنوان اولین مثال خرپاي ده عضوي نشان داده شده در شکل  400 KN=    طراحـی شـده اسـت، 

Lحدود تنش  .]10[،]9[مورد بررسی قرار می دهیم 2σ = 25 KN cm− وU 2σ = 25 KN cm  مسـاحت  . گـردد  به عنوان قیود مسئله فرض مـی
  .شمارة هر المان در کنار آن درج گردیده است. شود و وزن سازه به عنوان تابع هدف در نظر گرفته می  Aسطح مقطع هر عضو به عنوان متغیر طراحی 

  
  

  
  خرپاي ده عضويبهینه سازي   – 1شکل 
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Wآنجائیکه از  = γVنتایج حاصل از هر روش، . توانیم حجم مصالح را به عنوان تابع هدف در نظر بگیریم ، بنابراین براي راحتی محاسبات می
  . مقایسه گردیده است )1(در جدول 

  
  مقایسه روشهاي مختلف در بهینه سازي خرپاي ده عضوي  - 1جدول 

 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

همچنین در ردیف . باشد می 3cmبتابع حجم سازه بر حس Fو 2cmبر حسب المان دهندة مساحت سطح مقطع هر ، نشانiAمتغیرهاي )1( در جدول
  .آخر زمان انجام محاسبات توسط کامپیوتر، بر حسب ثانیه بیان گردیده است

شود که حل مسئله با سرعت و نیز دقّت مناسب، به جواب بهینه  اي باعث می پیداست، استفاده از روش دو نقطه) 1(همانطور که از نتایج جدول 
   .دنزدیک شو

تنش در هر عضو به عنوان تابع قید به . را مورد بررسی قرار می دهیم) 2(در مثال بعدي بهینه سازي هندسی خرپاي نشان داده شده در شکل 
L 2σ = 10 kN cm−  وU 2σ =10 kN cm ر کلّی سازه بوده و ارتفاع گره هاي فوقان) وزن(تابع هدف حجم . شود محدود میی به عنوان متغی

. باشد یم 25cmو بقیه عضوها  220cm، هشت عضو فوقانی  210cmمساحت سطح مقطع هشت عضو تحتانی . شود طراحی در نظر گرفته می
Pمقادیر  50 KN= می باشد.  

  
  

Element (cm2) SLP 
Method 

SQP 
Method 

Two Point 
Exponential 

A1 30.772 31.996 29.024 

A2 1.4428 0.001 0.001  

A3 33.228 32.004 35.044 

A4 14.772 15.996 15.320  

A5 0.001 0.001 0.002  

A6 1.434 0.001 0.001  

A7 24.368 22.632 26.852  

A8 20.888 22.624 17.848  

A9 20.888 22.624 22.204  

A10 2.6964 0.001 0.001  

F (cm3) 1074.03 1055.98 1044.06  

Time(sec) 0.344 0.281 0.156 
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  )عضوي35(ندسی خرپاي پل بهینه سازي ه  -2شکل 

  
  

  .نمایش داده شده است  )3(سازي خرپا در شکل  شمارة گره هاي متغیر در حالت اولیۀ خرپا و همچنین شکل حاصل از بهینه
  

  
  شکل خرپاي پل پس از بهینه سازي -3شکل 

  
  

سازي نیز  اً هنگامیکه بارگذاري تغییر کند، شکل حاصل از بهینهباشد و طبیعت باید توجه نمود که این شکل بهینه منحصر به بارگذاري نشان داده شده می
  .اند مقایسه شده )2(در جدول  روشهاي مختلفسازي شکل، به   نتایج حاصل از بهینه .نماید تغییر می

  
  سازي شکل خرپاي پل مقایسه روش هاي مختلف در بهینه - 2جدول 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

Height 
(m)  

SLP 
Method 

SQP 
Method 

Two Point 
Exponential 

Y1 3.946 3.615 3.605 

Y2 7.805  7.933  7.697  

Y3 10.253 10.401 10.401 

Y4  10.160  10.709  10.709  

Y5 10.253  10.401  10.401  

Y6 7.805  7.933  7.697  

Y7 3.946  3.615  3.605  

F(cm3) 206402  206402  203537  

Time(sec) 0.356  0.356  0.001  
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در  .باشد می 3cmتابع حجم سازه بر حسب Fوبیانگر ارتفاع گره هاي فوقانی خرپا بوده و بر حسب متر  Yذکور، مقادیر متغیر هاي در جدول م
  .دیده استبر حسب ثانیه بیان گر توسط کامپیوتر،  ردیف آخر زمان انجام محاسبات

  
  
   نتایج  .6
 

این روش سعی دارد . روش دو نقطه اي نمایی بیان شد و بویژهدر این مقاله نوع دیگري از روشهاي بهینه سازي تقریبی، با نام تقریب هاي بهبود یافته 
یر مسئله ها به یکدیگر وابسته هستند، بدین شکل هر کدام از این ز. تر تجزیه کند که محاسبۀ آنها سریعتر انجام شود مسئلۀ اصلی را به چندین مسئلۀ ساده

نقطۀ بهینه بدست آمده مبناي پایه ریزي زیر مسئلۀ . گردد که از اطلاعات مشتقات بدست آمده در تکرار قبل، زیر مسئلۀ جدید ساخته شده و حل می
شود سرعت  اي است که باعث می زرگترین امتیاز روش دو نقطهدر حقیقت این ب. شود و این فرآیند تا رسیدن به جواب بهینۀ واقعی ادامه دارد بعدي می

اي نمایی استفاده کنیم، ابزار قدرتمند و با کیفیتی براي  دهند که اگر به شکل مناسبی از روش دونقطه نتایج بدست آمده نشان می. همگرایی افزایش بیابد
  .سازي سازه هاي بزرگ در اختیار داریم بهینه
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