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  چکیده 
سازه، تشکیل معادلات حاکم بر مسائلی نظیر  ي مهندسیدر حیطه

 1هاي جانبی و کمانش پیچشی ستونهاگاهاعوجاج تیرها بدون تکیه
از آنجایی که حل . شودانسیل مرتبه سه میمنجر به معادلات دیفر

معادلات دیفرانسیل مرتبه فرد با مدل اجزاي محدود ریتز، به دلیل 
لذا در امکان پذیر نیست؛  ،معادله 2عدم امکان استفاده از شکل ضعیف

کارآمد در حل معادلات دیفرانسیل جهت یافتن روشی  این مقاله
در این . بررسی شده استهاي مختلف اجزا محدود مراتب فرد،  روش

جهت یافتن  ، هاي جانبیگاهي اعوجاج تیرها بدون تکیهمعادلهراستا 
با دو مدل اجزاي محدود هاي نرمال و برشی در بال تیر، تنش

با شرایط مرزي مختلف، حل و مدل اجزاي محدود گالرکین  3ترکیبی
تشکیل هاي مراتب بالا در ايبه علت استفاده از چند جمله .شده است

با تبدیل معادله  توان، میمدل اجزا محدود قويشکل توابع 
دیفرانسیل مراتب فرد بالاتر به چند معادله دیفرانسیل با مرتبه پایین 

هاي موجود در یافتن توابع شکل و زمان حل  معادله تر،از دشواري
هایی که تحت ي کمانش پیچشی ستونهمچنبن در معادله .تکاس

مشخص شده  اند بار بحرانی کمانشري قرار گرفتهتاثیر بارهاي فشا
هاي پیشنهادي، به منظور نشان دادن کارآمدي و دقت روش. است

نتایج، ي مقایسه. اندنتایج حاصل با نتایج تحلیلی موجود مقایسه شده
هاي پیشنهادي در حل این دسته از معادلات روش کارامدي

 .دهنددیفرانسیل را نشان می
 

  ديکلی هايواژه
  .شدگی، کمانش پیچشیاجزاي محدود ترکیبی، گالرکین، چپ 

  
  مقدمه

و بال (]) ، ناودانی) I(رخ هاي فولادي تیرهایی از قبیل آي شکلنیم
پهن که از نظر مقاومت خمشی و فشاري داراي مزایاي قابل توجهی 

  باشند، از لحاظ پیچشی مقاومت خوبی ندارند، و اگر به علتی تحتمی

                                                
1 Flexural- Torsional Buckling of Columns 
2 Weak form 
Mixed Finite Element Model3  

هاي قابل توجه و یا ها و تنشیرند، تغیر شکلپیچش قرار گ
.  وجود آید هاي ناخواسته از کمانش ممکن است در آنها بهناپایداري

به طور کلی وقتی که یک عضو با مقطع غیر دایره تحت پیچش قرار 
اي عمود بر محور عضو، پس از پیچش دیگر به مقاطع صفحه. گیردمی

- به وجود می 4ايتاب برداشتهمانند و سطح صورت صفحه باقی نمی
گونه اعضا اگر مقاطع براي تاب برداشتن آزاد نباشند دراین. آورند

. هاي قائم بر مقطع نیز خواهیم داشتهاي برشی، تنشتنشعلاوه بر 
پرکاربردي  مانند تیر  از   شدگی در سازهتحلیل مسئله چپبنابراین 

ي حاکم بر ه معادلهبه علت آنک. ]1[باشداهمیت خاصی برخوردار می
شدگی پیچشی تیرها بدون اتکاي جانبی وکمانش چپ مسائل

اي شکل متقارن مرکزي ها مانند کمانش صفحات دایرهپیچشی ستون
که تحت اثر نیروهاي فشاري شعاعی یکنواخت قرار دارند، یک معادله 

لذا ناگزیر به حل ].3,2[باشددیفرانسیل معمولی مرتبه سه می
انسیل معمولی مرتبه فرد با استفاده از روشهاي عددي معادلات دیفر

که توسط چانگ  5دیفرانسیل کوادرچر روش عددي. باشیمکارآمد می
حل باشد، که از آن در روش مناسبی می. است دهنیو چنگ معرفی ش

روش اجزاي . ]4[پیچشی استفاده شده است شدگیمعادلات چپ
د در حل انواع معادلات هاي عددي بسبار نیرومنمحدود از جمله روش

اي با قدمتی شصت ساله دیفرانسیل خطی و غیرخطی با هر مرتبه
شرایط مرزي با  براي ي آساناستفادهبالا و  نرخ همگراي. است

هاي و الگوریتمه شدن آن،  جهت تهیه برنامه پیچیده نسبتاً يهندسه
ن به که از آ. ]5[باشدکامپیوتري از مزایاي شناخته شده این روش می

 طور گسترده در حل معادلات دیفرانسیل حاصل از مسائل مکانیک
. استفاده شده است مهندسی، که اکثرا معادلاتی از مراتب زوج هستند

- با بررسی این روش شناخته شده براي حل مسئله چپدر این مقاله 
شدگی ،  نشان داده شده است که حل معادلات فرد مراتب  بالا هم  

اجزاي  6هاي قويشقت بسیار بالا با استفاده ازروبه آسانی و با د
  .باشدمحدود  قابل دستیابی می

 
  تعریف مسئله 

                                                
4 Warped Surfaced 
5  (DQEM)  Differential quadrature element method 
6 Strong form 
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 شدگی تیر بدون اتکاي جانبیمسئله چپ: الف
که دریک انتها به . دهدشکل را نشان می  (I)تیري با مقطع  1شکل 
اي سخت جوش شده و در انتهاي آزادش تحت لنگر پیچششی صفحه

M نشان داده شده   2مقطع عرضی این تیر در شکل . قرار دارد
دوران  است، که در آن جان تیر نسبت به وضعیت اولیه به اندازه 

uهاي فوقانی و تحتانی نیز به اندازه و بال. نموده است به وضعیت   
یچشی، دو نوع در نتیجه این لنگر پ. انداولیه تغییر مکان جانبی نموده

واسطه پیچش آید، یکی به تنش برشی در سطح مقطع بوجود می
ایجاد  شده در مقابل تاب برداشتن،  خالص و دیگري به علت ممانعت

دو لنگر پیچشی مقاوم،  1 رابطهوجود این دو نوع تنش برشی، طبق 
 8شده  و دیگري لنگر پیچشی ممانعت 7پیچشی خالص یکی لنگر
 . کندایجاد می

 
  تیر تحت پیچش :1 کلش

 
M = M + M                                                           (1) 

توجه به این نکته لازم است که در حوالی مقطع گیر دار شده، اکثر   
باشد، لیکن با مقاومت پیچشی به علت لنگر پیچشی ممانعت شده می

ه به طوري که در دور شدن از این مقطع رفته رفته اثر آن کم شد
حوالی انتهاي آزاد، اکثر مقاومت پیچشی مقطع به علت پیچش 

  .باشدخالص می

  
  مقطع عرضی تیر تحت پیچش: 2شکل 

  
Mولنگر پیچشی  ∅ي پیچش واحد طولارتباط بین زاویه         

 .گرددطبق رابطه زیر بیان می

M = Gj ∅                                                           (2) 

                                                
7 Pure torsion 
8 Restraint Warping torsion 

 طور که ، همان 3خمش _ي انحنابا توجه به رابطه     
-گفته می 9انحانی پیچشی ∅شود،  بهانحناي خمشی خوانده می

 .شود

=                                                                 (3) 
باعث خمش   1 عضو شکللنگر پیچشی وارد بر انتهاي آزاد      

این . شودهاي فوقانی و تحتانی در دو جهت مخالف میجانبی بال
شود، که هاي برشی و قائمی میها سبب ایجاد تنشخمش جانبی بال

هاي برشی و قائم موجود به علت سایر عوامل افزوده تنش  باید بر
  .گردد
V با شکلبرشی بال به علت خمش جانبی طبق  اگر نیروي       

ها در فاصله بین آنVضرب زوج نیروي حاصل .شودداده  نشان
M ایجاد لنگر پیچشی مقاوم hیعنی  . نمایدمی  

M = v h                                                             (4) 

  
  مقطع تیر تحت لنگر پیچشی تابیدگی: 3شکل 

  
مشارکت  Mکه در مقابله با پیچش خارجی، با لنگر پیچشی      
U  4شکل  در اگر. کندمی تغیر مکان جانبی بال تیر نسبت به  

همچنین جان تیر در اثناي پیچش به صورت  و .باشدوضعیت اولیه 
  .را بنویسیم 5طه توانیم رابصفحه باقی بماند می

  

  
  تغیر مکان جانبی بال تیر: 4شکل 

 
U = ∅                                                                (5) 

 ]) (و ناودنی (I)هاي آيرابطه بالا براي شناخت پیچش نیمرخ     
ي دهد که زاویهاین رابطه نشان می. باشدشکل، بسیار مهم می

                                                
9 Torsion curvature 
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شرایط مرزي پیچش . باشدتناسب با تغیر مکان جانبی میپیچش م
  .باشدنیز مشابه شرایط مرزي خمش جانبی می

  :داریم. مشتق بگیریم zاگر از رابطه بالا سه بار نسبت به 
=   ∅                                                        (6) 

 7معادله  به صورت انحناي جانبی بال نیز -ي خمشرابطه      
ممان  Iلنگر خمشی عرضی بال و  Mکه در آن .شودنوشته می

علامت منفی نیز . باشدمقطع می yاینرسی یک بال نسبت به محور 
مثبت در نظر گرفته   1 شکلعلت است که خمش مطابق  به این

 .کندایجاد می مثبت Uمنفی  M یعنی. شده است
  
  = −                                                         (7) 

 V =                                                                 (8) 
 صورت زیرتوانیم بهرا می 9با توجه به روابط بالا  معادله      

  .بنویسیم 
= −                                                           (9)        

 .    داریم 9و  6ي هابا استفاده از رابطه      

V = −EI ∅                                                   (10) 
یجاد ا hنیروي برشی بال فوقانی و تحتانی کوپلی با فاصله ي      
- می Mي لنگر پیچشی که لنگر این کوپل مساوي مولفه. نمایدمی

  .شود
M = V h = −EI ∅ = −EC ∅      

                    (١١) 
 .شودنامیده می 10،ثابت پیچش تابیدگی Cکه در آن      

C = I                                                            (12) 
لنگر پیچشی مقاوم مقطع مجموع لنگر پیچشی  1طبق رابطه      

  . باشدمی Mو لنگر پیچشی تابیدگی  Mخالص 
M = Gj ∅ − EC ∅                                        (13) 

- شکل، می )](و ناودانی (I)ي فوق رابطه پیچش مقاطع آيرابطه     
  .باشد

  ها نش پیچشی ستونکما: ب
تیر ستونی با سطح مقطع صلیبی را با دو صفحه تقارن که  5شکل 

معادله  دهد،قرار دارد نشان می pبارهاي فشاري محوري  تحت اثر
تواند بیانگر کمانش پیچشی این تیر ستون  با توزیع نیز می  13

 .بیان شده است، باشد 14که توسط رابطه M گشتاور پیچشی 
 

M = r ∅

r =     
�                                                  (14) 

                                                
10 Warping torsional constant 

 15صورت رابطه بنابراین معادله حاکم بر کمانش پیچشی ستون  به  
 .شود که معرف یک  مسئله مقدار ویژه استنوشته می

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧EC ∅ − r − Gj ∅ = 0

∅(0) = 0 , ∅(L) = 0                 
∅( ) = 0                                  

 �                       (15)   

عنوان جواب به   16معادله  بار بجرانی کمانش با در نظر گرفتن      
.شودمحاسبه می 17معادله دیفرانسیل بالا طبق رابطه   

∅(z) = ∅ sin                                         (16) 
p = 1 +                                          (17) 

  
 با مقطع صلیبی یکمانش پیچشی تیر ستون: 5شکل 

  
معـادلات دیفرانسـیل     محـدود  اجزاي هاي حلبررسی روش

  ي فردمعمولی مرتبه
  11بندي شکل ضعیففرمول: الف

در روش اجزاي محدود، از عبارت انتگرالی براي تولید روابط جبري 
 .کنیمدر تقریب زیر استفاده می uمیان ضرایب 

 u ≈ u = ∑ u ψ                                           (18) 
در ) 19(بیانگر حل تقریبی یک معادله دیفرانسیل خاص uکه      

 .باشدمی ي تعریف حوزه
A(u) = f                                                             (19) 

رابطه در معادله دیفرانسیل حاکم  این از آنجایی که جایگذاري      
عداد معادلات مستقل جبري خطی مورد نیاز براي ضرایب همواره به ت

uمجهول معادل با  عبارت انتگرالی گردد، استفاده ازختم نمی 
اطمینان از  حصول تنها راه. ي دیفرانسیل حاکم الزامیستمعادله

ي موجود با مچهولات، مستلزم صفر معادله n برابري دقیق تعداد
در نتیجه حل تقریبی . باشددر معادله می شدن انتگرالهاي وزنی خطا

u  20ملزم به ارضاي معادله دیفرانسیل به صورت انتگرال وزنی 
∫ wR dΩ = 0                                                    (20) 
R ≡ A(u ) − f                                                   (21) 

                                                
11 Weak Formulation 
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چنانچه  مشتق . نامندمی را تابع وزن wرا باقیمانده و  R که. باشدمی
انتگرالی  توزیع شود شکلw و تابع وزن  uگیري بین حل تقریبی 

 نماید،ایجاب می ψمنتجه شرایط پیوستگی ضعیفتري را روي 
نامند، که داراي دو بنابراین شکل انتگرال وزنی را شکل ضعیف می

به پیوستگی ضعیفتري براي  احتیاج ،اولاً. باشده مطلوب میمشخص
اي از معادلات جبري بر باشند، و اغلب به دستهمتغیر وابسته می

مرزي طبیعی مسئله در  شرایط ،ثانیاً. گرددحسب ضرایب ختم می
تنها لازم  uشود، بنابراین حل تقریبی شکل ضعیف آن گنجانده می

توزیع مساوي مشتق . سی مسئله را ارضاء نمایداست شرایط اسا
گیري بین تابع وزن و متغیر وابسته تنها زمانی امکان پذیر است که 

تغییر . ي زوج باشدمشتقات موجود در معادله دیفرانسیل از مرتبه
پذیري از متغیرهاي وابسته به تابع وزن، بخاطر نیاز به مشتق

توجه به اثرات الزامات  گنجاندن شرایط معنی دار فیزیکی، بدون
 گیري ازاز طرف دیگر تعویض مشتق. گرددپیوستگی اعمال می

متغیرهاي وابسته اگر به عبارات مرزي که از نظر فیزیکی معنی دار 
در ضمن تابع وزن باید شکل . نیستند، ختم گردد نباید انجام شود

 همگن شرایط مرزي معادله را اقناع نماید، و متعلق به همان فضاي
 .توابعی باشد که توابع تقریب هستند

w~ψ                                                                  (22) 
شکل ضعیف یک معادله دیفرانسیل، یک عبارت انتگرال وزنی      

ي دیفرانسیل و شرایط مرزي طبیعی معین مسئله معادل با معادله
مسائل خطی یا غیر خطی که توسط  يباشد، که براي کلیهمی

زمانیکه معادله . اند وجود داردمعادلات درجه دو یا بالاتر تشریح شده
دیفرانسیل خطی و داراي درجه زوج است، شکل ضعیف حاصل داراي 

. خواهد بود wتابع وزن  وuشکل دو خطی متقارن در متغیر وابسته 
استخراج نمود و از توان صورت تابع انرژي پتانسیل کل را میدر این

، آنکه انرژي پتانسیل کل را کمینه uي توابع قابل قبول میان کلیه
- نماید، معادله دبفرانسیل و شرایط مرزي طبیعی مسئله را ارضاء می

  .کند
  12باقیمانده وزنی هايروش فرمولبندي: ب

ي دیفرانسیل را نوشت توان شکل انتگرال وزنی یک معادلههمیشه می
تابعی که اولین وردش آن برابر شکل  امکان تولید هرچند، همیشه

- توان براي کلیهریتز را می -وردشی آن باشد وجود ندارد، روش رایلی
ي مسائل، شامل خطی یا غیر خطی که داراي شکل ضعیف هستند 

در این روش تابع وزن اجباراً برابر با توابعی که در تقریب . کار برد به
هاي اما در روش باقیمانده. شوندداده می مورد استفاده هستند، قرار

اي از توابع مستقل انتخاب نمود توان  مجموعهوزنی، توابع وزن را می
- ي شکل انتگرال وزنی میي آن تنها تعین پارامترها به وسیلهو لازمه

توان براي تقریب شکل انتگرال وزنی هر معادله این روش را می. باشد
ذیري توابع شکل در این روش برخلاف پضرورت مشتق. به کار برد

                                                
12 Weighted-Residual Method 

ψبنابراین . گرددشکل ضعیف، توسط عبارت انتگرالی وضع می    
ي  موجود در معادله يباید  داراي مشتقات غیر صفر، تا بالاترین مرتبه

از آنجایی که این نوع شکل انتگرالی شامل  .دیفرانسیل حاکم باشد
باشد، توابع تقریب باید به ئله نمیگونه شرایط مرزي معین مسهیچ
اي انتخاب شوند، که حل تقریبی، هر دو شرایط مرزي اساسی و گونه

اي مورد عبارت چند جمله این شرط درجه. طبیعی را ارضاء نماید
به طور کلی، . دهدوزنی را افزایش می استفاده در روش باقیمانده

ریتز -تري نسبت به روش رایلیدر این روش توابعی با درجه بالاψها 
ریتز ممکن است شرایط  -و توابع مورد استفاده در رایلی. باشندمی

  .ي وزنی را اقناع نکننددر روش باقیمانده پیوستگی
  13فرمولبندي ترکیبی : پ

در حل معادلات دیفرانسیل مراتب بالا، باید از توابع تقریب با 
در روش فرمولبندي ترکیبی اجزاي . نیز استفاده نمود پیوستگی بالاتر

توان یک معادله دیفرانسیلی از مرتبه دو یا بالاتر را به محدود  می
تر و یا به صورت دستگاه چند معادله دیفرانسیل از مرتبه پاین

 در این فرآیند ملزم به معرفی. معادلات مرتبه یک باز نویسی نمود
معانی فیزیکیی   باشیم که معمولا دارايمتغیرهاي اضافه تري می

هستند، که کاملا متفاوت با معانی متغیرهاي موجود در معادله اصلی 
توان با بکارگیري هرکدام از روش هاي شکل در ادامه می. باشندمی

. ضعیف و یا قوي اجزاي محدود دستگاه معادلات حاصل  را حل نمود
لازم به ذکر است که دستگاه معادلات خطی از مرتبه یک فقط به 

  .باشدهاي باقیمانده وزنی قابل حل میمک روشک
  

  :حل مسئله چپ شدگی
شدگی با استفاده از در حل معادله دیفرانسیل مرتبه سه، مسئله چپ

مدل اجزاي محدود قوي، همانطور که گفته شد ملزم به انتخاب توابع 
باشیم که شرایط اساسی اي میگونهبه تقریبی در یک جزء محدود،

را در هر گره به صورت دسته معادلات ) نیروي(یعی و طب )هندسی(
  .اقناع نماید 23

∅(z ) = u   ,   ∅( ) = u  ,   ∅( ) = u    
∅(z ) = u   ,   ∅( ) = u                         

  ∅( ) = u                                                    (23) 
باشـد،  از آنجا که در مجموع شش شرط در یک جزء محدود می     

 ـ اي شش پارامتري برايباید یک چند جمله  ابع تقریبـی جـواب    ت
  .انتخاب کنیم

∅(푧) = c + c z + c z + c z + c z + c z   
(24) 
 ، وتشکیل یک  معادله ماتریسی 24ه در معادل 23ط با اعمال شرای     

푐 اي یا به عبارت دیگر جابههاي گرهتوان بر حسب متغیرها  را می-

                                                
13 Mixed Formulation 
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یجه تابع تقریب جواب ها بیان نمود ،در نت 푢هاي تعمیم بافته جاي
  .دآیدرمی 25 را در هر جزء محدود به صورت

∅(z) = ∑ u ψ                                             (25) 
  و طبیعی) z(ها در مختصات محلی  ψتوابع شکل  که مقادیر     
 (ξ)شوندیان میبه ترتیب ب 27 و  26 صورت دسته معادلاتبه.  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ψ(z) = 1 − 6

5
+ 15

4
− 10

3
                

ψ(z) = −z 3
4

− 8
3

+ 6 
2

− 1         

ψ(z) = −  
3

− 3 
2

+ 3 − 1            

ψ(z) = 6
5

− 15
4

+ 10
3

                       

ψ(z) = z −3
4

+ 7
3

− 4
2

                  

ψ(z) = z . 5
3

−
2

+ .5                          

 �

 (26) 
ψ(ξ) = (40 − 75ξ + 50ξ − 15ξ )           (27a) 

ψ(ξ) = (25 − 35ξ − 30ξ + 50ξ + 5ξ   −
15ξ )                                                                          
(27b) 

ψ(ξ) = (5 − 5ξ − 10ξ + 10ξ + 5ξ − 5ξ )   
                                                                           (27c) 

ψ(ξ) = (40 + 75ξ − 50ξ + 15ξ )          (27d) 

ψ(ξ) = (−25 − 35ξ + 30ξ + 50ξ − 5ξ −
15ξ )                                                                          
(27e) 

ψ(ξ) = (5 + 5ξ − 10ξ − 10ξ + 5ξ + 5ξ )   
(27f) 

و z(15(،  محلی14)z(هاي مختصات کلی ارتباط بین دستگاه     
  .یر بیان شده استدر یک جزء محدود در رابطه ز 16)(طبیعی 

z − z = z , z = z +  h , z = .5(ξ + 1)h    (28) 
و مشتقهاي آن  توابع شکل درجه پنج معادلات بالا با میانیابی      

اي ها را توابع میانیابی آیند، چنین چندجملهدر گره ها بدست می
. نامندرا توابع میانیابی درجه پنج هرمیتی می ψو 17خانواده هرمیت

که از میانیابی مقادیر   18هرمیت با توابع میانیابی لاگرانژ یانیابیتوابع م
. باشدگردد متفاوت میها و نه  مشتقات آن استخراج میتابع در گره

یک جزء درجه پنج لاگرانژي داراي شش گره با متغیر وابسته، و نه 
                                                
14 Global coordinate  
15 Local coordinate 
16 Natural coordinate  
17 Hermit 
18 lagrange 

لیکن براي تقریب . مشتق آن،  به عنوان درجه آزادي گره خواهد بود
  .اء محدود این مسئله  قابل قبول نیستجواب اجز

باقیمانده وزنی  شکل  25با در اختیار داشتن  تابع تقریبی جواب     
푧)=در  جزء محدود  13معادله  , z ) Ω به شکل زیر نوشته می-

 .شود

R = EC ∅( ) − Gj ∅( ) − M                 (29) 

∫ 푤R dz = 0                                                  (30) 
به عنوان تابع وزن  ωو انتخاب   25با جایگذاري جواب تقریبی      
  .گردددر جزء محدود، معادلات زیر حاصل می 

∑ k u − M   = 푘]   یا   0 ]{u } = {M }    (31) 

k = ∫ ω EC − Gj dz             (32) 
M = ∫ ω  

 M dz                                           (33) 
وجود با  توجه به انتخابهاي متفاوت و مستقلی که براي توابع وزنی   

- دارد، مدل هاي مختلفی در این روش  به شرح زیر نامگذاري  شده
.اند  
  19روش گالرکین: الف
ωتابع وزن        

در این . شودانتخاب می ψ برابر با توابع شکل  
 .باشدقرینه نمی K روش ماتریس ضرایب

k = ∫ ψ EC − Gj dz             (34) 

M( ) = ∫ ψ Mdz                                            (35) 

  20روش حداقل مربعات: ب
ω . خطی باشد Aدر این روش چنانچه عملگر  

 = A ψ در
گرال مربع را باکمینه سازي انت uنظرگرفته شده و پارامترهاي 

 .کنیمباقیمانده به صورت زیر تعیین می

∫ RdΩ = 0                                                    (36) 
  .قرینه است kدر این روش ماتریس ضریب       

ω  
 = EC − Gj                                    (37) 

k = ∫ EC − Gj EC −

Gj dz )                                                              
              (38) 
M( ) = ∫ EC − Gj Mdz               (39) 

  حل به کمک روش فرمولبندي ترکیبی: پ
تـوانیم معادلـه   می Mو معرفی متغیر  7و  5با استفاده از معادلات  

یـک  بصـورت   13 در معادلـه  40ه معادلشدگی را  با جایگذاري چپ

                                                
19 Galerkin Method 
20 Least-squares Method 
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دستگاه معادله  دیفرانسیل متشکل از یک معادلـه مرتبـه دو و یـک    
  .معادله  از مرتبه یک بازنویسی کنیم

M + EI ∅ = 0                                              (40) 

+ ∅ =
∅ + = 0   

�                                              (41) 

انده وزنی دستگاه معادلـه بـالا را   هاي باقیمدر ادامه بکمک روش     
  .نویسیممی 42بصورت دستگاه معادله انتگرال وزنی 

∫ 푤 R = 0

∫ 푤 R = 0
 �                                                  (42) 

R = + ∅ −                                        (43)                               

R = ∅ +                                                   (44)                                      

M  (z)∅وهاي تقریبی معادلات بالا را  بصـورت  جواب      (z) در
)ψگیــرم کـه  نظـر مـی   )(z)     تـابع شــکل هرمیتـی درجـه ســه  و
ψ( )(z) باشدتابع شکل لاگرانژي درجه یک می.  

∅(z) ≈ ∑ ∅ ψ( )(z)                                    (45a) 
ψ( ) = 1 − 3( ) + 2( )                             (45b) 

ψ( ) = −z(1 − )                                          (45c) 

ψ( ) = 3( ) − 2( )                                    (45d) 

ψ( ) = −z ( ) −                                    (45e) 

M (z) ≈ ∑ M ψ( )(z)                                (46a) 

ψ( )(z) = 1 −                                               (46b) 

ψ( )(z) =                                                      (46c) 
  

توان ن را میمدل اجزاي محدود گالرکی 47با انتخاب توابع وزنی      
.نوشت 48بشکل   

w ~ψ( )  , w ~ψ( ))                                         (47) 

k k
k k

u( )

u( ) = M
0                                  (48) 

  .است 49ماتریس معادله بالا بشکل دسته معادلات   kمقادیر      

k = ∫  ψ( )
( )

 dz                               (49a) 

k = ∫ ψ( )
( )

 dz                                   (49b) 

k = ∫ ψ( )
( )  

dz                                  (49c) 

k = ∫ ψ( )
( )

 dz                                     (49d) 

M = ∫ ψ( )  dz                                         (49e) 

  هاي سادهگاهمثال از تیري با تکیه: د
شکل را که در وسط دهانه   (I)با مقطع  8m، تیري به طول  6شکل 

دهد کـه دو  قرار دارد نشان می 2kn.mتحت لنگر پیچشی متمرکز  
لیکن در  . باشدگاه آن جهت جلوگیري از دوران مقطع ساده میتکبه

  .بالهاي مقطع هیچگونه اتکاي جانبی وجود ندارد

 
  )باشدمتر میابعاد به میلی(شکل(I)تیر: 6شکل 

   
ونـان و لنگـر پیجشـی    هاي پیچشـی کـل، سـن   هاي لنگرنمودار     

  .اندرسم شده 7تابیدگی در شکل 

  
  نمودار لنگر پیچشی کل:  7- 1شکل

  

  
 وناننمودار لنگر پیچشی سن : 7- 2شکل

  

  
  مودار لنگر پیچشی تابیدگین: 7- 3شکل 

  
قی طبق با شرایط مرزي معین شده، داراي جواب دقی 50معادله      

  .باشدمی 51رابطه 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧Gj ∅ − EC ∅ = M

∅(0) = 0                  
∅( ) = 0                 

∅
= 0               

   
�                                     (50) 
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∅ = λz − ( )
( )

 , λ =                (51) 

نشان دهنده جوابهاي دقیق و اجزاي محدود قوي  8نمودار شکل      
باشد، که با توجه به شدگی مثال بالا میمعادله دیفرانسیل مسئله چپ

Lروي مثال، در فاصلههاي هندسی و نیتقارن
 .اندرسم شده 2

 
  )درجه(هاي دقیق و عدديجواب :8شکل 

  
 τهاي برشی خالص تنش، Mدر اثر لنگر پیچشی متمرکز      

 τ شدگی  تنش برشی چپ و M ناشی از  لنگر پیچشی خالص 
در بال تیر  52طبق رابطه  M  گیمنتجه از لنگر پیچش تابید

- هاي برشی خالص و چپتنش  10و  9نمودار هاي  .آیندبوجود می
 .دهندشدگی بال تیر را  نشان می

τ = Gt ∅               

τ = E ( ) ∅ 
�                                          (52) 

 

 
  تنش برشی خالص در بال تیر: 9شکل 

  

 
  ال تیرتنش برشی تابیدگی در ب: 10شکل 

  
در بـال تیـر ایجـاد     σشدگی تنش قائم همچنبن به علت چپ     
  .گرددمی

σ = ( ) ∅                                               (53) 
نمودار جواب دقیق و اجزاي محدود تنش نرمال بال تبر در شکل      
 .است رسم شده  11

 
  در بال تیرتنش نرمال تابیدگی : 11شکل 

  بندي گیري و جمع نتیجه
-حداکثر مقادیر مطلق خطا در نقاط گره هابا افزایش تعداد المان  -1

یابد و نهایتـا همـانطور کـه در    در هر سه روش مذکور کاهش می اي
  .نمودار شکل زیر مشخص است به یک مقدار ثابت همگرا خواهد شد
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  جزاي محدود ترکیبیا حساسیت خطا به شبکه بندي در روش: 12 شکل
  

مقادیر جواب ها و خطاها در تعداد محدودي از نقاط  1در جدول  -2
هـاي   اجـزاي   بندي روشاي با اتخاب صد جزء محدود در شبکهگره

مقادیر خطـا   .استمحدود گالرکین و حداقل مربعات نشان داده شده
  .باشددر هر دو روش برابر می

  ايو عددي در نقاط گره هاي دقیقمقایسه بین جواب: 1جدول 
z   خطا  حداقل مربعات  گالرکین  جواب دقیق .%   
0  0  0  0  0  
8/0  006242/0  006242/0  006290/0  7972/0  
6/1  012172/0  012269/0  012269/0  7973/0  
4/2 017390/0  017528/0  017528/0  7974/0  
2/3 021292/0  021462/0  021462/0  7975/0  
4 022905/0  022905/0  023087/0  7976/0  

  
  
در فرمولبنـدي روش اجـزاي محـدود    Mلنگر خمشی عرضی بال -3

اي جـزء مقـادیر گـره   . پیداسـت  46ترکیبی، همانطور کـه از معادلـه   
باشـد، لـذا داراي    شود و مسـتقیما قابـل محاسـبه مـی    محسوب می

هـاي گـالرکین و حـداقل    مقادیري با دقت بـالاتري نسـبت بـه روش   
  .باشدمربعات می

اي با ضرایب شدگی مثال بالا معادلهمعادله مرتبه سه مسئله چپ -4
چنانچه که خواص مکانیکی تیر نظیر مواد مرکب تابعی . باشدثابت می

هاي   روش. باشدي حاصل داراي ضرایب متغیر میمتغیر باشد، معادله
اجزاي محدود ذکر شده قادرند هـر معادلـه مرتبـه سـه نـاهمگن بـا       

هـاي بـالا،     براي نشان دادن تواناي روش. متغبر را حل نمابندضرایب 
را به عنوان نمونـه   54معادله دیفرانسیل غیر همگن با ضرایب متغیر 

  .ایمبه کمک روش اجزاي محدود گالرکین حل نموده

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧−x + x − x + 3y = 3x + 2x + 3    

푦(0) = 1                                                                       
( ) = 1                                                                     

( ) = 2                                                                 

� 

                                                                    (54) 
نشان    13بوده و  نمودار شکل  55صورت رابطه به جواب معادله بالا

  .باشدهاي دقیق و گالرکین معادله  میدهنده جواب
y = x + x + x + 1  ,    0 ≤ x ≤ 10                (55) 
  

 

 
  هاي دقیق و گالرکینجواب: 13شکل 

  
در نقـاط   1.2077%جواب گالرکین داراي حـداکثر خطـاي مطلـق    

  .باشداي میگره
ل معادلات دیفرانسیل  فرد مراتب بالا باید از ح از آنجایی که براي -5

نیز جهت یافتن توابع شکل در  هاي تقریبی مراتب بالاترايچند جمله
لذا یافتن توابع شکل بـا  . هاي قوي اجزاي محدود استفاده نمودروش

. باشـد افزایش مرتبه معادله دیفرانسل کاري مشکل و زمـان بـر مـی   
ش فرمولبندي اجزاي محدود ترکیبی شود که از روبنابراین توصیه می

  .براي حل معادلات فرد مراتب بالا استفاده شود
که  21ایزوژئومتریک عددي روش توان ازبه عنوان پیشنهاد می -6

بر مبناي ،  و معرفی شده 22هیوز توسط 2005اولین بار در سال 
 معادلات کنیکهاي تولید هندسه بنا شده است، در حلاستفاده از ت

له بصورت مسئدر این روش هندسه . ]7,6[ل استفاده نموددیفرانسی
و در ادامه از اطلاعاتی که براي مدلسازي . دقیق مدل می شود

هندسه استفاده شده است، براي تقریب تابع مچهول استفاده می 
  .باشدبه شرح زیر میاین روش به طور خلاصه برخی از مزایاي . شود
فوق العاده در تولید و کنترل  مدلسازي هندسه و انعطاف پذیري: الف

  .مدلهایی با اشکال پیچیده و مرزها
امکان اقناع دقیق شرایط مرزي که در روش اجزاي محدود گره ها : ب

تحت تاثیر شرایط مرزي قرار دارند ولی در این روش یک مرز تحت 
  .گیردتاثیر قرار می

ین اي محدود و دارا بودن مزایاي اداشتن تئوري مشابه با اجز: پ
  .روش

  .حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر: ج
ایجاد امکانات بیشتر در خصوص مسائله بهبود شبکه و بالا بردن : د

  .دقت حل
 

  مراجع 

                                                
21 Isogeometric 
22 Hughes  
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