


  
 AERO2013-18290                                                                                                                                      ازدهمین کنفرانس انجمن هوافضاي ایراندو                           

 تی امیرکبیرصنعتهران، دانشگاه                            

  
هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک در حل معادلات دیفرانسیل مقایسه کارائی و دقت روش

  مرتبه فرد
  3زاده طاهريعلیرضا حسن،2اسماعیل شکوري،1بهروز حسنی

  .، مشهد، ایران91775- 11دانشگاه فردوسی مشهد، میدان آزادي، صندوق پستی 
  

      
  چکیده 

ی تیرهاي بدون اتکاي جانبی، شدگمعادلات حاکم بر مسائلی نظیر چپ 
ها و صفحات پیچش تیرهایی با مقاطع غیر دوار، کمانش پیچشی ستون

اي شکل متقارن محوري که تحت اثر نیروهاي شعاعی فشاري هدایر
از آنجایی که حل معادلات . باشندیکنواخت قرار دارند، از مرتبه فرد می

یتز به دلیل عدم امکان هاي اجزاي محدود ردیفرانسیل مراتب فرد با روش
پس از بیان پذیر نیست،  ابتدا استفاده از شکل ضعیف معادله امکان

حل با شکل  هايبه روششکل ضعیف ناکارآمدي روش اجزاي محدود 
سپس با بکارگیري . اجزا استخراج شده است و معادلاتقوي پرداخته 

ریاضی اسپلاین، و مبانی -هاي بیدسه نظیر منحنیهاي تولید هنروش
در حل ي روش ایزوژئومتریک بند فرمولموجود در روش اجزاي محدود، 

- در ادامه، با ارائه مثال. استمعادلات دیفرانسیل مراتب فرد بدست آمده 
هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک با هم هاي عددي کارائی و دقت روش

به کمک  پیچش تیریی با مقطع غیر دوار مسئلهدر پایان، . اندمقایسه شده
هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک گالرکین و حداقل مربعات حل روش

- ي هرکدام از روشریکارگبکلی، در این پژوهش نحوه  به طور. شده است
هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک گالرکین و حداقل مربعات در حل 

. استمعادلات دیفرانسیل مرتبه سه با شرایط مرزي متفاوت بررسی شده 
هاي هاي فوق در حل معادلات دیفرانسیل با پاسخقایسه دقت نتایج روشم

   .نمایدهاي مذکور را تایید میتحلیلی، کارآمدي روش
حداقل  - گالرکین - ایزوژئومتریک -اجزاي محدود : واژه هاي کلیدي

  معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه فرد - مربعات
  

  مقدمه 
و بال پهن (])  ، ناودانی)I( ل آي شکلرخ هاي فولادي تیرهایی از قبینیم

باشند، که از نظر مقاومت خمشی و فشاري داراي مزایاي قابل توجهی می
از لحاظ پیچشی مقاومت خوبی ندارند، و اگر به علتی تحت پیچش قرار 

هاي ناخواسته از هاي قابل توجه و یا ناپایداريها و تنشگیرند، تغیر شکل
به طور کلی وقتی که یک عضو با . وجود آید هاست در آنها ب ممکنکمانش 

اي عمود بر محور مقاطع صفحه. گیردمقطع غیر دایره تحت پیچش قرار می
مانند و سطح تاب عضو، پس از پیچش دیگر به صورت صفحه باقی نمی

گونه اعضا اگر مقاطع براي تاب دراین. آورنداي به وجود میبرداشته
هاي قائم بر مقطع نیز هاي برشی، تنشبر تنشبرداشتن آزاد نباشند علاوه 

پرکاربردي  شدگی در سازهبنابراین تحلیل مسئله چپ. خواهیم داشت
  . ]1[ باشداز اهمیت خاصی برخوردار می مانند تیر

شدگی پیچشی تیرها چپ ي حاکم بر مسائلبه علت آنکه معادله       
 وکمانش پیچشی پیچش تیرهایی با مقاطع غیر دوار، بدون اتکاي جانبی

که تحت اثر محوري اي شکل متقارن ها مانند کمانش صفحات دایرهستون
یک معادله دیفرانسیل  قرار دارند،نیروهاي فشاري شعاعی یکنواخت 

 لذا ناگزیر به حل معادلات دیفرانسیل] 3,2[ باشدمعمولی مرتبه سه می
  .باشیممعمولی مرتبه فرد با استفاده از روشهاي عددي کارآمد می

فی که توسط چانگ نیو چنگ معر 1روش عددي دیفرانسیل کوادرچر        
شدگی در حل معادلات چپ که از آن باشدروش مناسبی می. شده است

هاي روش اجزاي محدود از جمله روش. ]4[ پیچشی استفاده شده است
عددي بسبار نیرومند در حل انواع معادلات دیفرانسیل خطی و غیرخطی با 

ي همگراي بالا و استفادهنرخ . اي با قدمتی شصت ساله استهر مرتبه
 و الگوریتمه شدن آن، ي نسبتاً پیچیدهشرایط مرزي با هندسه آسان براي

- شده این روش می هاي کامپیوتري از مزایاي شناختهجهت تهیه برنامه
سیل حاصل از که از آن به طور گسترده در حل معادلات دیفران ]5[ باشد

که اکثرا معادلاتی از مراتب زوج هستند استفاده  مسائل مکانیک مهندسی
ادلات مراتب سه، ل معبررسی این روش شناخته شده براي ح  .شده است
به آسانی و با  هماست که حل معادلات دبفرانسیل مراتب فرد   نشان داده

قابل  روش اجزاي محدود قوي  هايبسیار بالا با استفاده از شکل دقت
  . ]6[باشددستیابی می

جزاي از مزایا و مبانی ریاضی روش ا ایزوژئومتریک تحلیل روش       
 و اسپلاین ايپایه توابع خواصکمک ش بهدر این رو. محدود بهرمند است

شود و در ادامه از مدل می له دقیقهندسه مسئ ،)NURBS( نربز
بکار گرفته شده، براي تقریب تابع اطلاعاتی که براي مدلسازي هندسه 

 پایه، تابع اي چندجمله جهدر ارتقاء سادگی .گرددهول استفاده میمج
 تغییر یا و کنترلی نقاط افزایش ره،گ در بردار ها گره تعداد افزایش سهولت

  .]7[باشند  می حل دقت افزایش موارد جمله از آنها محل
  

معمولی  معادلات دیفرانسیل محدود حل اجزاي بررسی روش
 ي فردمرتبه
 :بندي شکل ضعیففرمول

در روش اجزاي محدود، از عبارت انتگرالی براي تولید روابط جبري میان 
بیانگر حل تقریبی یک  u୒که کنیم استفاده می )1( در تقریب u୨ضرایب 

از آنجایی که  .باشدمی Ωي تعریف در حوزه )2( معادله دیفرانسیل خاص
خطی  رابطه در معادله دیفرانسیل حاکم همواره به تعداد این جایگذاري

عبارت  گردد، استفاده ازختم نمی  u୨مورد نیاز براي ضرایب مجهول
 حصول تنها راه. ي دیفرانسیل حاکم الزامیستدل با معادلهمعا انتگرالی

م هولات، مستلزي موجود با مجمعادله n اطمینان از برابري دقیق تعداد
در نتیجه حل تقریبی . باشدشدن انتگرالهاي وزنی خطا در معادله می صفر
u୒ باشدمی) 3( ملزم به ارضاي معادله دیفرانسیل به صورت انتگرال وزنی 

چنانچه  مشتق . نامندمی را تابع وزن wباقیمانده و  )4(بطه رادر   R هک
انتگرالی  توزیع شود شکلw و تابع وزن  u୒گیري بین حل تقریبی 

بنابراین  نماید،ایجاب می ψ୨منتجه شرایط پیوستگی ضعیفتري را روي 

                                                
 1(DQEM)  Differential quadrature element method 1 -  دانشیار گروه هوافضا دانشگاه فردوسی  
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داراي دو مشخصه مطلوب  نامند وگرال وزنی را شکل ضعیف میشکل انت
و  باشندوابسته می اولاً، احتیاج به پیوستگی ضعیفتري براي متغیر. باشدمی

ثانیاً، . گردداي از معادلات جبري بر حسب ضرایب ختم میاغلب به دسته
  شود، بنابراین شرایط مرزي طبیعی مسئله در شکل ضعیف آن گنجانده می

)1(   u ≈ u୒ = ෍ u୨ψ୨

୬

୨ୀଵ

 
  

)2(  A(u) = f   

)3(  න wR dΩ
ஐ

= 0   

)4(  R ≡ A(u୒) − f   
. تنها لازم است شرایط اساسی مسئله را ارضاء نماید u୒تقریبی حل 

توزیع مساوي مشتق گیري بین تابع وزن و متغیر وابسته تنها زمانی امکان 
. ي زوج باشدپذیر است که مشتقات موجود در معادله دیفرانسیل از مرتبه

وابسته به تابع وزن، بخاطر نیاز به پذیري از متغیرهاي تغییر مشتق
بدون توجه به اثرات الزامات پیوستگی  یط معنی دار فیزیکیگنجاندن شرا

گیري از متغیرهاي وابسته اگر گردد از طرف دیگر تعویض مشتقاعمال می
به عبارات مرزي که از نظر فیزیکی معنی دار نیستند، ختم گردد نباید 

اید شکل همگن شرایط مرزي معادله را در ضمن تابع وزن ب. انجام شود
تقریب  و متعلق به همان فضاي توابعی باشد که توابع یداقناع نما
 .]5[هستند

)5(  w~ψ୨   
شکل ضعیف یک معادله دیفرانسیل، یک عبارت انتگرال وزنی معادل      

که  باشدي دیفرانسیل و شرایط مرزي طبیعی معین مسئله میبا معادله
مسائل خطی یا غیر خطی که توسط معادلات درجه دو یا ي براي کلیه

زمانیکه معادله دیفرانسیل خطی و داراي . اند وجود داردبالاتر تشریح شده
درجه زوج است، شکل ضعیف حاصل داراي شکل دو خطی متقارن در 

صورت تابع انرژي در این. خواهد بود wتابع وزن  و uمتغیر وابسته 
، uي توابع قابل قبول استخراج نمود و از میان کلیهتوان پتانسیل کل را می

مرزي آنکه انرژي پتانسیل کل را کمینه نماید، معادله دبفرانسیل و شرایط 
  .]5[ دکنطبیعی مسئله را ارضاء می

  2هاي باقیمانده وزنیفرمولبندي روش
که ي مسائل، شامل خطی یا غیر خطی توان براي کلیهرا می 3ریتز روش

در این روش تابع وزن اجباراً برابر . کار برد ل ضعیف هستند بهداراي شک
اما در . شوندبا توابعی که در تقریب مورد استفاده هستند، قرار داده می

اي از توابع توان  مجموعههاي وزنی، توابع وزن را میروش باقیمانده
کل ي شي آن تنها تعین پارامترها به وسیلهمستقل انتخاب نمود و لازمه

توان براي تقریب شکل انتگرال وزنی این روش را می. باشدانتگرال وزنی می
پذیري توابع شکل در این روش ضرورت مشتق. هر معادله به کار برد

  ψ୨بنابراین . گرددشکل ضعیف، توسط عبارت انتگرالی وضع می برخلاف
ي عادلهموجود در م يداراي مشتقات غیر صفر، تا بالاترین مرتبه باید

- از آنجایی که این نوع شکل انتگرالی شامل هیچ. دیفرانسیل حاکم باشد
ي اباید به گونهساز باشد، توابع تقریب گونه شرایط مرزي معین مسئله نمی

این شرط . را ارضاء نمایدکه حل تقریبی، انواع شرایط مرزي  انتخاب شوند
وزنی را  یماندهاي مورد استفاده در روش باقعبارت چند جمله درجه

در این روش توابعی با درجه بالاتري ψ୨ها به طور کلی، . دهدافزایش می

                                                
2 Weighted-Residual method 
3 Ritz method 

ریتز  - و توابع مورد استفاده در رایلیباشند ریتز می- سبت به روش رایلین
ي وزنی را اقناع نکنند در روش باقیمانده ممکن است شرایط پیوستگی

]5[.  
  

ه خطی با ضرایب متغیر حل معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه س
  :به کمک روش هاي اجزاء محدود

با  )5(مقدار مرزي اي که معادله دیفرانسیل بگونه (ݔ)ݑمسئله تعیین 
  .نماید در نظر بگیرید ارضا را )6(شرایط مرزي 

)5(  

න ݓ ൭ܽ(ݔ)
݀ଷ(ݔ)ݑ

ଷݔ݀ + (ݔ)ܾ
݀ଶ(ݔ)ݑ

ଶݔ݀
ఆ೐

+ (ݔ)ܿ
(ݔ)ݑ݀

ݔ݀
+ (ݔ)ݑ(ݔ)݀

− ቇ(ݔ)݂ ௘ߗ݀  = 0 

  

)6(  
௫ୀ଴ ௢௥ ௟|(ݔ)ݑ� = ,ଵ,ସݑ �ቆ

(ݔ)ݑ݀
ݔ݀

ቇቤ
௫ୀ଴ ௢௥ ௅

= ,ଶ,ହݑ

�ቆ
݀ଶ(ݔ)ݑ

ଶݔ݀ ቇቤ
௫ୀ଴ ௢௥ ௅

=  ଷ,଺ݑ

  

براي یک  )3(ي دیفرانسیل حاکم هدف یافتن حل تقریبی معادله       
௘ߗجزء نمونه  = ௘ݔ) , هاي وزنی و ، با استفاده از روش باقیمانده(௘ାଵݔ

 .باشدمی )7(رابطه  به صورتمعادله دیفرانسیل حاکم  شکل انتگرال وزنی
دیفرانسیل مرتبه سه، با استفاده از مدل اجزاي محدود  معادلهدر حل 

اي حل به ملزم به انتخاب تقریب چند جمله شد که گفته طور همانقوي، 
شرایط همه که باشیم ي میا گونه به  ،در یک جزء محدود )9(رت صو

   .اقناع نماید )8(را در هر گره به صورت دسته معادلات مرزي 

ேݑ  )7(
௘ = ෍ ௝(ݔ)௝߰ݑ

௘
௡

௝ୀଵ

 
  

)8(  

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
(௘ݔ)ܷ⎧ = ଵݑ   ,   

(௘ݔ)ܷ݀
ݔ݀ = , ଶݑ

݀ଶܷ(ݔ௘)
ଶݔ݀ =           ଷݑ

(௘ାଵݔ)ܷ = ,  ସݑ
(௘ାଵݔ)ܷ݀

ݔ݀ =  ହݑ

 ,
݀ଶܷ(ݔ௘ାଵ)

ଶݔ݀ = ଺ݑ

� 

  

-از آنجایی که در مجموع شش شرط در یک جزء محدود می       
تابع تقریب ساز  اي شش پارامتري برايباشد، باید یک چند جمله

  .انتخاب کنیم جواب
(ݔ)ܷ  )9( = cଵ + cଶx + cଷxଶ + cସxଷ + cହxସ

+ c଺xହ 
  

وتشکیل یک  معادله  )9(ه در معادل )8(ط با اعمال شرای       
اي یا به عبارت هاي گرهتوان بر حسب متغیرها  را می ୧ܿ، ماتریسی

در نتیجه تابع ، ها بیان نمود ୧ݑتعمیم بافته  هايجايدیگر جابه
  .خواهد شد )10(رابطه  در هر جزء محدود به صورتجواب تقریب 

௛(ݔ)ݑ  )10(
௘ = ෍ ௝ݑ

௘
௝߰
௘

଺

௝ୀଵ

 
  

ψ୨توابع شکل  مقادیر       
صورت به ) xത( 4ها در مختصات محلی ୣ

  .]6[ شوندبیان می )11( دسته معادلات

                                                
4 Local coordinate 
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ݔ̅
ℎ௘

൰
ଷ

− ൬
ݔ̅
ℎ௘

൰
ଶ

+ .5 ൬
ݔ̅
ℎ௘

൰൱            

  

  
براي تشکیل روابط اجزاي محدود بر اساس شکل قوي معادله، با        

௛(ݔ)ܷجواب تقریبی ي گذاریجا
௘ 12(رابطه  )5(معادله در  )10( رابطه( 

 ௜ݓي تابع وزنی هاي متفاوت و مستقلی که برابا انتخاب آیدبدست می
جود وزنی به مانده یباقهاي امکان پذیر است، مدلهاي مختلفی در روش

  .آیدمی
௜௝݇ൣبا انتخاب ماتریس        

௘ ൧  و بردار ستونی{ܨ௜} ماتریس  به عنوان
௝ݑجدا نمودن ضرایب و بردار منبع و 

௘ به را  )13(توانیم رابطه ها می
  .نویسی کنیمباز )16( صورت

)12(  

න ݓ ൭ܽ(ݔ)
݀ଷܷ(ݔ)௛

௘

ଷݔ݀ + (ݔ)ܾ
݀ଶܷ(ݔ)௛

௘

ଶݔ݀

௫ಳ

௫ಲ

+ (ݔ)ܿ
௛(ݔ)ܷ݀

௘

ݔ݀
+ ௛(ݔ)ܷ(ݔ)݀

௘

− ቇ(ݔ)݂ ௘ݔ݀ = 0 

  

)13(  

෍ ൥න ௜ݓ ൭ܽ(ݔ)
݀ଷ

௝߰
௘

ଷݔ݀ + (ݔ)ܾ
݀ଶ

௝߰
௘

ଶݔ݀

௫ಳ

௫ಲ

଺

௝ୀଵ

+ (ݔ)ܿ
݀ ௝߰

௘

ݔ݀
+ (ݔ)݀ ௝߰

௘

− ቇ(ݔ)݂ ௘൩ݔ݀   = 0 

  

)14(  

݇௜௝
௘ = න ቈݓ௜

௘ ቆܽ(ݔ)
݀ଷ

௝߰
௘

ଷݔ݀ + (ݔ)ܾ
݀ଶ߰௝

௘

ଶݔ݀

௫ಳ

௫ಲ

+ (ݔ)ܿ
݀߰௝

௘

ݔ݀

+ (ݔ)݀ ௝߰
௘൰቉ ௘ݔ݀   

  

௘ܨ  )15(
௜ = න  ௜ݓ

௘ 
௫್

௫ೌ

௘ݔ݀ (ݔ)݂    

)16(  [݇௘]{ݑ௘} =    {௘ܨ}
 

  5روش گالرکین

                                                
5 Galerkin Method 

 ω୧ابع وزن ت
௘   برابر با توابع شکلψ୨

در این روش  شودانتخاب می ୣ
 .]5[ دباشقرینه نمی K୧୨ماتریس ضرایب 

  
  6اقل مربعاتروش حد

 ω୧  خطی باشد، A در این روش چنانچه عملگر
௘ = A൫ψ୨

ୣ൯ در
را باکمینه سازي انتگرال مربع باقیمانده به  u୧نظرگرفته شده و پارامترهاي 

قرینه  در این روش  k୧୨ یباماتریس ضر .کنیمتعیین می) 17(صورت 
  .]5[ است

)17(  න
∂R
∂u୧

RdΩ = 0   

  
  در روش اجزاي محدود ط مرزياعمال شرای

روش اجزاي محدود اعمال شرایط مرزي در مسائل مقادیر مرزي با ي  نحوه
- اي باشد که پس از چیدمان درجات آزادي در گرهگره باید به گونهدر هر 

هاي هر جز و سرهم نمودن همه اجزاي محدود، مقادیر معین شده در هر 
با نوع  درجات آزادي متناظر شرط در نقاط ابتدایی و انتهایی دامنه در

 .]5[ قرار داده شوند شرط
 

  ایزوژئومتریک تحلیل روش
 :مشتقات آن و اسپلاین -بی پایه توابع تعریف

 و ترینمعمول اسپلاین که در واقع از توابع پایه تحقیق این در
- پیچیده می سطوح و هامنحنی تعریف جهت نربز پایه توابع نیپرکاربردتر

 .است هشد استفاده باشد
ܷ 7بردار گره        = ,଴ݑ} ଵݑ , ,ଶݑ … . , این . را در نظر بگیرید {௠ݑ

ر د )18( ي از اعداد حقیقی است به طوري که رابطها مجموعهبردار شامل 
  .]8[ شوند نامیده می 8ها مقادیر گرهی u୧باشد و میآن برقرار 

)18(    
݌)مرتبه و  ݌اُمین تابع پایه اسپلاین با درجه  ݅اکنون         +  را با (1

௜ܰ,௣(ݑ)  ݌براي ≥   .]8[ کنیم تعریف می )19(نشان داده و به صورت  0

)19(  

௜ܰ,଴(ݑ)

= ቄ1                            ݂݅ ݑ௜ ≤ ݑ ≤ ௜ାଵݑ
       ݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋                                 0

� 
  

  

  ௜ܰ,௣(ݑ) =
௨ି௨೔

௨೔శ೛ି௨೔
௜ܰ,௣ିଵ(ݑ) +

௨೔శ೛శభషೠ

௨೔శ೛శభି௨೔శభ
௜ܰାଵ,௣ିଵ(ݑ)  

  

 محاسبه نمود) 20(از رابطه  توان یمرا اسپلاین - بی پایه توابع اول مشتق
]8[.  

)20(  

௜ܰ,௣
′ (ݑ)

=
݌

௜ା௣ݑ − ௜ݑ
௜ܰ,௣ିଵ(ݑ)

−
݌

௜ା௣ାଵݑ − ௜ݑ ାଵ
௜ܰାଵ,௣ିଵ(ݑ) 

  

  
௜ܰ,௣پایه  ام تابع݇مرتبه  مشتقهمچنین        

(௞)(ݑ)  توسط توانمی را 
 ݌ رمقدا از نبایستی ݇مقدار  که شود توجه. محاسبه نمود )21( رابطه
  .]8[ نماید تجاوز

                                                
6 Least-squares Method 
7 Knot Vector 
8 Knots 



 

  
  

)21(  
௜ܰ,௣
(௞)(ݑ) = ݌ ൭ ௜ܰ,௣ିଵ

(௞ିଵ)

௜ା௣ݑ − ௜ݑ

− ௜ܰାଵ,௣ିଵ
(௞ିଵ)

௜ା௣ାଵݑ − ௜ାଵݑ
ቇ 

  

 
  :اسپلاین-بی هايمنحنی

 اسپلاین-بی پایه توابع از استفاده با توان یم رااسپلاین  -بی يها یمنحن
بیان  )22(رابطه توسط اسپلاین  - بیاٌم  pدرجه  یمنحن یک. نمود تعریف

  .]8[ شودمی
(ݑ)ܥ  )22( = ෍ ௜ܰ,௣(ݑ)

௡

௜ୀ଴
×    ௜݌

}آن در که         ௜ܲ} و کنترلی نقاط مجموعه൛ ௜ܰ,௣(ݑ)ൟ  توابع مجموعه 
  .باشندمی اسپلاین -یباٌم pدرجه  پایه

با  را  10یکنواخت غیر و مقید 9تکراري غیر ايگره بردار بطور کلی        
اي مقید در این تحقیق از بردار گره ]8[د شومی تعریف )23(رابطه 

  .یکنواخت بین صفر و یک استفاده شده است

)23(  ܷ = ൝ܽ, ⋯ , ܽᇣᇧᇤᇧᇥ
௣ାଵ

, ,௠ି௣ିଵݑ ܾ, ⋯ , ܾᇣᇧᇤᇧᇥ
௣ାଵ

ൡ 
  

اسپلاین  - م منحنی بیا ݇مشتق مرتبه  c(୩)(u)فرض کنید که         
را با  (ݑ)(௞)ܿتوان  باشد، آنگاه می 11عینم ݑو مقدار پارامتر  (ݑ)ܿ

محاسبه ) 24(اسپلاین مطابق رابطه  - پایه بیم توابع ا ݇محاسبه مشتق 
  .]8[ نمود

)24(  ܿ(௞)(ݑ) = ෍ ௜ܰ,௣
(௞)(ݑ) ௜ܲ

௡

௜ୀ଴

 
  

 
  :بندي در روش ایزوژئومتریکفرمول

استفاده از توابع پایه در روش ایزوژئومتریک جواب معادله دیفرانسیل با 
نقاط  .]9[ شوندتقریب زده می) 24(صورت رابطه به N୧,୮(r)اسپلاین
P୧کنترلی  = (x୧ , y୧) بر  )24(اي تعین گردند که منحنی باید بگونه

  .جواب معادله منطبق شود
توان می )24(رابطه در ) r( ي هر متغیر اسپلاینازاعبارت دیگر بهبه       

 تابع .را پیدا کرد )u( و تابع مجهول متناظر آن یعنی )x( نقطه هندسی
 صورت بهتوان اسپلاین می-را با استفاده از توابع پایه بی (ݎ)ݑ و (ݎ)ݔ
  :تقریب زد )26,25(روابط 

(ݎ)ݔ  )25( = ෍ ௜ܰ,௣(ݎ) ௜ܺ

௡

௜ୀଵ

 
  

(ݎ)ݑ  )26( = ෍ ௜ܰ,௣(ݎ) ௜ܻ

௡

௜ୀଵ

 
  

ݎدر بازه غیر صفر توابع پایه  rبا توجه به مقدار         ∈ ௝ݎൣ ,  ،௝ାଵ൧ݎ
  .بازنویسی کرد )27,28( صورت بهتوان روابط فوق را می

(ݎ)ݔ  )27( = ෍ ௜ܰ,௣(ݎ) ௜ܺ

௝

௜ୀ௝ି௣

 
  

                                                
9 Nonperiodic 
10 NonUniform 
11 Fixed 

(ݎ)ݑ  )28( = ෍ ௜ܰ,௣(ݎ) ௜ܻ

௝

௜ୀ௝ି௣

 
  

استفاده  )5(قوي معادله دیفرانسیل رابطه  شکلاز  توانمی در ادامه       
  .بدست آید روش ایزوژئومتریکدر  فرمولبندي حل نموده تا

)29(  

න ݓ ൭ܽ(ݔ)
݀ଷ(ݔ)ݑ

ଷݔ݀ + (ݔ)ܾ
݀ଶ(ݔ)ݑ

ଶݔ݀
ఆ೐

+ (ݔ)ܿ
(ݔ)ݑ݀

ݔ݀
+ (ݔ)ݑ(ݔ)݀

− ቇ(ݔ)݂ ௘ߗ݀  = 0  ,

0 ≤ ݔ ≤  ܮ

  

را  uتوان مشتق اول اي میگیري زنجیرهمشتق قاعدهکارگیري با به       
نوشت و سپس با یافتن ) 30( رابطه شکل به xمتغیر وابسته  بر حسب
ௗ௫(௥) مشتقات 

ௗ௥
ௗ௨(௥)   و 

ௗ௫(௥)  در معادله) 32(و ) 31(و با جایگذاري روابط 
در روش ایزوژئومتریک ) 33(ان مشتق اول را به شکل تومی) 30(

  .بازآفرینی نمود
(ݎ)ݑ݀  )30(

(ݎ)ݔ݀ =
(ݎ)ݑ݀

ݎ݀ ×
ݎ݀

     (ݎ)ݔ݀

(ݎ)ݑ݀  )31(
ݎ݀

= ෍ ௜ܰ,௣
ᇱ (ݎ)

௝

௜ୀ௝ି௣
௜ܻ 

  

)32(  
(ݎ)ݔ݀

ݎ݀ = ෍ ௜ܰ,௣
ᇱ (ݎ)

௝

௜ୀ௝ି௣
௜ܺ =  (ݎ)ܬ

  

(ݎ)ݑ݀  )33(
(ݎ)ݔ݀ = ቌ ෍ ௜ܰ,௣

ᇱ

௝

௜ୀ௝ି௣
௜ܻቍ  (ݎ)ଵିܬ

  

 قوانین مشتق مشتقات مراتب دوم و سوم با استفاده ازمشابه  طور به       
  .حاصل خواهد شد )35,34(روابط  صورت بهاي زنجیره

)34(  ݀ଶ(ݎ)ݑ
ଶ(ݎ)ݔ݀ =

݀ଶݑ
ଶݎ݀

(ݎ)ଶܬ −
݀ଶݔ
ଶݎ݀

ݑ݀
ݎ݀

(ݎ)ଷܬ  
  

)35(  

݀ଷ(ݎ)ݑ
ଷ(ݎ)ݔ݀ =

݀ଷݑ
ଷݎ݀

(ݎ)ଷܬ −
3 ݀ଶݑ

ଶݎ݀
݀ଶݔ
ଶݎ݀

(ݎ)ସܬ −
݀ଷݔ
ଷݎ݀

ݑ݀
ݎ݀

(ݎ)ସܬ

+
3 ൬݀ଶݔ

ଶ൰ݎ݀
ଶ ݑ݀

ݎ݀
(ݎ)ହܬ  

  

با جایگذاري روابط فوق و همچنین تقریب        
,(ݔ)ܽ ,(ݔ)ܾ ,(ݔ)ܿ انتگرال وزنی  توانمیبر حسب توابع پایه  (ݔ)݀

 صورت بهرا در کلی ترین حالتش برحسب توابع پایه اسپلاین ) 5( رابطه
  .نوشت )36(رابطه 
وجود  (ݎ)ݓوزنی  مانده یباقهاي  مستقلی که براي توابع با انتخاب       

 )37(را به صورت معادله ماتریسی  )36(توان معادله انتگرالی دارد می
که جملات داخل انتگرال و خود انتگرال به راحتی قابل مود بازنویسی ن

) 38(را به شکل متداول  )37(توان رابطه میهمچنین . باشدمحاسبه می
 .خلاصه نمود
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)36(  

න (ݎ)ݓ ൝ܽ(ݎ) ൭
∑ ௜ܰ,௣

ᇱᇱᇱ(ݎ)௡
௜ୀ଴ ௜ܻ

(ݎ)ଷܬ

ଵ

଴

− 3
∑ ௜ܰ,௣

ᇱᇱ ௡(ݎ)
௜ୀ଴ ௜ܺ

(ݎ)ସܬ ෍ ௜ܰ,௣
ᇱᇱ (ݎ)

௡

௜ୀ଴
௜ܻ

−
∑ ௜ܰ,௣

ᇱᇱ ௡(ݎ)
௜ୀ଴ ௜ܺ

(ݎ)ସܬ ෍ ௜ܰ,௣
ᇱ (ݎ)

௡

௜ୀ଴
௜ܻ

+ 3
൫∑ ௜ܰ,௣

ᇱᇱ ௡(ݎ)
௜ୀ଴ ௜ܺ൯

ଶ

(ݎ)ହܬ ෍ ௜ܰ,௣
ᇱ (ݎ)

௡

௜ୀ଴
௜ܻ൱

+ (ݎ)ܾ ൭
∑ ௜ܰ,௣

ᇱᇱ ௡(ݎ)
௜ୀ଴ ௜ܻ

(ݎ)ଶܬ

−
∑ ௜ܰ,௣

ᇱᇱ ௡(ݎ)
௜ୀ଴ ௜ܺ

(ݎ)ଷܬ ෍ ௜ܰ,௣
ᇱ (ݎ)

௡

௜ୀ଴
௜ܻ൱

+ (ݎ)ܿ ቆ
∑ ௜ܰ,௣

ᇱ ௡(ݎ)
௜ୀ଴ ௜ܻ

(ݎ)ܬ ቇ

+ (ݎ)݀ ෍ ௜ܰ,௣(ݎ)
௡

௜ୀ଴
௜ܻൡ ݎ݀(ݎ)ܬ

= න ݎ݀(ݎ)ܬ(ݎ)݂(ݎ)ݓ
ଵ

଴
 

  

)37(  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ න[݇଴଴]

ఆబ

… න[݇଴௡]
ఆ೙

⋮ ⋱ ⋮

න ݇௡଴

ఆబ

… න ݇௡௡

ఆ೙ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

൝
଴ܻ
⋮
௡ܻ

ൡ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ න (ݎ)଴ܨ

ఆబ
⋮

න (ݎ)௡ܨ
ఆ೙ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  

௜௝ܭ  )38( ௝ܻ =    ௜ܨ

  شرایط مرزي اعمال
 :معین باشددر مرزها وقتی که مقادیر مشخص متغیر وابسته 

اي مقید هایی که حاصل از کاربرد بردار گرهنقاط ابتدایی و انتهایی منحنی
طبق تعریف خواص هستند  تحقیقدر حل معادلات دیفرانسیل در این 

 ارندبر روي نقاط کنترلی ابتدایی و انتهایی قرار دها اینگونه از منحنی
]10,8[.  
  
  
  
  

 :حالتی که مقادیر مشتق اول  در مرزها مشخص باشند
در نقاط ابتدایی و انتهایی اسپلاین -بیهاي بسته منحنی ،ریفطبق تع
نوشتن معادله خط با  ]10,8[ باشندبر چند ضلعی کنترل مماس میمرزها 

 .هاي نقاط کنترلی را یافتYتوان این نقاط می مماس بر منحنی در

)39(  Yଵ = Y଴ + (ݎ)ݑ݀�
ቤ(ݎ)ݔ݀

௫ୀ଴ 

ଵݔ) −    (଴ݔ

 
ௗమ௨(௫) حالتی که مقادیر مشتق دوم 

ௗ௫మدر مرزها مشخص باشند: 
و محاسبه مشتقهاي مرتبه اول و ) 34(در این حالت با استفاده از رابطه 

ݎتوابع پایه در دوم  = 0, ݎ = -می و با استفاده از خواص توابع پایه 1
  .]10[ هاي معلوم رابطه سازي نمود ܻکنترلی متناظر را بر حسب  ܻتوان

  
  )1(مثال  -حل معادله دیفرانسیل مرتبه سه یک بعدي همگن

هاي اجزاي محدود گالرکین جهت مقایسه دقت حل و نرخ همگرایی روش
با تعداد درجات آزادي یکسان حل  ) 40(و ایزوژئومتریک گالرکین معادله 

  .شده است

)40(  
݀ଷ(ݔ)ݑ

ଷݔ݀ +
݀ଶ(ݔ)ݑ

ଶݔ݀ + 100
(ݔ)ݑ݀

ݔ݀ + (ݔ)ݑ100

= 0, 0 ≤ ݔ ≤ ߨ
2ൗ  

  

)41(  
(0)ݑ = 0,

(0)ݑ݀
ݔ݀

= 10,

ߨ൫ݑ
2ൗ ൯ = 0    

  

که  طور همان .باشدمی) 42(حل تحلیلی این معادله به صورت رابطه        
باشد، در واقع داراي چند نوسان می پیداست جواب این معادله در بازه فوق

در  ایزوژئومتریک علت اصلی انتخاب این معادله نشان دادن قابلیت روش
  .باشدي پیچیده و نوسانی میها جوابدنبال کردن 

(ݔ)ܷ  )42( =    (ݔ10)݊݅ݏ
گالرکین با تعداد درجات آزادي - هاي ایزوژئومتریکحل )1(در شکل         
کشیده  ریتصو بهدر مقابل جواب دقیق  ع پایه درجه سهتواب ازايبه مختلف

هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک پاسخ )2(شکل  نمودار در .است شده
اند، لازم به رسم شده 54 و 18در کنار جواب دقیق با تعداد درجات آزادي 

اي استفاده شده در حل اجزاي ذکر است که حداقل درجه چند جمله
  .ه پنج و در روش ایزوژئومتریک از مرتبه سه باشدمحدود باید از مرتب

هاي اجزاي نشان دهنده نرخ همگرایی جواب )3(نمودار شکل        
. باشدمی )102,54,18,9 ( ازاي درجات آزاديمحدود و ایزوژئومتریک به

گالرکین –افزایش نرخ همگرایی با میزان خطاي کمتر روش ایزوژئومتریک 
  .ود گالرکین مشهود استدر مقابل حل اجزاي محد

 ଶܮکه به نرم خطاي  )43(با استفاده از رابطه  ها جوابنرخ همگرایی        
 ௖ݑمقدار دقیق و  ௘ݑ در این رابطه . معروف است محاسبه شده است

  .باشدمی ي عدديهامقدار محاسبه شده پاسخ

ݎ݋ݎݎܧ  )43( = ቆන ௖ݑ| − ௘|ଶݑ
௕

௔
ቇ

ଵ/ଶ

 
  

با مقطع  پیچشی تیري مسألهحل اجزاي محدود و ایزوژئومتریک 
  )2( مثال – غیر دوار

شکل را که در وسط دهانه  (I)با مقطع  متر  8، تیري به طول )4( لشک
- هیدهد که دو تکقرار دارد نشان می kN.m 2تحت لنگر پیچشی متمرکز 

ي ها بالیکن در ل. باشدمیگیردار گاه آن جهت جلوگیري از دوران مقطع، 
با شرایط مرزي ) 44(معادله  .اتکاي جانبی وجود ندارد گونه چیهمقطع 



 

شدگی تیر مثال بالاست که  تحت لنگر بیانگر رفتار چپ )45( معین شده
  .]2[ باشدمی) 45(خمشی قرار دارد و داراي جواب دقیقی طبق رابطه 

)44(  

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
݆ܩ⎧

݀∅
ݖ݀

− ௪ܥܧ
݀ଷ∅
ଷݖ݀ = ௭ܯ

∅(0) = 0                  
݀ଶ∅(0)

ଶݖ݀ = 0                 

݀∅ ቀܮ
2ቁ

ݖ݀ = 0               

   
� 

  

)45(  ∅ =
ܶ

ߣܬܩ2
൥ݖߣ −

(ݖߣ)ℎ݊݅ݏ
ܮߣ)ℎݏ݋ܿ

2ൗ )
൩  , ߣ = ඨ

ܬܩ
௪ܥܧ

 
  

قیق و عددي معادله هاي دنشان دهنده جواب) 5(شکل  نمودار       
که مطابق با مقادیر استحکام  باشدمی پیچش مثالدیفرانسیل مسئله 

و با توجه به تقارن ) 1(مکانیکی و مشخصات هندسی معین شده در جدول 
௅هندسی مثال، در فاصله 

ଶ
 .]6[ اندرسم شده 

 
  شکل) I(مقادیر استحکام مکانیکی و مشخصات هندسی تیر  - 1جدول 

E 200e9 Pa مدول الاستسیته 
G 76/923e9 Pa مدول برشی 
J 1/415e6mସ گشتاور دوم سطح 

ابت پیچش تابیدگیث ١/٢۶e-۶m଺ ࢝ࢉ  
 عدد بی بعد 657/. ࣅ
T ٢e٣Nm پیچشی رگشتاو  

  
هاي اجزاي محدود یی هرکدام از روشکاراجهت نشان دادن        

ایزوژئومتریک گالرکین و هاي گالرکین و حداقل مریعات در مقابل روش
تعداد درجات آزادي  به ازايحداقل مریعات حداکثر خطاي مطلق هر روش 

  .است شدهمشخص ) 2(در جدول  33 برابر با
  

  شدگی تیرهاي عددي چپپاسخ حداکثر خطاي -2جدول 
 (%)حداکثر مقدار خطا   گالرکین  حداقل مربعات

  اجزاي محدود  7976/0  7975/0
  یزوژئومتریکا  2298/0  2257/0

  
  هاي برشی خالص در بال تیرتنش

ناشی از لنگر  ௦߬هاي برشی خالص تنش، ௭ܯدر اثر لنگر پیچشی متمرکز 
منتجه از لنگر پیچش  ௪߬ شدگی تنش برشی چپ و௦ܯ پیچشی خالص 

 )6( نمودار هاي. آینددر بال تیر بوجود می) 46(طبق رابطه  ௪ܯ  تابیدگی
  .]2[ دهندشدگی بال تیر را نشان میهاي برشی خالص و چپتنش) 7( و

)46(  
⎩
⎨

⎧
 
߬௦ = ௙ݐܩ

݀∅
                      ݖ݀

߬௪ = ܧ
ܾଶ(݀ − (௙ݐ

16
݀ଷ∅
ଷݖ݀  

� 
  

هاي برشی خالص هاي عددي تنشمقادیر حداکثر خطاي مطلق پاسخ     
  .اندمشخص شده بیترت به) 4(و ) 3(هاي شدگی در جدولو  چپ

  
  
  
  

  
  ادیر خطاي تنش برشی خالص در بال تیرمقحداکثر  -3جدول 

 (%)حداکثر مقدار خطا   گالرکین  حداقل مربعات

  اجزاي محدود  7972/0  7972/0
  ایزوژئومتریک  1982/0  1965/0

  
  حداکثر مقادیر خطاي تنش برشی تابیدگی در بال تیر - 4جدول 

 (%)حداکثر مقدار خطا   گالرکین  ربعاتحداقل م

  اجزاي محدود  8017/0  8018/0
  ایزوژئومتریک  1825/0  1817/0

  
  تنش قائم در بال تیر

در بال تیر ایجاد  )௪ )47ߪعمودي تنش  ،شدگیبه علت چپ نیهمچن
   .]2[ گرددمی

௪ߪ  )47( =
݀)ܾܧ − ௙ݐ )

4
݀ଶ∅
ଶݖ݀    

 )8(ر در شکل یهاي دقیق و عددي تنش نرمال بال تنمودار جواب       
مقادیر خطاهاي هر روش مشخص گردیده ) 5(و در جدول  است شدهرسم 
  .است

  
 حداکثر مقادیر خطاي تنش قائم در بال تیر -5جدول 
 (%)حداکثر مقدار خطا  گالرکین حداقل مربعات

7990/0  7990/0  اجزاي محدود 
2193/0  2187/0  ایزوژئومتریک 

  
  گیري نتیجه

بندي  آنجایی که در حل معادلات دیفرانسیل مراتب فرد از فرمولاز  - 1
هاي انتخابی ايلذا چند جمله شود،روش اجزاي محدود قوي استفاده می

ي باشند که همه شرایط مرزي از نوع مقدار متغیر وابسته و ا به گونهباید 
شود چند سبب مینماید که خود  ارضا مسألهمشتقات آن را در مرزهاي 

  .اي بالاتر انتخاب شودي از درجها جمله
گالرکین  و ایزوژئومتریک ماتریس ضرایب در روش اجراي محدود - 2

باشد در حالی که روش حداقل مربعات ماتریس ضرایب نامتقارن می
  .دهدمتقارن را نتیجه می

- درهاي ایزوژئومتریک با افزایش تعداد نقاط کنترلی و مگرایی جوابه - 3
یابد اما نرخ همگرائی با افزایش تعداد نقاط جه توابع پایه افرایش می

تر افزایش تعداد لذا جهت حصول جواب دقیق باشد،می تر محسوسکنترلی 
به طور کلی در حل معادلات دیفرانسیل . شودنقاط کنترلی پیشنهاد می

ي دیفرانسیل همراتب بالا استفاده از توابع پایه حداقل برابر  با مرتبه معادل
  .شودتر توصیه میهاي دقیقی به پاسخابی دستجهت 

باشد در  وش تحلیل ایزوژئومتریک نیازي به تولید شبکه و گره نمیر رد - 4
هاي نقاط حالی که در روش اجزاي محدود به تولید شبکه و در روش

در واقع مفاهیمی مانند المان و گره در . محدود به تولید گره نیاز داریم
 .شده استدر تعاریف بردار گره گنجانده  ،وش تحلیل ایزوژئومتریکر
یشه در حل معادلات دیفرانسیل مراتب فرد به کمک روش هم - 5

پذیر مشتق ،هایی که تا مرتبه معادلهايایزوژئومتریک حداقل به چند جمله
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حداقل د هستند نیاز داریم حال آنکه در روش اجزاي محدو
2نیاز برابر اي مورد درجه چند جمله × ݊ − . باشدمی 1

)n باشدرجه معادله دیفرانسیل مرتبه فرد مید.(  
 

  
 توابع پایه درجه سه ازايبهجواب روش ایزوژئومتریک گالرکین  - 1شکل

  مرتبه سه معادله

  
ه مرتبه سه جواب اجزاي محدود و ایزوژئومتریک گالرکین معادل -2شکل 

  ازاي تعداد درجات آزادي برابربه
  

  
ي ایزوژئومتریک و اجزاي محدود گالرکین ها حلنرخ همگرایی  - 3ل شک

  ازاي تعداد درجات آزادي برابرمعادله مرتبه سه به
  

  

  
  )مترابعاد به میلی(شکل  (I) رتی - 4شکل 

  

  
ي اجزاي محدود و ها روشجواب گالرکین و حداقل مربعات  -5شکل 

  )رجهد(ایزوژئومتریک بازاي تعداد درجات آزادي برابر 
  



 

  
هاي گالرکین و حداقل تنش برشی خالص در بال تیر بازاي حل -6شکل 

  هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک با درجات آزادي یکسانمربعات روش
  

  
هاي گالرکین و حداقل تنش برشی تابیدگی در بال تیر بازاي حل - 7شکل 

آزادي هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک با تعداد درجات مربعات روش
  یکسان

  

  
هاي گالرکین و حداقل مربعات ازاي حلتنش قائم در بال تیر به -8شکل 
  هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک با تعداد درجات آزادي یکسانروش
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