
رانـدسي عمـگره ملي مهنـكنپنجمين   
، ايرانمشهد  ،فردوسي مشهد، دانشگاه 1389ارديبهشت  16تا  14  

  كرنش مسطح/استفاده از اسپلاينها در مدلسازي و تحليل مسايل تنش
 

  2 بهروز حسني، 1ناصر ظريف مقدم
  دانشجوي دكتري دانشگاه صنعتي شاهرود -1

  دانشيار گروه عمران دانشگاه صنعتي شاهرود -2
Nasser_Zarif@yahoo.com 

B_Hassani@shahroodut.ac.ir 
 

 خلاصه
از مزاياي  .ايم نموده روش ايزوژئومتريك اسپلاينها تحت عنوان با استفاده از كرنش مسطح/مسايل تنش و حل اقدام به فرمولبنديپژوهش در اين 

. حاصله نام برد بندي مساله و كاهش چشمگير ابعاد دستگاه معادلات توان به حذف مرحله شبكه ، مينسبت به روش اجزاي محدود اين روش
با توجه به اينكه روش مذكور مبتني بر  .باشد مدلسازي دقيقتر شرايط مرزي نسبت به روش اجزاي محدود از مزاياي ديگر اين روش مي همچنين

در . صار توضيح داده شده استباشد، لذا مفاهيم اسپلاينها و پارامترهاي مورد نياز براي محاسبه آنها نيز به اخت مي 1و تكنيك نربز استفاده از اسپلاينها
  .انتها نيز با حل مثال، دقت و توانمندي اين روش نشان داده شده است

 
 تكنيك نربزكرنش مسطح، اسپلاينها، /روش ايزوژئومتريك، مسايل تنش: كلمات كليدي

 
 

  مقدمه  .1
 

كه اغلب داراي شكل ديفرانسيلي بوده و در واقع  شوند ميلاتي امروزه براي حل مسايلي كه پيش روي مهندسين و محققين قرار دارد، ناگزير به حل معاد
توان به صورت  اما چون تعداد محدودي از اين معادلات را مي. يابيم به جواب مورد نظر دست مي مساله تحليل شده و ديفرانسيل تبا حل اين معادلا

با ظهور كامپيوترها رشد  روشهاي عدديالبته . اند شناسيم توسعه يافته مي ديگري كه آنها را با عنوان روشهاي عددي حل تحليلي حل نمود، لذا روشهاي
. باشيم اند و امروزه به كمك كامپيوترها و روشهاي عددي موجود قادر به حل معادلات بسيار پيچيده در حوزه هاي متنوع علوم مي چشمگيري داشته

و روشهاي جديدتر مانند روش  4، روش نقاط محدود3روش اجزاي محدود، 2برخي از روشهاي عددي معروف عبارتند از روش تفاضلات محدود
و سرعت  ، دقتاين اهداف عبارتند از اولا ايجاد كارايي. اين روشهاي هر يك در پي ديگري آمده و دو هدف اصلي را دنبال كرده اند. 5ايزوژئومتريك

  .روشهاي قبلي و رفع مشكلاتبراي حل مسايل  جديدتر بالاتر و ثانيا ايجاد امكاناتي

شايد بتوان گفت كه توسعه . هاي پيچيده و مكانيك محاسباتي به امري معمول تبديل شده است از روش اجزاي محدود در تحليل سازه استفاده
نيك شده اين روش در سالهاي گذشته و وجود نرم افزارهاي متعدد تجاري سبب كاربرد وسيع اين روش در علوم مختلف از جمله درعلوم سازه و مكا

در يافتن توابع تقريب زننده، مدلسازي شكلهاي پيچيده، قابليت تبديل به  اجزاي محدود اما بايد دانست مزايايي مهم مانند سيستماتيك بودن روش. است
اي محدود داراي معايبي نيز اما روش اجز. باشد الگوريتمها و كدهاي كامپيوتري و پيشرفت سريع كامپيوترها، از علل فراگير شدن استفاده از اين روش مي

باشد ولي براي بالا رفتن دقت لازم است كه تعداد و يا مرتبه المانها افزايش  مثلا با اينكه اين روش توانايي مدلسازي اشكال پيچيده را دارا مي. باشد مي
توليد شبكه اجزاي محدود نيز . شود مي بر زمان و يابد كه خود سبب بزرگ شدن دستگاه معادلات حاكم شده و گاه حل مسايل ناممكن و يا بسيار سخت

همچنين به . )1(مد توليد شبكه گرفته استآديگر روش مذكور است كه تاكنون وقت زيادي را از محققين براي توليد روشهاي پايدار و كار مشكلاتاز 
اشكالات ديگري نيز . )2(شود شبكه اجزاي محدود ميدرصد زمان حل مساله صرف توليد  هشتادطور ميانگين براي حل يك مساله اجزاي محدود حدود 

  .در روش اجزاي محدود وجود دارد كه در متن مقاله بيان شده است

                                                 
1 NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) 
2 Finite Difference 
3 Finite Element Method 
4 Finite Point or Meshless Method 
5 Isogeometric Method 
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و همكارانش با نام  1براي اولين بار توسط هيوز 2005در سال مفاهيم آن است كه  روشي جديد هااسپلاينعددي حل مسايل با استفاده از روش 

و نوع توانمندتر آن  اين روش مبتني بر يك درك هندسي از مساله و توليد جوابهاي مساله با استفاده از اسپلاينها. )2(يدروش ايزوژئومتريك معرفي گرد
در واقع مدلسازي  .علاوه بر داشتن مزاياي روش اجزاي محدود، برخي از معايب آن را نيز مرتفع نموده استروش ايزوژئومتريك . باشد مي 2يعني نربز

كه شرايط تكيه گاهي فقط در محل گره ها قابل اعمال  ،مدلسازي دقيق شرايط تكيه گاهي در مقايسه با روش اجزاي محدود و نيزساله شكل م تردقيق
  .)8-3(باشد است، عدم نياز به توليد شبكه و كاهش چشمگير ابعاد دستگاه معادلات از مزاياي روش ايزوژئومتريك مي

روش ايزوژئومتريك  در بخش سوم. نربز و شرح مختصر پارامترهاي آنها پرداخته ايم تكنيك سپلاينها ودر اين مقاله در بخش دوم به معرفي ا
با استفاده از روش  ايزوتروپيك كرنش مسطح/مسايل تنش كرده و در بخش چهارم روش فرمولبندي  معرفي در مقايسه با روش اجزاي محدود را

در انتها نيز به بيان نتايج و پيشنهاداتي در اين . توانايي روش مذكور را نشان داده ايم مثال با حلدر بخش پنجم نيز . شده استك بيان ايزوژئومتري
  .خصوص پرداخته شده است

 
 

   معرفي اسپلاينها و تكنيك نربز  .2
 

براي توليد . )9(صورت عددي مدل نمود توان با استفاده از اطلاعات اندكي، منحنيها و سطوح پيچيده را به اسپلاينها در واقع ابزاري رياضي هستند كه مي
  .يك منحني اسپلاين در حالت كلي بايستي با برخي از تعاريف و مفاهيم آن آشنا بود كه به اختصار در ادامه آمده است

  بردار گره 1- 2

0بردار  1 2{ , , ,..., }mu u u u=U ري كه رابطه اين بردار شامل مجموعه اي از اعداد حقيقي است به طو. را در نظر بگيريد

1 0,1,2,..., 1i iu u i m+≤ = ]بازه . شوند ناميده مي 4ها مقادير گرهي iuو  3بردار گره Uبردار . در آن برقرار است − )1,i iu u را  +
اگر فاصله بين گره ها مساوي باشد، در اين . باشند ره ها لزوما داراي مقادير متمايز نميتواند طول آن صفر باشد، زيرا گ ناميم كه مي مي 5يك دهانه گرهي

  .)9(خواهد بود 7غير يكنواخت ،در غير اينصورت اين بردار ،ناميم مي 6اين حالت بردار گره را يكنواخت

  توابع پايه اسپلاين 2- 2

i امين تابع پايه اسپلاين با درجهp ) 1يا مرتبهp )را با ) + ),i pN u  كنيم تعريف مي (1)رابطه نشان داده و بصورت.  
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)-1: ارتندازبرخي از خواص پارامترهاي موجود در روابط فوق عب توجه شود كه ),0iN u بوده و به جز در بازه  8اي يك تابع پله[ )1,i iu u u +∈ 
0pبراي  -2 .صفر است در ساير نقاط مقدار آن )، آنگاه < ),i pN u  1تركيب خطي از دو تابع پايه با درجهp براي محاسبه  -3 .باشد مي −

0به تقسيم ) 1-2(در صورتي كه در رابطه  -4 .نياز داريم pو درجه  Uكليه توابع پايه به بردار گره 
 - 5 .كنيم برسيم، آن را برابر با صفر لحاظ مي 0

( ),i pN u هستند كه بر روي يك خط حقيقي تعريف شده و فقط بازه  9اي ايهاي تكه ها، چند جمله[ ]0 , mu u 10و9(دهند را تحت تاثير قرار مي(. 
                                                 
1 T.J.R Hughes 
2 NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) 
3 Knot Vector 
4 Knots 
5 Knot Span 
6 Uniform 
7 Non-Uniform 
8 Step Function 
9 Piecewise Polynomial 
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)، براي سادگي به جاي در ادامه ),i pN u  از,i pN ن به عنوان يك مثال اگر درجه تابع پايه به ترتيب برابر با همچني. كنيم استفاده مي
0,1, 2p }و بردار گره برابر با  = }0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1=Uساير . ملاحظه نمود) 1(توان توابع پايه را در شكل  باشد، مي

  .باشند توابعي كه نشان داده نشده اند داراي مقدار صفر مي
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  براي درجات صفر و يك و دوبه ترتيب از چپ به راست شكل توابع پايه   – 1شكل 
 
  و نربز اسپلاين توليد سطوح 3- 2

  .به شكل زير محاسبه نمود (2)باشد را با رابطه  مي vدر جهت  qو درجه  uدر جهت  pرا كه داراي درجه  NURBSتوان يك سطح  مي
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},كه  }i jP  شبكه نقاط كنترلي و,{ }i jw اه منحنيها و توجه شود كه اگر وزن كليه نقاط مساوي يك لحاظ شود، آنگ باشند وزن مربوط به آنها مي
},همچنين . شوند شناسيم و در غير اين صورت منحنيها و سطوح نربز توليد مي سطوح توليدي را با عنوان اسپلاين مي ( )}i pN u  و,{ ( )}j qN v 

  .شوند تعريف مي (4)و  (3)باشند كه بر روي بردارهاي  اسپلاين مي 1توابع پايه غيرگويا
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1rتوجه شود كه روابط  n p= + 1sو  + m q= + )اگر  و  باشند نيز برقرار مي + ),
, ,p q

i jR u v  زير تعريف كنيم (5)را به شكل رابطه:  
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  .باز نويسي نماييم (6)را به شكل  (5)توانيم رابطه  اكنون مي
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كه در اينجا در روش ايزوژئومتريك، براي حل مسايل از اين فرمولها  )10( اي را مدل نمودتوان هر گونه سطح و رويه پيچيده  مي (6)با استفاده از رابطه 
  .كنيم ه ميبراي مدلسازي جوابها استفاد

  
  
  در مقايسه با روش اجزاي محدود روش ايزوژئومتريك  .3
 

 -1: )12و2(باشد كه عبارتند از مبتني بر اصولي ميدر مقايسه با روش اجزاي محدود، تكنيك نربز  چهارچوب كلي تحليل ايزوژئومتريك با استفاده از
اين شبكه المان به  كرنش مسطح/مانند مسايل تنش عنوان مثال در مسايل دوبعديبه . شود شبكه المانها در اين روش با ضرب بردارهاي گره حاصل مي

                                                 
1 Non-rational B-spline basis function 
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U×صورت  V هندسه مساله با مشاركت نقاط كنترلي و توابع پايه  - 3 .آيند بدست مي 1المانها از تقسيم دامنه توسط دهانه هاي گرهي -2 .خواهد بود
مجهولات مانند تغييرمكانها، تنشها، سرعت، حرارت و غيره را با همان توابع پايه اي كه براي  2مفهوم ايزوپارامتريكبا استفاده از  -4 .شود توليد مي

روند بهبود  -6 .باشند كه همان ضرايب توابع پايه مي 3درجات آزادي عبارتند از متغيرهاي كنترلي -5 .نماييم ايم، بيان مي تعريف هندسه استفاده كرده
در  hpو  h  ،pاين عمل مشابه با روشهاي بهبود . شود ا استفاده از اضافه كردن گره، ارتقاي درجه توابع پايه و يا تركيبي از آنها انجام مينيز ب 4شبكه

 . باشد خارج از بحث اين مقاله مينيز در تحليل ايزوژئومتريك امكانپذير است كه  kالبته روش جديدي با نام روش بهبود . در اجزاي محدود است
هاي محاسبه شده  ، همانند روش اجزاي محدود، آرايه5گذاري هم در مرحله روي -7 .رجوع نمود )5(جع مر توان به مي در اين خصوصبراي اطلاع بيشتر 
توان از پارامترهاي مشابه براي  ها، مي بين وصله 7براي ايجاد سازگاري. شوند يزوژئومتريك در يك آرايه كلي قرار داده ميدر تحليل ا 6ها شده براي وصله
از ديدگاه  اي بين روش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك توان مقايسه مي )1(در جدول  .استفاده نمود 8ها يا سطوح دو طرف وصله براي ساخت لبه

  .نمود ملاحظهرا  روش يك از دوهاي كليدي در هر برخي مشخصهمشابهت 
  مقايسه روش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك  – 1 جدول

  روش ايزوژئومتريك  روش اجزاي محدود
  نقاط كنترلي نقاط گرهي

  متغيرهاي كنترلي  متغيرهاي گرهي
  در بردار گره مقادير گره ها  شبكه اجزاي محدود

  عدم انجام درونيابي نقاط و متغيرهاي كنترلي با توابع پايه  رهاي گرهي با توابع پايهانجام درونيابي نقاط و متغي
  هندسه دقيق  هندسه تقريبي

  توابع پايه نربز  ي جبريتوابع پايه از نوع چندجمله اي ها
  10تغييرات ميرايي   9پديده گيبز
 وصله ها  زير دامنه ها

 
 
   بدست آوردن فرمولبندي ايزوژئومتريك  .4
 

كرنش مسطح نموده و سپس مراحل دستيابي به فرمولبندي روش ايزوژئومتريك براي /حاكم بر مسايل تنشدر اين بخش ابتدا به معرفي معادله ديفرانسيل 
  .باشند كرنش مسطح حاكم مي/بر مسايل تنشبه طور همزمان  (7)، معادلات ديفرانسيل دانيم ميهمانگونه كه  .شود حل اين مسايل بيان مي

(7)  
11 12 66 0x

u v u vc c c f
x x y y y x

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

  

66 12 22 0y
u v u vc c c f

x y x y x y
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
  

  .شوند بيان مي (8)در اين معادلات شرايط مرزي طبيعي به صورت روابط 

(8)  
11 12 66x x y

u v u vt c c n c n
x y y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

66 12 22y x y
u v u vt c n c c n
y x x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

  :به صورت زير (9)و از روابط  با مصالح ارتوتروپيك مسطح تنشمسايل در باشند كه  ها ضرايب الاستيسيته ميijcدر اين روابط،  

                                                 
1 Knot spans 
2 Isoparametric 
3 Control variables 
4 Mesh refinement 
5 Assemble 
6 Patches 
7 Compatibility 
8 Patch Interfaces 
9 Gibbs phenomena 
10 Variation diminishing 
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 .بدست مي آيند (10)از روابط  با مصالح ارتوتروپيك مسطح كرنشو در مسايل 

(10)  
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1با فرض مسايل به صورت ايزوتروپيك و  ،در اين مقاله توجه شود كه البته 2E E E= 12و  = 21μ μ μ= در ادامه جواب  .حل شده اند =
)براي تغيير مكان   (11)روابط  به صورتمساله را  , )u x y براي تغيير مكان  (12) و ( , )v x yتعريف كه در واقع از  گيريم در دامنه مساله در نظر مي

)توليد رويه اسپلاين حاصل شده است و تغيير مكان در دامنه مساله را در هر جهت و هر نقطه  , )x y در دامنه مساله از روي ارتفاع رويه حل استخراج
  .نمود
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توان مختصات  رسيم كه با حل آن مي مي (13)به دستگاه معادلاتي به شكل معادله  دلات و محاسبه ژاكوبين ها مورد نيازپس از نوشتن شكل ضعيف معا

توان مقدار تغيير مكان براي  سپس با استفاده از فرمول توليد رويه و تكنيك معكوس نربز مي. ارتفاع نقاط كنترلي را براي توليد رويه جواب محاسبه نمود
  .دلخواه از مساله و يا كانتورهاي تنش و تغيير مكان را براي مساله بدست آوردهر نقطه 

(13)  [ ]{ } { }U F=K 
]كه در اين رابطه  ]K  ،ماتريس ضرايب{ }F بردار نيروها و{ }Uدر ادامه با حل مثال، كيفيت و . باشد منه مساله ميبردار تغييرمكانها در كل دا

  .توانمندي و دقت جوابها در روش مذكور نشان داده شده است
  
 
   حل مثال  .5
 

در اين . در اين بخش با حل يك مثال و مقايسه نتايج با روش اجزاي محدود، توانمندي و مزاياي روش ايزوژئومتريك نشان داده شده است
در  در انتهاي آزاد خود 100.0تحت اثر بار متمركز  با اتصال گيردار در يك انتها ودر حالت تنش مسطح  صفحه مستطيلييك ه مثال فرض شده است ك

فرض  0.15و مقدار ضريب پواسون برابر با  1500.0 مقدار ثابت برابر با در كل دامنه  مقدار مدول الاستيسيته. قرار دارد) 1(در شكل  گره مشخص شده
تقسيم  با روش اجزاي محدود و بااين مسئله  ابتدا  . فرض شده استبا ضخامت واحد   2در  10ابعاد تير ديده ميشود ) 1(همانطور كه در شكل . شده است
 1000 حدودحل مساله منجر به حل دستگاه معادلاتي با  ،شود كه در روش اجزاي محدود ملاحظه مي .المان چهار گرهي حل شده است 960 دامنه به

سپس با استفاده از نرم افزار تهيه شده با روش ايزوژئومتريك نيز مساله مجددا حل و نتايج با روش اجزاي محدود مقايسه  .ادله و مجهول خواهد شدمع
  .شده است

  

  
  شبكه بندي اجزاي محدود و ساير مشخصات مثال حل شده  – 1 شكل
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  .نشان داده شده است) 2(صفحه مستطيلي  با روش اجزاي محدود در شكل  zuبراي تغيير مكان قائم نتيجه تحليل مساله

  

  
  1تحليل اجزاي محدود مثال شكل   – 2 شكل

مساله فوق را با روش  اكنون. البته مساله مذكور با تعداد المانهاي بيشتر نيز حل شده است كه اساسا تغيير معناداري در جوابها حاصل نشده است 
هر مستطيل يك المان نيست و اصلا  در اين ) 3(البته دقت شود كه در شكل  .كنيم حل مي) 3(نقطه كنترلي مطابق شكل  55متريك و با تعداد ايزوژئو

المانهاي روش ايزوژئومتريك از حاصلضرب بردارهاي گرهي  شبهدر واقع . خصوص شباهتي بين اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك وجود ندارد
در گره ها بر روي دامنه قرار ميگيرند در حالي كه در روش ايزوژئومتريك نقاط كنترلي همواره در اجزاي محدود  نكته ديگر اينكه  .يدآ بدست مي

  .ميتوانند بر روي دامنه نباشندحالت كلي 

  
  شبكه نقاط كنترلي در صفحه مستطيلي  – 3 شكل

در نظر } 0و0و0و0.33و0.66و1و1و1{و براي جهت عرضي برابر با  }0و0و0و0.25و0.5و0.75و1و1و1{ برابر با طوليبردار گره براي جهت 
در شكل  ،نتيجه تحليل ايزوژئومتريك با شرايط ذكر شده .لحاظ گرديده است 2همچنين درجه توابع پايه اسپلاين در اين مساله مساوي . گرفته شده است

  .نشان داده شده است) 4(
  

  
  1ال شكل تحليل ايزوژئومتريك مث  – 4 شكل

شود، نتايج تحليل بسيار به يكديگر شبيه است كه اين مساله براي تغيير شكل  ملاحظه مي) 4(و ) 2(همانگونه كه از روي كانتورهاي شكلهاي 
  .نشان داده شده است) 5(قائم محور مياني صفحه مستطيلي فوق در شكل 
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  كمقايسه نتايج روش اجزاي محدود با روش ايزوژئومتري  – 5 شكل

  
شود  المان كه در واقع از حاصلضرب تعداد دهانه هاي گرهي حاصل مي شبه 12توجه شود كه در واقع در تحليل ايزوژئومتريك فقط از  

همچنين در . باشد ميبرابر بيشتر  80المان چهار گرهي استفاده شده است كه حدود  960در حالي كه در روش اجزاي محدود از  ،استفاده شده است
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شود كه تغييرات قابل  است كه باز ملاحظه مي 1000و در اجزاي محدود در حدود  100يل ايزوژئومتريك تعداد مجهولات گرهي در حدود روش تحل

همچنين در روش . شده است در روش ايزوژئومتريكسرعت و دقت حل مساله ابعاد دستگاه معادلات نهايي ايجاد شده كه سبب افزايش ملاحظه اي در 
شود، در حالي  شوند كه از معايب و ضعفهاي روش اجزاي محدود محسوب مي گاهي گيردار مي گاه فقط نقاط تكيه براي مدلسازي تكيه اجزاي محدود

شود كه باز تفاوت در دقت  به صورت گيردار مدل مي سراسري و پيوستهكه در روش ايزوژئومتريك كل وجه سمت چپ صفحه مستطيلي به صورت 
البته براي آشنايي با توانمنديهاي روش ايزوژئومتريك و ملاحظه مثالهاي با جزئيات بيشتر  .اجزاي محدود روشن خواهد بودمدلسازي نسبت به روش 

  .رجوع نمود )12و3(توان به مراجع  مي
  
  گيرينتيجه  .6
 

برخي از محدوديتهاي اين روش،  ولي با توجه به .باشد اجزاي محدود روشي شناخته شده و توانمند در تحليل مسايل سازه و مكانيك ميروش 
با توجه به اينكه روش . اند روشهاي ديگري مانند روشهاي بدون شبكه و روش ايزوژئومتريك براي پوشش ضعفهاي آن در سالهاي اخير ارايه شده

ارتقا و عمومي شدن اين سازه سبب ايزوژئومتريك در ابتداي راه تكامل خود قرار دارد ولي پتانسيل بالاي اين روش در حل مسايل پيچيده مكانيك و 
سرعت و دقت بالاي مدلسازي نسبت به راحتي،  توان به مي از مزاياي اين روش كه در حل مسايل مشاهده شد. روش در زمان كوتاهي خواهد گرديد

معادلات و اقناع دقيق شرايط مرزي همچنين كاهش ابعاد دستگاه  ،مانند روش اجزاي محدود عدم نياز به شبكه بندي دامنه مساله ،روش اجزاي محدود
  .اشاره نموددر مدلسازي مساله 

و توليد شكلهاي بسيار  با توجه به كاهش چشمگير متغيرهاي طراحي 1سازها توپولوژي و شكل توان از اين روش در بهينه سازي به عنوان پيشنهاد نيز مي 
توزيع جريان سيالات در محيطهاي متخلخل و  .استفاده نمودو ارتوتروپيك  FG2لح با مصا ساخته شده و يا حل مسايل با مرزهاي يكنواخت تر تر عملي

 .انتشار موج در جامدات وسيالات نيز از مواردي است كه ميتوان با روش ايزوژئومتريك به مدلسازي و حل آنها مبادرت نمود
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