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 خلاصه

از اين  استفاده. كنيم ه مياستفادسازي توپولوژي  براي بهينههاي متحرك  رياضي به نام روش مجانب ريزي ي برنامهها روش در اين مقاله از يكي از 
ها در محدوده  سازي وزن سازه با شرط باقي ماندن تنش بندي حداقل ما فرمول. كند بندي مسائل متنوعي را ميسر مي امكان تعريف و فرمول  روش

مصالح به  براي اين منظور تابع چگالي. شود سازي مصالح با استفاده از روش چگالي مصنوعي انجام مي مدل. دهيم ميمجاز را مورد استفاده قرار 
براي . گيرد سازي مورد استفاده قرار مي عنوان متغير طراحي در مسئله بهينه شود و در نهايت به صورت يك مقدار ثابت براي هر المان درنظر گرفته مي

  .اند هاي دوبعدي حل شده و نتايج تشريح شده براي سازه هايي نشان دادن درستي روش، مثال

  

  ولوژي، قيد تنش، تابع چگالي مصنوعيسازي توپ بهينه: كلمات كليدي

 

 

   مقدمه  .1

 

شود و  بسته به نوع شرايطي كه سازه ساخته مي. ها به دنبال پيدا كردن توزيع بهينه ماده در يك دامنه طراحي مشخص هستيم در طراحي توپولوژي سازه
يا يك ماده مركب ) يا سياه و سفيد 0-1اصطلاحاً (با ماده و حفره اي  دست آوردن سازه تواند به گيرد، هدف از طراحي، مي برداري قرار مي مورد بهره

در . باشد هاي مذكور بسيار مفيد مي هاي پيوسته، براي هر يك از حالت بندي توزيع ماده براي مسائل طراحي توپولوژي سازه استفاده از فرمول. باشد
اين چگالي . اي با حداقل كار خارجي هستيم يابي به سازه از پيش تعيين شده، جهت دستگونه مسائل غالباً به دنبال يافتن توزيع چگالي در يك دامنه  اين

  .مسئله اصلي باشد 0-1يابي مصنوعي براي جلوگيري از حالت  دار يا يك پارامتر درون ممكن است معرف يك ماده مركب خلل وفرج
تحقيقات  ،]1[هاي پيوسته توسط بندسو و كيكوچي  ژي سازهپس از معرفي تكنيك توزيع ماده براي كاربردهاي محاسباتي طراحي توپولو

تقريباً تمام اين تحقيقات كه بر اساس در . بسياري جهت ارتقاء روش اوليه از حالت حداقل كار خارجي به ساير معيارهاي طراحي اختصاص يافته است
خصوصاً در مورد تعداد (هاي محاسباتي  زي كار خارجي، داراي پيچيدگيسا اند، مانند حداقل ريزي شده سازي پايه نظر گرفتن معيار كلي از منظر بهينه

  . هستند) قيدها
يكي طبيعت محلي قيد . نظر بگيريم، دو سوال اساسي وجود خواهد داشتسائل طراحي توپولوژي پيوسته در اگر بخواهيم قيدهاي تنش را در م

مورد دوم . نظر گرفتن تعداد زيادي قيد در يك پروسه محاسباتي باشندكه قادر به در كار گرفته شوند  بههايي  تنش است، به اين معني كه بايد روش
شود؛ اما براي حالتي كه با يك  شود، قيد تنش به سادگي تعريف مي كار گرفته مي به 0-1بندي  در حالتي كه فرمول. بندي معيار تنش معادل است فرمول

  .تنش ديگر مانند حالت قبلي نيستماده با چگالي بينابين سروكار داريم، شكل قيد 
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هاي بينابين از رابطه قانون تواني بين سختي و  اعمال جريمه بر روي چگالي و به منظور شده كار گرفته در اين مقاله مدل چگالي مصنوعي به
  :، به شكل كلي زير هستنداند مسائلي كه مورد بررسي قرار گرفته .استفاده شده است SIMP(1(چگالي 
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شود برخلاف مسائل  طور كه ملاحظه مي همان. باشند تنش مجاز مي lσتنش معادل هر المان و  σدامنه طراحي،  Ωچگالي،  ρكه در اين رابطه  
. و ناپيوستگي در فضاي طراحي است 2قاعدگي يكي از موارد مورد توجه در اين دسته از مسائل بي. طراحي توپولوژي، قيد تنش اعمال شده استسنتي 

سازي آن را قابل حل  هايي استفاده نمود كه با ايجاد تغيير در مسئله بهينه شود و براي رفع آن بايد از روش اين مشكل از شرايط نامناسب قيدها ناشي مي
ريزي رياضي به كار  هاي برنامه هيداتي براي استفاده از روشبه اين خاطر بايد تم. افزايد علاوه بر اين بزرگي ابعاد مسئله بر مشكلات كار مي. كنند مي

  .گمارده شوند
  

  

   سازي مواد با چگالي مصنوعي رابطه   .2

  
دامنه طراحي توسط  ،كنيم زماني كه از يك فرم گسسته استفاده مي. تيم كه ماده بايد وجود داشته باشدنقاطي هسدر طراحي توپولوژي به دنبال پيدا كردن 

در واقع در فضاي . گيرد يا نه، سياه يا سفيد خواهند شد قرار مي ها آنكه ماده در  شود كه در نهايت بسته به اين هايي تبديل مي اجزاء محدود به پيكسل
براي مجموعه  اين امر به اين معني است كه ،)1( سازي نهيبراي مسئله به. شامل مواد باشد هستيم كه matΩ، به دنبال تعيين زيرمجموعه بهينهΩمرجع 

  :تانسورهاي سختي قابل قبول، داريم
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ijklEباشد تانسور سختي براي ماده ايزوتروپيك مي.  
استفاده از نوعي جريمه براي ميل دادن جواب  سپسپيوسته به جاي مقادير صحيح و  كردن مقاديرترين شيوه حل اين مسئله، جايگزين  متداول

كه به طور پيوسته وابسته به تابعي به نام چگالي ماده باشد، مسئله طراحي  پس از آن با بهبود ماتريس سختي طوري. باشد مي 0-1به سمت مقادير گسسته 
اي كه بايد مدنظر باشد اين است كه  نكته. اين تابع از اين پس متغير طراحي خواهد بود ].2[شود  ميسازي اندازه  ينهدر دامنه ثابت تبديل به يك مسئله به

ينابين تابع چگالي مصنوعي بايد اين معني است كه مقادير ب اين به . نواحي از مواد ياحفره تشكيل شده باشند نتايج طراحي بايد طوري باشد كه تقريباً همه
  .جريمه شوند 0-1سازي پيوسته مسائل  هاي بهينه ساير تقريب انندهم

صورت زير بيان   است كه به SIMP مدلاست، مدل سختي نسبي جريمه شده يا  هايي كه كفايت و عموميت آن مشخص شده يكي از گزينه
  :شود مي
)3(  0

( ) ( ) , 1
p

ijkl ijklE x x E pρ= >  
          .شود حجم سازه به صورت زير تعريف مي

)4(  ( )x dV ρ

Ω

Ω= ∫  

0و 0خصوصيات مصالح را بين  ،چگالي. جا گرفته شده است از اينشود  مي چگالي ناميده ρاينكهدليل 
ijklE كند يابي مي به صورت زير درون.  

)5(  0
( 0) 0, ( 1) ,ijkl ijkl ijklE E Eρ ρ= = = =  

  . است مورد انتظار،  با يك مدل فيزيكي مناسب حاصل شده طرح سياه و سفيد چگالي صفر يا يك باشد، در تمام نقاط داراي كه اگر طرح بهينه يعني اين
1P با انتخاب به بيان . ، نامطلوب خواهند بودها آنخاطر كوچك بودن سختي در مقايسه با حجم در  هاي بينابين به چگالي، SIMPدر روش<
. شود اعمال مي ها آناي براي  شود و به عنوان جريمه هاي بينابين در طرح بهينه مي بر شدن چگالي منجر به هزينه يك بزرگتر ازPديگرانتخاب مقدار

3Pواقعي 0-1براي طرح (Pتجربه نشان داده است كه با انتخاب مقدار به اندازه كافي بزرگ اين براي علاوه بر ].3[دادسازي نتيجه خواهد  بهينه)  ≤

                                                 
 1 Solid IsotopicMaterial with Penalization 

2  Irregularity 
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، با شرط سازگار بودن قيد حجم، يك جواب Pگسسته نشان داده شده است كه براي مقادير به اندازه كافي بزرگ حداقل كار خارجي در حالت مسائل
  ].3[خواهد داشت وجود  0-1بهينه كلي 

  
  

  سازي بهينهتعريف مسئله   .3

  

از اين ميان . شود گونه مسائل مطرح مي حال مشكلات بسياري براي حل اين با اين. بسيار پراهميت استاعمال قيد تنش به مسالئل طراحي بهينه توپولوژي 
 .سازي وغلبه بر مشكلات تمركز تنش اشاره نمود هت بهينهميتوان به نحوه مطرح كردن قيد، زياد بودن تعداد قيود، اعمال الگوريتم مناسب ج
ماده با  اظ فيزيكي سازگار با خصوصياتاز طرفي بايد از لح. ساده باشد يك قيد تنش مناسب براي مدل مصالح مصنوعي بايد تا حد ممكن

  .]3[ودش مياستفاده  pبا ضريب جريمه) SIMP(براي مصالح مصنوعي  ن ميزسوتنش ف معيارجا از  در اين. باشدچگالي مصنوعي 
)6(  0≥≤ ρσρσ ifl

p
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در رابطه بالا
vmσ تنش فن ميزز و

lσ اين امر موجب كاهش محدوده . گر كاهش مقاومت در ماده متخلخل است اين قيد بيان. تنش مجاز مي باشند
انتخاب مقدار . سان استفاده شده است دست آوردن سختي و قيد تنش از توان يك ود براي بهش ميمانطور كه مشاهده ه. ودش مي pρمقاومت با فاكتور 

  ].4[باشد ديگري براي توان با فيزيك مسئله سازگار نمي
ارجي است، به صورت ش كه در تعادل پايدار با نيروهاي خبه اين ترتيب شكل كلاسيك مسئله حداقل كردن وزن سازه با در نظر گرفتن قيد تن

  :آيد زير به دست مي
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گر تعادل پايدار در  باشند كه بيان ان، سختي و نيروهاي گرهي ميبه ترتيب ماتريس تغيير مكfو U،K .معرف المان مي باشد eانديس ) 7( در رابطه
  .در مسئله فوق مي توان تنش را در يك نقطه المان، مثلا گره مياني در نظر گرفت. مسئله است

  
  

  هاي حل روش   .4
  

"تكيني"وجود مسئله 
اين مسئله ابتدا در حل مسائل خرپا پيش آمد و . ]5[كنيم اعمالشود تا تمهيدات خاصي را در حل مسائل با قيد تنش  باعث مي 1

باعث حذف ) حذف يك يا چند المان(كه تغيير در توپولوژي سازه  دهد تكيني به اين خاطر روي مي. شدمنجر به يك بي قاعدگي در فضاي طراحي 
اين امر به اين معني است كه . شود فضاي طراحي مي شدن 2حالتي دهد و باعث چند شده و در نهايت فضاي طراحي مسئله را تغيير مي اه آنقيد متناظر با 

رت به عبا. قرار دارند، پيدا كنند حالته اي را كه در اين نواحي چند توانند نقاط بهينه تاكر ديگر نمي سازي مبتني بر شرايط كان هاي كلاسيك بهينه روش
  .سازي قادر نخواهد بود نقاط با چگالي كم را كاملا حذف كند و به توپولوژي بهينه درست برسد ديگر يك الگوريتم استاندارد بهينه

در ابتدا توجه كنيم كه در يك . بندي را طوري تغيير دهيم كه بهتر به جواب همگرا شود يك روش براي رفع اين مشكل اين است كه فرمول
توانيم آن را به  از قيد ميρ<0براي حذف شرط . شوند كه ماده وجود داشته باشد وپولوژي، قيدهاي تنش تنها زماني اعمال ميمسئله طراحي ت

  : صورت زير بنويسيم
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1 Singularity 

2  Degeneracy 
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نويسي فرمول به اين شكل كافي  متاسفانه باز. ]5[ها است تنشنظر گرفتن نيروها به جاي  اي در يك خرپا، اين شرط به معني در براي اجزاي ميله
شد، بازنويسي  ارائه] 6[ژو كه توسط چنگ و  1سازي يك روش اين است كه قيدها را با روش رها. نيست و نياز به اعمال تغييرات ديگري نيز هست

   :باشد رابطه جديد به اين صورت مي . كنيم
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ضريب. حالتي نيست ، مسئله با قيدهاي بالا، داراي فضاي طراحي خواهد بودكه ديگر چندε<0به ازي هر. مشخص استمقدار يك  εكه 
)1( ρ− 1شود كه دهد كه قيد تنش واقعي زماني اعمال مي اطمينان مي=ρ سازي عادي، امكان  هاي بهينه بنابراين با استفاده از الگوريتم. باشد

*رسيدن به نقطه مينيمم

ερ سازي هايي يك به يك ميان پارامتر رها سازي، نگاشت بندي رها چنگ و ژو نشان دادند كه فرمول. وجود خواهد داشتε 

}{، دنباله فضاهاي طراحيε→0اين يعني اينكه وقتي. آورد به وجود مي ها آنشده و جواب بهينه سازي  و فضاي طراحي رها εΩ  و جواب بهينه

اي از مسائل  ي شامل حل دنبالهبنابراين روند رسيدن به جواب نهاي .شود حالتي و جواب بهينه آن همگرا مي به سمت مسئله اصلي چند ερها آن
توان با استفاده از همچنين مي. استفاده كرد 3و توابع جريمه 2هاي توابع مانع توان از روش مي. خواهد بود εسازي متناسب با پارامترهاي نزولي بهينه

2

min ερ توان اين كار را با تقسيم متوالي مي ].5[مسئله را حل كرد−610يا  −410به −110و با كاهش تصاعدي حداقل چگالي از  =
2

min ερ زايش دهيم، شوند را اف براي اينكه مجموعه نقاط شروع كه منجر به پيدا كردن نقطه تكين مي. انجام داد) 2مثل( بر يك ضريب معلوم =
  ]. 13[بايد چگالي حداقل انتخابي به اندازه كافي بزرگ باشد

سازي اين  هاي تقريب هاي تنش طوري نوشته شوند كه متناسب با راه حل قيد بايد] 7[  (MMA)هاي متحرك براي استفاده از روش مجانب
  ]:5[كنيم ها را به صورت زير بازنويسي مي براي اين منظور قيد. روش باشند
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   سازي بهينهروش    .5

  
همراه  هاي زيادي از جمله محدود بودن تعداد قيد ها با محدوديت اين روش. شود بهينگي استفاده مي هاي معيار مسائل حداقل انرژي كرنشي از روش براي

اي اندازه و شكل بسيار  سازي سازه بهينهريزي رياضي براي حل مسائل  استفاده از برنامه. به كار آيند توانند در اين گونه مسائل هستند و به همين خاطر نمي
شود و ميدان تغيير مكان به  تنها بر حسب متغيرهاي طراحي درنظر گرفته مي سازي بهينهمسئله طراحي به عنوان مسئله ها  روشدر اين . باشد متداول مي

  .ودش ميميدان تغيير مكان بر اساس معادلات تعادل به صورت ضمني بر حسب متغرهاي طراحي بيان . ودش مياحي بيان صورت تابعي از متغيرهاي طر
بنابراين . اندازه براي چگالي روي يك دامنه ثابت است سازي بهينهتوپولوژي، تبديل مسئله به  سازي بهينهايده اساسي روش توزيع ماده براي 

مشكل عمده پيدا كردن الگوريتم مناسبي است كه بتواند براي تعداد . اند براي مسائل طراحي توپولوژي نيز به كار رودروش ذكر شده در بالا مي تو
اين . نيمك ميبراي اين كار استفاده  )MMA(هاي متحرك  جا ما از روش مجانب در اين. زيادي متغير طراحي به همراه تعداد زيادي قيد، مناسب باشد
  .]3[پولوژي با قيدهاي زياد مناسب استتو سازي بهينهالگوريتم نشان داده است كه بسيار كلي است و براي مسائل 

وتقريب سهموي ) SLP(مشابه روشهايي مثل خطي سازي متوالي ]8[ )CONLIN(روش مادر آن  و) MMA(روش مجانب هاي متحرك 
نند كه اين ك ميتر كار  هاي تقريبي ساده ها با زيرمسئله آنهمه . هموار غير خطي به كار مي روند سازي ينهبهمي باشند كه براي حل مسائل  )SQP(متوالي

اساس مقادير مشتقات در نقطه تكرار فعلي و تكرار قبلي ساخته باشند و بر پذير و محدب مي تفكيك) CONLIN(و ) MMA(ها براي روش زيرمسئله
در . ودش ميود و جواب زير مسئله به عنوان نقطه تكرار بعدي در نظر گرفته ش ميمسئله توسط روش دوگان حل ير، اين زدر هر نقطه تكرار. وندش مي

),,(متغير حقيقي  nاز Fتقريب تابع)  MMA(روش  1 nxxX   :به شكل زير است 0xحول نقطه تكرار=…

                                                 
1
 Relaxation  

2
 Barrier Function 

3
 Penalty Function 
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پارامترهاي
iU  و

iLهاي تقريبهاي  مجانبF دست آمده به روز  ر يك از توابع، بر اساس نتايج بهبراي ه سازي بهينهباشند كه در پروسه  مي
  :را به صورت زير بيان كرد سازي بهينهبه  طور خلاصه مي توان الگوريتم . وندش مي

)0(انتخاب يك نقطه  شروع . 0گام 
X0و قرار دادن انديس تكرار برابر صفر=k.  

)(توليد توابع تقريبي .1گام  )(k

i xf ها آنو توليد گراديان هاي )( )(k

i xf∇ در نقطه تكرار)(k
Xبرايmi ,,1,0 …=.  

k)(توليد زير مسئله .2گام 
P با قرار دادن توابع تقريبي)(k

ifبه جاي توابع
if.  

k)(حل زير مسئله .3گام
P1(و قرار دادن جواب اين زير مسئله به عنوان نقطه تكرار بعدي( +k

X 1، قرار دادن+= kk 1و رفتن به گام.  
 

  

  هاي عددي مثال   .6

 

ضريب  شوند كه در اين بخش ارائه مي عددي هاي در مثال. هيم د هايي را مورد بررسي قرار مي جهت نشان دادن كارايي روش مذكور مثالدر اين بخش 
3pتوان جريمه  21همچنين براي سادگي مدول الاستيسيته و نسبت پواسون را به ترتيب . در نظر گرفته شده است = /E N m=  0.3وν اختيار  =

. گيرد ها قرار مي يعني نقاطي كه ماده در آن. هاي با چگالي يك هستند هاي سياه شده معرف المان هاي زير، المان در نتاج نشان داده شده در مثال .كنيم مي
اند  هاي زير از موادي با چگالي بينابين تشكيل شده ثاله اوليه در مشود ساز طور كه مشاهده مي همان. هاي سفيد به معني نقاط با چگالي صفر هستند المان

  .و توپولوژِ بهينه سازه به دست آمده است اند ها همگرا شده يك يا نزديك به آن ها به مقادير صفر و سازي، چگالي المان كه پس از پايان بهينه
) 1(گاهي و شرايط بارگذاري در شكل  سطح اوليه، شرايط تكيه. دهيم به عنوان اولين مثال مسئله خرپاي دو عضوي را مورد بررسي قرار مي

5pمقدار بار وارده و مقدار تنش مجاز به ترتيب. كنيم استفاده ميسازي  جهت تحليل و بهينه 24×14بندي  از يك شبكه. اند نشان داده شده N=  و
220 /l N mσ   .نشان داده شده است) 2(شكل نهايي سازه بهينه در شكل . باشند مي =

نشان داده ) 3(گاهي و بارگذاري در شكل  يط تكيههندسه، شرا. كنيم شكل را كه تحت بار متمركز قرار دارد بررسي مي-در مثال بعدي سازه ال
2pسازه تحت بار . شده است N= 220المان انجام شده است و تنش مجاز 884بندي با  شبكه. قرار دارد /l N mσ سازه . در نظر گرفته شده است=

  .شود ملاحظه مي) 4(نهايي در شكل 
  
  

  
  خرپاي دو عضويمسئله  – 1شكل
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  توپولوژي بهينه خرپاي دو عضوي – 2شكل                                                                 

  
  

  
  شكل تحت بار متمركز-سازه ال -3شكل                                                                                  

  

  

  
  شكل-توپولوژي بهينه سازه ال – 4شكل                                                                             

  

  

  نتايج   .7

  

از معيار تنش فون ميزس براي  .سازي توپولوژي بيان شد كه شامل حداقل سازي وزن سازه با اعمال قيد تنش است در اين مقاله نوع ديگري از مسئله بهينه
  .به كار گرفته شدpبيان قيد تنش استفاده شد و مقدار توان جريمه كاهش تنش مجاز برابر با ضريب جريمه 
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ه شد در طور كه اشار همان. سازي استفاده شده است براي انجام بهينه ريزي رياضي است، كه يك روش برنامه هاي متحرك از روش مجانب 
ريزي  روش برنامه. هاي معيار بهينگي وجود ندارد سازي توپولوژي امكان استفاده از روش با تعداد قيدهاي طراحي زياد، برخلاف مسائل سنتي بهينه  مسئله

دهنده كارايي   اي حل شده نشانه  نتايج مثال. رياضي مورد استفاده بايد قابليت حل مسئله حجيم با تعداد متغيرهاي طراحي و قيود زياد را داشته باشد
  .باشد روش مذكور مي

اين مشكل در مسائل طراحي توپولوژي . شود قاعده شدن فضاي طراحي مطرح مي يا بي شود مشكل تكيني در مسائلي كه قيد تنش وارد مي
روش رهاسازي براي . باشند ي چندان مطلوب نميشود كه از نقطه نظر مهندس مي) نقاط با چگالي بينابين(هاي پيوسته باعث ايجاد نقاط خاكستري  سازه

  .دهد اين روش كارايي لازم را داشته است هاي حل شده نشان مي هاي با چگالي بينابين و غلبه بر مشكل تكيني به كار گرفته شد كه مثال حذف المان
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