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هاي سنگ با استفاده از روش بدون تعيين ضريب تمركز تنش مود كششي شكستگي
  يابي جابجائيمش گالركين و برون

 
  3، بهروز حسني2، رضا كاكائي1حسين ميرزائي نصيرآباد

 hm_nasr@yahoo.comمعدن، دانشكده مهندسي معدن و ژئوفيزيك، دانشگاه صنعتي شاهرود،   دانشجوي دكتري -1
   استاديار دانشكده مهندسي معدن و ژئوفيزيك، دانشگاه صنعتي شاهرود،- 2

    دانشيار دانشكده مهندسي عمران، دانشگاه صنعتي شاهرود،- 3
  

  چكيده
. شودش امري ضروري بوده و عموما با استفاده از يك روش عددي محاسبه ميدر تحليل مسائل مكانيك شكست تعيين ضريب تمركز تن

- در اين مقاله با استفاده از روش عددي بدون مش گالركين و در محدوده رفتار ارتجاعي خطي، ضريب تمركز تنشِ مود كششي شكستگي
ها با استفاده از روش بدون مش گالركين، از معيار زهبراي مدلسازي در. يابي جابجائي تعيين شده استهاي سنگ با استفاده از روش برون

يابي براي ارزيابي روش بدون مش گالركين و روش برون. قابليت ديد و براي اعمال شرايط مرزي از ضرايب لاگرانژ استفاده گرديد
يابي جواب روش برون. گرفتحاوي درزه افقي تحت بارگذاري كششي محاسبه و مورد بحث قرار جابجائي، ضريب تمركز تنش در نمونه 

مقايسه نتايج روش بدون مش گالركين با روش . اختلاف نسبت به روش تحليلي از دقت بسيار خوبي برخوردار است% 6/2جابجائي با 
 تواند به عنوان يك ابزار كليدي در حوزهتحليلي و روش المان محدود مبين اينست كه اين روش از دقت بالائي برخوردار بوده و مي

  .مكانيك شكست سنگ بكار گرفته شود
   

  يابي جابجائي، مكانيك شكست سنگ، مود كششيروش بدون مش گالركين، ضريب تمركز تنش، برون :كلمات كليدي
  
  
  

Determination the Tension Mode Stress Intensity Factor in Jointed Rock 
Medium Using Element Free Galerkin and Displacement Extrapolation 

Methods 
Hossein Mirzaei, Reza Kakaie, Behroz Hassani 

 
Abstract 
in fracture mechanics studies, determination of stress intensity factor is the essential work. This factor is 
commonly calculated by a numerical method. in this paper the Element Free Galerkin method based on 
the linear elastic fracture mechanics was used to determine tension-mode stress intensity factor in jointed 
rock medium using displacement extrapolation method. The visibility criterion was applied to model the 
rock fractures and Lagrange multipliers method was employed to enforce the boundary conditions. to 
verify the computational capability and accuracy of the method, an example of jointed sample including 
horizontal joint was considered under tension load and the stress intensity factor was determined and 
evaluated. The displacement extrapolation method with %2.6 difference in comparison with analytical 
method has high precision. Comparison of the results indicates that element free Galerkin method is 
accurate and can be used as a key tool in rock fracture. 
 
Keywords: Element Free Galerkin method, Stress intensity factor, displacement extrapolation method, 
Rock fracture mechanics. 
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   مقدمه-1
... ها وبندي، ريزترك ت لايهها، صفحاها نظير درزهدر مقياس مهندسي توده سنگ از مجموعه ماده سنگ و انواع ناپيوستگي

پايداري يك محيط . شودهاي مذكور، شكستگي اطلاق ميتشكيل شده است كه در مكانيك شكست سنگ به ناپيوستگي
بسته به نوع بارگذاري و هندسه . هاي آن بستگي داردها به انتشار يا عدم انتشار شكستگيدار تحت انواع بارگذاريسنگي درزه
مود اول، مود . يابديك شكستگي به صورت يكي از سه مود اصلي و يا تركيبي از آنها گسترش ميهاي سنگ، شكستگي

شوند؛ مود دوم، مود لغزشي يا بازشدگي يا كششي است كه سطوح ترك يا شكستگي در راستاي عمود بر صفحه آن جدا مي
 مود سوم، مود پارگي است كه سطوح لغزند وبرشي است كه سطوح ترك نسبت به هم در جهت عمود بر خط نوك ترك مي

وقتي محيط ]. 1[سه مود انتشار ترك نشان داده شده است) 1(در شكل . لغزندترك در جهتي به موازات خط پروفيل آن مي
هاي آن تمركز تنش بوجود آمده و بسته به ميزان تمركز تنش و گيرد، در نوك شكستگي دار تحت بارگذاري قرار ميسنگي درزه

ها محيط سنگي  ها در مودهاي مختلف گسترش يافته و با اتصال آنستحكام شكست سنگ، ممكن است شكستگيميزان ا
ضريب تمركز تنش يكي از مهمترين پارامترهاي . شودتمركز تنش در نوك درزه با ضريب تمركز تنش بيان مي. گسيخته شود

وك ترك برحسب بار اعمالي و اندازه و شكل ترك بيان مكانيك شكست بوده و قادر است ميدان و توزيع تنش را در حوالي ن
هاي عددي هاي تحليلي و روشهاي تجربي، روشروش: هاي موجود براي محاسبه ضرايب تمركز تنش به سه دستهروش. نمايد

هاي  به نمونهبر بوده و فقطهاي تجربي مثل فتوالاستيسيته و كاليبراسيون نرمي معمولا پر هزينه و زمانروش. شوندتقسيم مي
هايي با هندسه و بارگذاري ساده توسعه   هاي تحليلي نيز فقط در مدلروش. ساده از نظر هندسي و  بارگذاري قابل اعمال است

هاي عددي نظير روش المان محدود و هاي با هندسه و بارگذاري پيچيده عمدتا از روشبنابراين در مدل]. 3،2[اند داده شده
هاي المان محدود و المان مرزي در برخورد با مسائل مكانيك شكست با مشكلاتي روش]. 5،4[شود ه ميالمان مرزي استفاد

هاي متحرك در صورت استفاده از  در مدلسازي انتشار ترك با مرز. شود بندي آن مربوط مي درگير هستند كه به ماهيت مش
  ها به اين روش

 ]1[سه مود اصلي انتشار ترك  -1شكل
  

هاي حالت  بندي مكرر لازم است كه هم هزينه محاسباتي خيلي بالائي دارد و هم در انتقال متغيررات ژئومتري، مشخاطر تغيي
هاي بدون مش متعددي نظير  براي غلبه بر اين مشكلات، روش. آيد از مش قديم به مش جديد مشكلات عديده بوجود مي

، روش بدون مش محلي پترو 3، روش بدون مش گالركين2 كرنلاي توليد مجدد، روش ذره1اي نرم شدههيدروديناميك ذره
هاي بدون مش اين است كه متغيرهاي ميدان را بطور  جنبه مشترك همه روش]. 7،6[توسعه داده شده است ...  و4گالركين

براي محاسبه . ارندها نياز ند كنند و به اتصالات از پيش تعريف شده گره هاي گسسته ارزيابي مي داخلي بر مبناي تعدادي از گره
ها در حوالي نوك ترك تعيين شده و ضريب تمركز تنش ها و جابجائيضريب تمركز تنش با يك روش عددي، ابتدا ميدان تنش

                                                 
١ Smooth Particle Hydrodynamic 
٢ Reproducing Kernel Particle Method 
٣ Element Free Galerkin Method (EFGM) 
٤ Meshless Local Petrov-Galerkin 
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يابي جابجائي و روش هاي يابي تنش و برونهاي مستقيم نظير برونبراي محاسبه ضريب تمركز تنش از روش. گرددمحاسبه مي
در اين مقاله با استفاده از روش بدون مش ]. 1،4[شود ، انرژي گريفيث و مشتق سختي استفاده ميJال غير مستقيم نظير انتگر
سپس با در نظر . گرددهاي سنگ محاسبه مييابي جابجائي، ضريب تمركز تنش مود كششي شكستگيگالركين و با روش برون

-ي با نتايج روش تحليلي و روش المان محدود مقايسه مييابي جابجائگرفتن يك مثال، نتايج روش بدون مش گالركين و برون
 .گردد

  
  EFGM روش بدون مش -2

سـاختن تقريـب بـدون مـش بـا          : اين روش اساسـا دو جنبـه دارد       . هاي بدون مش است    يكي از متداول ترين روش     EFGروش  
فرمول . ي مرتبه پائين گالركينو تقريب عددي معادلات حاكم با فرمول بند  ) MLS(استفاده از تكنيك حداقل مربعات متحرك       

 : بصورت زير است]8[ بر اساس فرمول بندي بليچكو و همكارانشEFGبندي روش 
  MLS تقريب -2-1

 بـه   hu، تقريب محلي    ]8[ تقريب محلي آن باشد، طبق مطالعات لنكستر و همكارانش           hu و   Ω متغير ميدان در حوزه    u(x)اگر  
  :شود بيان ميa(x) و بردار ضرايب P(x)صورت ضرب داخلي بردار چند جمله اي پايه
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Th xaxpxaxPu
1

)()()().(  

m  1,,(در مسائل دو بعدي عموما توابع پايه خطي       . اي است ه چند جمله  ها در توابع پاي    تعداد جمله( yxPT . شـود  اسـتفاده مـي  =
 گسـسته و  2L را با مينيمم كردن نُـرم خطـاي   a(x)ها معلوم باشد، بردار   در مجموعه اي از گرهix ،i = 1 , … , nاگر مقادير

  :شود به صورت زير تعريف مي2Lنرم خطاي . توان بدست آورددار ميوزن
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xx(w(كه i−      ه تاثير گره     تابع وزن است كه در حوزi  شود، تعريف ميiu    مقدار گرهي در نقطه ix   و n   هـا در حـوزه      تعداد گـره
يكي از توابع وزنـي كـه در        . كند نقش مهمي بازي مي    MLSتابع وزن نقش تاثير گرهي را دارد و در تقريب           .  است xتاثير نقطه   

  ].9[شود باشد كه به صورت زير تعريف ميمي cubic splineع شود، تابمطالعات استفاده مي
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: فاصله نرماليزه شده است sكه پارامتر وزن    
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=) 0rثابت بودن ). ت شعاع حوزه تاثير اسJ  نسبت بـه a(x)   بـه حـل a(x) 

  :انجامدمي
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  :باشدورت زير ميبه ص xiφ)( تابع شكل
)9                                                                                                 (∑

=

−=
n

j
jiji xBxAxpx

1

1 ))()()(()(φ 

)(1(كند توجه شود كه تابع شكل بدست آمده شرايط دلتاي كرونكر را تامين نمي ≠ii xφ0و)( ≠ji xφ.(  
   فرم مرتبه پائين گالركين براي مسائل الاستواستاتيك-2-2

  :باشد محدود شده است، به صورت زير ميΓ كه با مرز Ωمعادلات حاكم بر مسائل الاستواستاتيك در دامنه 
)10                                                        (                                                      Ω=+∇ inb 0.σ            

  :با شرايط مرزي
)11                                                                                                                 (,uonuu Γ=  
)12        (                                                                                                          tontn Γ=.σ  

 بـردار   n و   tΓ نيروي سـطحي داده شـده در مـرز           uΓ،t جابجائي داده شده در مرز       u نيروهاي حجمي،  b تانسور تنش،    σكه
  .نرمال رو به بيرون مرز مسئله است

  :آيد، فرم مرتبه پائين معادله تعادل به صورت زير در مي]8[با اعمال شرايط مرزي اساسي با استفاده از ضرايب لاگرانژ 
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معادله فوق معادلـه تعـادل   .  به ترتيب فضاي هيلبرت مرتبه صفر و يك هستند1H و0H ضرايب لاگرانژ،λ تابع آزمون،    vδكه  
  .كندرا اقناع مي) 12(و ) 11(و شرايط مرزي ) 10(

سـاخته  ) 8( طبق معادلـه     vδ و تابع آزمون   u، راه حل تقريبي   )13(دن معادلات گسسته از معادله مرتبه پائين        براي بدست آور  
  :آيندمعادلات گسسته نهايي بصورت زير بدست مي. شوندجايگزين مي)13(شده و بهمراه توابع درونياب لاگرانژ در معادله 
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  :شوندها و بردارها در معادله فوق به صورت زير تعريف ميماتريس
)15                                                             (                                               [ ] ∫

Ω

Ω= dDBBK j
T

iij   

)16                                                                                                               (∫Γ Γ−=
u

dNG kiik φ  
)17                                         (                                                            ∫∫

ΓΩ

ΓΦ+ΩΦ=
t

dd II tbf   

)18                                                                                                                   (∫Γ Γ−=
u

duNq k  

)19                        (                                                                                        [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

xi

yi

yi

xi

iB

,

,

,

, 0
0

φ
φ

φ

φ
   

)20                                                                                                                   (⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

k

k
k N

N
N

0
0  

)21                                                                       (stressplaneforED
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

−
2

)1(
2

00
01
01

1 υ

υ
υ

υ
  



 1387 آبان ماه 9-7دانشگاه تهران   87- دومين كنفرانس مهندسي معدن ايران

 

 187

مقادير جابجـائي در   (u، بردار)14(با حل معادله .  بترتيب مدول الاستيسيته و ضريب پواسون مواد مورد نظر هستند     υ و Eكه  
  .شوندآيد و با استفاده از مقادير جابجائي ها مولفه هاي تنش محاسبه ميبدست مي) هاگره

 يابي جابجائيكزتنش با روش برون تعيين ضريب تمر-3
)K(يابي جابجائي، ضريب تمركـز تـنش      در روش برون   I    يـابي مولفـه قـائم جابجـائي در صـفحه پـشت تـرك بدسـت                  بـا بـرون  

 يابي جابجائيدر نظر گرفته شده و نحوه بكارگيري روش برون ) 5شكل  (بعنوان مثال صفحه كششي حاوي ترك مركزي        . آيدمي
هـاي    نسبت به صـفحه تـرك، مولفـه        θ و با زاويه     rدر نمونه نشان داده شده در شكل و در الماني بفاصله            . شودتوضيح داده مي  
  ].10[توان از روابط تحليلي زير بدست آورد جابجائي را مي

)22                                                               (                  
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 µ نصف طول ترك، a بار كششي اعمال شده، σهاي جابجائي،  مولفهv و u مختصات قطبي المان، θ و rدر روابط بالا 

  .باشد ضريب پواسون ميυضريب ارتجاعي برشي و 
  

  
  ].10[نهايت تحت بار كششي يكنواخت ترك در يك صفحه به ابعاد بي : 2شكل

 
  : به ضورت زير خواهد بود)v( يعني خط پشت ترك، مولفه قائم جابجائيπ=θدر 

)23                                                                                                               (( )υ−
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= 22
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rK)r(v I  

  :در نتيجه خواهيم داشت
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=  

ضريب تمركـز تـنش را بـا        () توان با استفاده از معادله       معلوم باشد، مي   π=θ يعني  در خط پشت ترك    vاكنون اگر جابجائي    
*يابي منحني تغييراتبرون

IK برحسب r 0 در نقطهr=محاسبه نمود  .                                           
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  روش بدون مش گالركينارزيابي -4
  دار با روش بدون مش گالركين و محاسبه ضريب تمركز تنش با روش هاي درزهبراي ارزيابي مدلسازي محيط

يابي يابي جابجائي، نمونه حاوي درزه افقي تحت بارگذاري كششي قرار داده شد و ضريب تمركز تنش در نوك درزه با بروننبرو
براي انجام محاسبات مورد نياز در . جابجائي محاسبه و نتايج آن با نتايج روش تحليلي و مدل المان محدود مقايسه گرديد

   200×100اي سنگي به ابعاد  در اين مثال نمونه. ستفاده شدندهاي لازم تهيه و ا برنامهMATLABمحيط 
در نظر گرفته شد و از دو )  الف- 3(متر قرار دارد، مطابق شكل  ميلي24اي افقي به طول  مترمربع كه در مركز آن درزهميلي

 گيگاپاسكال و 4/72ن اين نمونه بترتيب برابر ضريب الاستيسيته و پواسو.  مگاپاسكال قرار گرفت1طرف تحت تنش كششي 
  . باشد مي3/0
  يابي جابجايي محاسبه ضريب تمركز تنش با استفاده از روش برون -4-1

همانطور كه ).  ب-3شكل ( گره در دامنه مسئله توزيع شد 1426براي تعيين ضريب تمركز تنش با روش بدون مش گالركين، 
با .  در دامنه مسئله تعيين گردد)v( تمركز تنش بايستي بايستي مولفه قائم جابجائيتوضيح داده شد براي تعيين ضريب

  . نشان داده شده است)  ج– 3(استفاده از مدل بدون مش گالركين اين مولفه تعيين و در شكل 

                   
  )                          ج)                                         (ب                 ()             الف                                    (

) ج(ها در دامنه مسئله نحوه توزيع گره) ب. (هندسه نمونه حاوي درزه افقي مركزي كه تحت كشش قرار گرفته است) الف( -3شكل
  سئله در دامنه م)v(مولفه قائم جابجائي

  
)K(نتايج مدل بدون مش گالركين ، Iهمانطوركه اشاره شد براي محاسبه ضريب تمركز تنش مود  *

I به صورت تابعي از فاصله از 
  ها رسم نوك ترك در خط پشت ترك تعيين شده و با استفاده از رگرسيون خطي بهترين خط بر اين داده

يابي جابجائي را روش برون) 4(شكل . آيدر قائم مختصات ضريب تمركز تنش بدست مياز تقاطع اين خط با محو. گرددمي
  .آيد بدست ميmm.MPa124.6با استفاده از اين روش ضريب تمركز تنش برابر با . دهدنشان مي

  
  يابي جابجائيتعيين ضريب تمركز تنش با روش برون -4شكل
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  ستفاده از روش تحليلي و روش المان محدود محاسبه ضريب تمركز تنش با ا -4-2
)K(با استفاده از رابطه تحليلي موجود براي صفحه تحت كشش با ترك مركزي، مقدار ضريب تمركز تنش Iتوان به  را مي

  ]:10[صورت زير محاسبه نمود 

)25                                                              (   
mmMPaK

b
a

a
baK

I

I

.29.6
100
12tan
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ها اين مثال را حل كرده يابي تنشها و برونيابي جابجائيجاويد راد با استفاده از مدل المان محدود و با دو روش برون
م جابجائي يابي مولفه قائ و با برون6، عددي حدود yσيابي مولفه تنشمقدار ضريب تمركز تنش با روش برون]. 10[است

  . بدست آمده است6/6حدود 
    با نتايج روش تحليلي و روش المان محدود EFGMيابي جابجائي با مقايسه نتايج روش برون -4-3

يابي جابجائي هاي برون يابي جابجائي با روش بدون مش گالركين با جواب روش تحليلي و روشجواب روش برون) 1(در جدول 
  ..مان محدود مقايسه شده استيابي تنش با روش الو برون

  
  هاي مختلفمقدار ضريب تمركز تنش بدست آمده از روش -1جدول

  روش  روش
  تحليلي

  يابي جابجائي با روشبرون
  بدون مش گالركين

  يابي جابجائيبرون
  با روش المان محدود

  يابي تنشبرون
  با روش المان محدود

)( mmMPaK I  29/6  12/6  6/6  6  

  
اين اختلاف ناچيز نشانگر دقت     . اختلاف دارد % 6/2يابي جابجائي با روش بدون مش گالركين با روش تحليلي حدود             برون جواب

 .يابي جابجائي استبالاي مدل بدون مش گالركين و روش برون
  
  گيري نتيجه-5

ري، از روش بدون مش هاي سنگ تحت بارگذاري محودر اين مقاله براي تعيين ضريب تمركز تنش مود كششي شكستگي
بدين منظور ابتدا بردار جابجائي و تانسورهاي تنش و كرنش با مدل بدون مش . يابي جابجائي استفاده شدگالركين و برون

از آنجائيكه روش بدون مش گالركين فقط بر . يابي جابجائي بكار گرفته شدگالركين در دامنه مسئله تعيين و سپس روش برون
ها نياز ندارد، لذا در مقايسه با  شود و به اتصالات از پيش تعريف شده گرهبندي ميهاي گسسته فرمول رهمبناي تعدادي از گ

همانطوركه ملاحظه شد براي . روش المان محدود نسبت به مراحل مدلسازي و تغييرات آن از انعطاف بالايي برخوردار است
بنابراين . عاعي و در ساير نقاط بصورت شبكه مربعي توزيع شدندها بصورت شمدل در نظر گرفته شده در حوالي نوك ترك گره

ارزيابي . باشدتر ميمدلسازي مسائل مكانيك شكست با روش بدون مش گالركين نسبت به روش المان محدود به مراتب راحت
خطا در مقايسه % 6/2يابي جابجائي با حدود هاي مختلف محاسبه ضريب تمركز تنش نشان داد كه جواب روش بروننتايج روش

با روش تحليلي از دقت بالايي برخوردار است مقايسه نتايج روش بدون مش گالركين با روش تحليلي و روش المان محدود 
تواند به عنوان يك ابزار كليدي در حوزه مكانيك شكست سنگ مبين اين است كه اين روش از دقت بالائي برخوردار بوده و مي

  . بكار گرفته شود
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