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ط ي ها در محيدان تنش ها و جابجائين مييتع
با استفاده از روش  ينيرزمي زياطراف سازه ها

  نيبدون مش گالرك
  ∗∗∗∗ني، نادر فرد∗∗∗ي، بهروز حسن∗∗يكاكائخالو، رضا ∗رآبادي نصيرزائين ميحس

  

  دهيچك
 ـ  . ل حاكم است  يفرانسيدله د اك مع ي يده ا يعت بر هر پد   ي در طب  ياضياز منظر ر    يكيانبـر رفتـار مك

 ـ م ،ن معادله يبا حل ا  . ل حاكم است  يفرانسيك معادله د  يز  ي ن ينير زم ي ز يط اطراف فضاها  يمح دان ي
 ـ ز يك از نقاط توده سنگ اطراف فضا      ي ها و تنش ها در هر        يجابجائ  ـير زم ي سـبه شـده و     ا مح ين

حـل   و ين مقاله نحـوه فرمـول بنـد   يدر ا. ردي گيم   سازه مورد استفاده قرار يداريل پا ي تحل يبرا
 ها و تنش ها در      يتوده سنگ و محاسبه جابجائ    الاستو استاتيك   ل حاكم بر رفتار     يفرانسيمعادله د 

سـپس   .ح داده شده اسـت ين توضيط سازه با استفاده از روش بدون مش گالرك      ينقاط مختلف مح  
 ـبـا در نظـر گـرفتن        ن  ي روش بدون مـش گـالرك      يابي ارز يبرا بـا اسـتفاده از برنامـه       ك مثـال و     ي
 هـا محاسـبه شـده و        يدان تنش ها و جابجـائ     ي م ، روش فوق الذكر   ي بر مبنا  ه شده ي ته يروتيكامپ
نتـايج حاصـل از دو روش خيلـي بـه هـم             . سه شده است  ي با روش المان محدود مقا     حاصلج  ينتا

 مزايـاي خـاص خـود از    علاوه بـر  نزديك مي باشد و بيانگر اين است كه روش بدون مش گالركين             
  .خوردار استدقت خيلي بالائي نيز بر

  ع تنش ها، تونلين، روش المان محدود، توزي روش بدون مش گالرك:يدي كليواژه ها

  مقدمه -1
ل شـده و در صـورت       ي تحل يداري از نظر پا   يستي متفاوت با  ي ها ي با كاربر  ينير زم ي ز يانواع سازه ها  

 ي مناسـب طراح ـ   يستم نگهـدار  ينه س ين هز ينان مورد نظر و با كمتر     ي، با توجه به فاكتور اطم     يداريناپا
ار يك معي.  ارائه شده استي شكست مختلف يارهاي مع ينير زم ي ز ي سازه ها  يداريل پا ي تحل يبرا. گردد

مولفه .  توده سنگ است   ين عوامل مخرب و عوامل مقاومت     ي ب ياضيك رابطه ر  يانگر  ي ب شكست در واقع  
. دن شـو  يظـاهر م ـ   شكـست    يارهـا ي مع ي است كه در تمـام     يين پارامترها ي تانسور تنش از مهمتر    يها

                                                 
  .ir.ac.Shahroodut@hmirzaii شاهرود، ي استخراج معدن، دانشگاه صنعتي دكتريدانشجو∗
  استاديار دانشكده مهندسي معدن و ژئوفيزيك دانشگاه صنعتي شاهرود∗∗
 دانشيار دانشكده مهندسي عمران دانشگاه صنعتي شاهرود∗∗∗
  يار دانشكده معدن دانشگاه تهراناستاد∗∗∗∗
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ط اطـراف آن    يدان تـنش هـا در مح ـ      ي ـ لازم اسـت م    ينير زم ي ز يك فضا ي يداريل پا ي تحل ين برا يبنابرا
 يل ـي تحلي ساده باشد، با استفاده از روش ها   ياگر چنانچه هندسه سازه و نوع بارگذار      . محاسبه گردد 

 كه ي در صورتيول. دد گريق محاسبه ميط اطراف سازه بطور دقي ها و تنش ها در محيدان جابجائيم
 ي عـدد  يد از روش هـا    ي ـر با ي ها و تـنش هـا نـاگز        ين جابجائ يي تع يده باشد، برا  يچي مسئله پ  يژئومتر

  .استفاده شود
 يط هـا ي و حل مسائل محي در مدلسازين روش عدد ي پر كاربردتر   بعنوان )FEM( روش المان محدود  

 در  ي داشـته اسـت ول ـ     ي بزرگ ـ يت هـا  ي ـ موفق ي مهندس ي از كاربردها  يعيف وس ي در ط  با آنكه  ،وستهيپ
ا در مـسائل انتـشار تـرك بـا          ي ـ هـستند و     يادي ـ ز يل ـي خ ير شكل ها  يي كه شامل تغ   يبرخورد با مسائل  

ن مـشكلات، روش    ي ـ غلبه بـر ا    يبرا.  شود ي آن مربوط م   يت مش بند  ير است كه به ماه    ي درگ يمشكلات
د مجدد كرنـل    ي تول يروش ذره ا  ،  )SPH( نرم شده    يك ذره ا  يناميدرودير ه ي نظ ي بدون مش متعدد   يها
)PKPM(    ن  ي، روش بدون مش گالرك)EFGM(      ن  ي پتـرو گـالرك    ي، روش بـدون مـش محل ـ)MLPG( و  ...

دان را ي ـ ميرهاينست كه متغ ي بدون مش ا   ي جنبه مشترك همه روش ها     ].1,2,3[توسعه داده شده است   
ف شده  يش تعر يتصالات از پ   كنند و به ا    ي م يابي گسسته ارز  ي از گره ها   ي تعداد ي بر مبنا  يبطور داخل 

 توانند حركت   ين م يكه گره ها در دامنه مسئله بدون ساختار هستند، بنابرا         ياز آنجائ . از ندارند يگره ها ن  
 بدون مش مشكلات مربـوط بـه        ين در روش ها   يبنابرا. ا بطور آزاد حذف شوند    يكنند، اضافه شوند و     

حاسـبه جابجـائي هـا و تـنش هـا در محـيط       نحوه من مقاله يدر ا.  شود يروش المان محدود برطرف م    
  . شده استاطراف سازه با استفاده از روش بدون مش گالركين تشريح

  EFGMروش بدون مش  -2
سـاختن  : ن روش اساسا دو جنبـه دارد      يا.  بدون مش است    هاي ن روش ي از متداول تر   يكي EFGروش  

 معادلات حاكم بـا     يب عدد يرو تق  )MLS(ك حداقل مربعات متحرك     يب بدون مش با استفاده از تكن      يتقر
چكــو و ي بلي بــر اســاس فرمـول بنــد EFG روش يفرمــول بنـد . نين گــالركي مرتبــه پـائ يفرمـول بنــد 
  :ر استي بصورت ز]4[همكارانش

  MLSب يتقر -2-1
 لنكـستر و همكـارانش     آن باشد، طبـق مطالعـات        يب محل ي تقر hu  و Ωدان در حوزه  ير م ي متغ u(x)اگر  

ان ي ـ ب a(x)ب  يو بردار ضرا   P(x)هي پا ي بردار چند جمله ا    يبه صورت ضرب داخل    hu يب محل ي، تقر ]4[
  : شوديم

)1(  ∑
=

==
m

i
jj

Th xaxpxaxPu
1

)()()().(  

m      يه خط ـ ي ـابـع پا   عمومـا تو   يدر مـسائل دو بعـد     .  اسـت  يه چنـد جملـه ا     ي ـ تعداد جمله ها در توابع پا 
),,1( yxPT  از گره ها معلـوم باشـد،   يدر مجموعه ا  ix ،i = 1 , … , nرياگر مقاد.  شودي استفاده م=

 2L ينرم خطـا .  توان بدست آوردي گسسته و وزن دار م2L يرم خطامم كردن نُيني را با م  a(x)بردار  
  : شوديف مير تعريبه صورت ز

)2(  ∑
=

−=
n

i
ii

h
i uxuxxwJ

1
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)(كه ixxw  n  وix در نقطهي مقدار گرهiu شود،يف مي تعرiر گره يتابع وزن است كه در حوزه تاث −
 نقـش   MLSب  ي را دارد و در تقر     ير گره يع وزن نقش تاث   تاب.   است  xر نقطه   يتعداد گره ها در حوزه تاث     

 باشـد  ي مcubic spline شود، تابع ي كه در مطالعات استفاده مي از توابع وزنيكي.  كندي مي بازيمهم
  . شوديف مير تعريكه به صورت ز

)3(  
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:زه شده استي فاصله نرمالsكه پارامتر وزن 
0r
xx

s i−
= )0r   ثابـت بـودن    ).ر اسـت يشعاع حـوزه تـاثJ 

  : انجامدي مa(x) به حل a(x)نسبت به 
)4(  uxBxAxa )()()( 1−=  
)5(  [ ] ,,...,2,1,),()(),()(

1

mJIxpxpxxwxA
n

i
iJiIiIJ == ∑
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)6(  [ ] .,...,2,1,,...,2,1),(),()( mInJxpxxwxB JIJIJ ===  

)7(  ),...,,( 21 n
T uuuu =  

Aينيگزيابا ج.  شوديده ميس ممان نامي معمولا ماتر a(x)  م داشتيخواه) 1(در معادله:  
)8(  ∑

=

=
n

i
ii

h uxxu
1

)()( φ  

  : باشدير ميبه صورت ز xiφ)( تابع شكل
)9(  ∑

=

−=
n

j
jiji xBxAxpx

1

1 ))()()(()(φ  

)(1( كند ين نمي كرونكر را تاميط دلتاي كه تابع شكل بدست آمده شراشودتوجه  ≠ii xφ0و)( ≠ji xφ.(  

  كي مسائل الاستواستاتين براين گالركيفرم مرتبه پائ -2-2
ر يمحدود شده است، به صورت ز      Γ  كه با مرز   Ωك در دامنه    يمعادلات حاكم بر مسائل الاستواستات    

  : باشديم
)10(  Ω=+∇ inb 0.σ  

  :يط مرزيبا شرا
)11(  ,uonuu Γ=  

)12(  tontn Γ=.σ  
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 داده شده ي سطح يروي ن uΓ،t در مرز   داده شده  ي جابجائ u نيروهاي حجمي،  b تانسور تنش،    σكه
  .رون مرز مسئله استي بردار نرمال رو به بn و tΓدر مرز 

 بـه   فرم مرتبـه پـائين معادلـه تعـادل        ،  ]2[ضرايب لاگرانژ    با استفاده از     ي اساس يط مرز يبا اعمال شرا  
  :در مي آيدر يصورت ز

)13(  01,0.).(..:)( HHvdvduudtvbdvdv
u

T

ut

TTTT
s ∈∈∀=Γ−Γ−−Γ−Ω−Ω∇ ∫∫∫∫∫ ΓΓΓΩΩ

δλδλδδδδσδ  

 . به ترتيب فضاي هيلبرت مرتبه صفر و يك هـستند          1H و 0Hگرانژ، ضرايب لا  λ تابع آزمون،    vδ كه
  .را اقناع مي كند) 12(و ) 11(و شرايط مرزي ) 10(معادله فوق معادله تعادل 

 vδ و تـابع آزمـون  u، راه حل تقريبي)13(معادله مرتبه پائين  بدست آوردن معادلات گسسته از      يبرا
.  شـوند  ين م ـ يگزيجـا )13(ساخته شده و بهمـراه توابـع درونيـاب لاگرانـژ در معادلـه               ) 8(طبق معادله   

  :مي آيند معادلات گسسته نهايي بصورت زير بدست
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  : شوندي مفير تعريس ها و بردارها در معادله فوق به صورت زيماتر
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  .ب پواسون مواد مورد نظر هستنديته و ضريسي مدول الاستبي بترتυ وEكه 
 بدسـت مـي آيـد و بـا اسـتفاده از مقـادير               )مقادير جابجـائي در گـره هـا       ( u، بردار )14(با حل معادله    

  .جابجائي ها مولفه هاي تنش محاسبه مي شوند

  نيج روش بدون مش گالركي نتايابي ارز-3
ج روش المـان محـدود      ي شـده و بـا نتـا       يابي ـن ارز يج روش بدون مش گالرك    ي مثال نتا  كيبا استفاده از    

222ابعـاد  و بـا      شكل ي مربع با مقطع ك تونل   ي شدهفرض   . گردد يسه م يمقا m×      در ) 1( مطـابق شـكل
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32000ته تـوده سـنگ    يدانـس .  شـود  يوسته حفر م  يط پ يك مح ين در   ي سطح زم  ي متر 200عمق   mkg  و 
3.0,4.6 آن يكي مكــانيپارامترهــا == υGPaEبــا اســتفاده از برنامــه . شــودي در نظــر گرفتــه مــ 

 نقاط  يجابجائه شده است،    ي ته MATLABط  ين در مح  ي روش بدون مش گالرك    ي كه بر مبنا   يوتريكامپ
  .شده استن نقاط محاسبه يع تنش ها در اياطراف تونل و توز

  

  
  ني سطح زمي متر200 در عمق  شكلي مربعبا مقطع يتونل فرضك ي يشما): 1(شكل 

)  ب- 2(و )  الف- 2(ب در اشكال يترته  و قائم بي افقي نقاط اطراف تونل در راستاي جابجائيمولفه ها
 تونل و حداكثر يواره هاي در دي افقيج بدست آمده حداكثر جابجائي بر اساس نتا.نشان داده شده است

  .دآي يد مجوف تونل بو قائم در سقيجابجائ
  

  
    )الف(

  )ب(
) جابجائي افقي  نقاط اطراف تونل و ب) الف: جابجائي نقاط اطراف تونل در راستاي افقي و قائم): 2(شكل 

  .جابجائي قائم نقاط اطراف تونل

 3(، )  الف- 3(ب در اشكال ي در نقاط اطراف تونل بترتي و تنش برش و قائمي نرمال افقيع تنش هايتوز
 . تونـل واضـح اسـت   يتمركز تنش در گوشه ها) 3(مطابق شكل . نشان داده شده است )  ج - 3(و  )  ب -

  .سقف تونل تحت تنش نرمال افقي كششي و ديواره هاي آن تحت تنش قائم فشاري است
مثال فوق با استفاده از روش المان محدود نيز حل شده و جابجائي هـا و تـنش هـا در محـيط اطـراف                         

 نتـايج دو روش   .  اسـتفاده شـده اسـت      ANSYSبراي اين منظور از نرم افزار       . شده است تونل محاسبه   
  .مقايسه شده است) 2(و ) 1( در جداول بدون مش گالركين و المان محدود

با مقايسه نتايج دو روش بدون مش گـالركين و روش المـان محـدود مـشخص مـي شـود كـه مقـادير                         
. تطابق خيلي خوبي با هـم دارنـد        بهم نزديك بوده و      يي حاصل از دو روش خيل     تنش ها  جابجائي ها و  

  .بنابراين روش بدون مش گالركين از دقت خيلي خوبي برخوردار است
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  )الف(

  
  )ب(

  
  )ج(

توزيع تنش ) الف:  در نقاط اطراف تونلي و تنش برشي و عمودي نرمال افقيع تنش هايتوز):3(شكل 
xxσب ، (

توزيع تنش 
yyσتوزيع تنش )  و ج

xyτ  

  ن و المان محدودي بدون مش گالركحاصل از دو روش ي هاير جابجائيسه مقاديمقا): 1(جدول 
   سقف قائميجابجائ  وارهي دي افقيجابجائ  روش

  mm  13/0  mm  22/3  نيروش بدون مش گالرك
 mm  16 /0 mm  28/3  روش المان محدود

  ن و المان محدودي بدست آمده از دو روش بدون مش گالركير تنش هايسه مقاديمقا): 2(جدول 
   در كنج تونليتنش برش  وارهي در ديتنش نرمال عمود   در سقفيتنش نرمال افق  روش

  MPa    56/2  MPa    2/3  MPa    62/1  نيروش بدون مش گالرك
  MPa    16/2  MPa    8/3  MPa    45/1  روش المان محدود

  جهي نت-4
  :ن مطالعه عبارتند از يج حاصل از اينتا
نتايج روش بدون مش گالركين با نتايج روش المان محدود مطابقت خيلي زيادي داشته و از دقـت                   •

 .خيلي مطلوبي برخوردار است
روش بدون مش گالركين در مقايسه با روش المان محدود نسبت به تغييرات مدلسازي از انعطاف             •

  .ي برخوردار استبيشتر
روش بدون مش گالركين بخاطر عدم نياز به المان بندي بسياري از مشكلات روش المان محـدود                  •

 .را كه به ماهيت مش بندي آن مربوط مي شود، برطرف مي كند
در روش بدون مش در هر قسمت از دامنه مسئله در صورت لزوم براحتي مي توان گره اضافه و                    •

  .يا حذف كرد

  مراجع -5
[1] T. Belytschko, Y. Krongauz, D. Organ, M. Fleming, P. Krysl, Meshless methods: an overview and 
recent developments, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 139 (1996) 3–47. 
[2] S. Li, W.K. Liu, Meshfree and particle methods and their applications, in: American Society of 
Mechanical Engineers 
, 2002. 
[3] J. Bonet, B. Hassani, L.-T. Lok, S. Kulasegaram, Corrected smooth particle hydrodynamics – a 
reproducing kernel meshless method for computational mechanics, in: Computational Mechanics in UK – 
5th ACME Annual Conference, 1997. 
[4] T. Belytschko, Y.Y. Lu, L. Gu, Element-free Galerkin methods, Int. J. Numer. Methods Engrg. 37 
(1994) 229–256. 


