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  خلاصه

براي تولید و  )نربز (بی اسپلاین نسبی غیر یکنواخت  از سطوح. در این مقاله مورد بررسی قرار گرفته است اي هاپوسته سازهشکل  سازي بهینهمسئله 
گرفته و از روش مجانب هاي متحرك شامل حداقل سازي انرژي کرنشی مورد بررسی قرار  سازي بهینهمسئله . ستفاده شده استا سازهکنترل شکل 
بدین منظور براي بدست آوردن مشتقات توابع هدف و قید تحلیل حساسیت به روش نیمه تحلیلی انجام . استفاده شده است سازي بهینهجهت انجام 

حلیل به صورت یک فرایند تکراري شامل تولید هندسه، تولید شبکه اجزا محدود، تحلیل سازه، تسازي  بهینهبه این ترتیب انجام  .شده است
یی حل شده و نتایج ها مثالبراي نشان دادن درستی روش  .ود و تا رسیدن به همگرایی ادامه می یابدش میانجام سازي  بهینه حساسیت، تشکیل مسئله و

  .دان شدهبررسی 
  
 

  ، نربز، تحلیل حساسیتاي پوستهي، سازه ا سازه سازي بهینه: ديکلمات کلی              
 
 

  مقدمه  1
 

ان گفت به خاطر محدود تو می. مورد توجه قرار گرفته است...ي مهندسی مانند عمران، مکانیک، هوافضا و ها رشتهدر بسیاري از  سازي بهینهامروزه بحث 
از این رو در بحث طراحی در علوم . پیدا کردن نحوه استفاده بهینه از این منابع وجود داشته است بودن منابع در طبیعت، همواره نیاز به داشتن روشی براي

  .ان با استفاده از کمترین منابع، بهترین طراحی را انجام دادتو مید که چطور شو میمهندسی، این سوال مطرح 
 سازي بهینهبندي کلی  در یک دسته. سازه قرار گرفته استدر مهندسی هاي اخیر مورد توجه بسیاري از محققین  ي در دهها سازه سازي بهینهبحث 

توپولوژي هدف پیدا کردن نحوه قرار  سازي بهینهدر . دشو میابعاد تقسیم  سازي بهینهشکل و  سازي بهینهتوپولوژي،  سازي بهینهي به سه دسته کلی ا سازه
در نهایت در . دکن میشکل بهترین موقعیت قرارگیري مرزهاي سازه را مشخص  زيسا بهینهدر حالی که . ستا سازهگیري مناسب اعضا یا چیدمان 

  .ندشو میبهینه ... ابعاد، ابعاد سازه مانند سطح مقطع، ارتفاع و  سازي بهینه
ي گذشته با به ها هاما در ده]. 2[اولین بار در سالهاي بسیار دور مورد توجه اشخاصی مانند لاگرانژ و کوشی قرار گرفت  سازي بهینهمسائل 

شکل توسط زینکوویچ  سازي بهینهیکی از اولین کارها در مورد . اي مطرح شدند به طور گسترده سازي بهینهکارگیري کامپیوترهاي پر سرعت، مسائل 
 مدل از املک پوشی چشم با سپس و کرده تبدیل محدود محاسباتی اجزاء مدل یک صورت به را طراحی مدل و سازه اولیه شکل او]. 3[انجام شد

 به عنوان سازه مرزهاي روي بر واقع محدود اجزاء نقاط مختصات حالت این در. کرد می کار محاسباتی روي مدل بر منحصرا مساله، هندسی
 نای مهم اشکالات از که بود طراحی متغیرهاي تعداد زیادي گرفتن نظر در مستلزم خود کار این .شد می گرفته نظر در مساله طراحی متغیرهاي

 شکل هندسی مرزهاي بهینه، جواب به رسیدن براي طراحی متغیرهاي در تغییرات ایجاد و تکرار چند بار از بعد همچنین .مدآ می شمار به روش
 نتایج نیز، سازي بهینه فرآیند پایان در .شد می جالب پدیدار چندان نه هایی شکل اغلب و داده دست از را خود یکنواختی و نرمی نظر، مورد

 .شد می سازه تولید براي پیوسته مرزهاي با ییها شکل آن بوسیله و شده داده )کامپیوتري هاي برنامه مثلا( هندسی کننده مدل یک به آمده ستبد
 رهايعنوان متغی به جمله ایها چند ضرایب حالت این در. نمود استفاده ها سازه هندسی شکل بیان نمودن براي جبري ایهاي جمله چند از ]1[باویکاتی

 سازي بهینه مساله در طراحی متغیرهاي توجه قابل باعث کاهش وضوح به ها اي جمله چند بردن کار به .شد می گرفته نظر در مساله طراحی

  .]1[شود  سازه شکل در نوسان و عددي ناپایداري ایجاد سبب بالاتر، درجات با هاي اي چند جمله از استفاده که بود ممکن اما شد می
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شکل چون  سازي بهینهعلاوه بر آن در مسائل . اهمیت دارد کم بودن تعداد متغیرهاي طراحی است سازي بهینهاتی که در یک مسئله یکی از نک
از اینرو در مقاله حاضر از سطوح غیریکنواخت نسبی . موقعیت بهینه مرزهاي سازه مد نظر است، حفظ پیوستگی لازم در مرزهاي سازه ضروري است

در نتیجه تولید و کنترل شکل سازه با استفاده از تعداد محدودي از نقاط کنترلی . استفاده شده است اي پوستهبراي تعریف هندسه سازه ) 1بزنر( اسپلاین بی
در ) c2(زم ان پیوستگی لاتو میدرجه سه  اسپلاین بیعلاوه بر آن با انتخاب توابع پایه اي . بدیا مید و تعداد متغیرهاي طراحی مسئله کاهش شو میفراهم 

 .مسائل مورد بررسی را فراهم نمود
ز طریق حداقل سازي کار خارجی انجام ا سازهبه صورت مسئله حداکثر کردن سختی  اي پوستهشکل سازه  سازي بهینهدر مقاله حاضر مسئله 

لی تولید کننده شکل به عنوان متغیرهاي شکل سازه با استفاده از سطوح نربز تعریف شده است و نقاط کنتر. شده روي سازه در نظر گرفته شده است
محدوده حرکت نقاط کنترلی به عنوان قید در مسئله . دان شدهجهت حرکت این نقاط براي تغییر در شکل سازه مشخص . دان شدهطراحی در نظر گرفته 

این روش مانند سایر روش . استفاده شده است ازيس بهینهبراي ] 4[از روش برنامه ریزي ریاضی مجانب هاي متحرك . دان شدهدر نظر گرفته  سازي بهینه
از این رو براي به دست آوردن این مقادیر تحلیل حساسیت به روش نیمه . هاي برنامه ریزي ریاضی نیازمند مقادیر مشتقات توابع هدف و قید می باشد

  .اند گرفتهنتایج مورد بررسی قرار  د وان شدههایی حل  در نهایت براي نشان دادن کارایی روش مثال. تحلیلی انجام شده است
  
 

  تعریف هندسه مسئله 2
 

همان طور که پیشتر بیان شد، در تحقیق حاضر از سطوح نربز براي تولید سطح . است اولین مرحله در تعریف مسئله طراحی شکل بهینه، تعریف هندسه
- همچنین این امکان را می. تعداد کمی از متغیرهاي طراحی را فراهم می سازدي پیوسته با استفاده از ها شکلاین کار امکان تولید . شودپوسته استفاده می

در این . سازي، شکل جدید پوسته با حفظ پیوستگی و نیز مدل اجزاي محدود جدید تولید شونددهد تا بعد از بهبود متغیرهاي طراحی در روند بهینه
  .شود ا شرح داده میبخش نحوه تعریف سطوح هندسی با استفاده از تکنیک نربز مختصر

  
  اسپلاین بیتوابع پایه  2.1

  

 0 ,..., mu uU 0باشد، یعنی در آن به ازاي  اي متوالی و غیر نزولی از اعداد حقیقی می مجموعه,..., 1i m  1داریمi iu u  .

1pمرتبه( pاز درجه اسپلاین بی  امین تابع پایه iدر این صورت . شود اي گفته می بردار گره Uو به مجموعه گره iuبه  ( که با ,i pN u 
  ]:5[شود  شود به صورت زیر تعریف می نشان داده می
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  : باشند به صورت زیر می اسپلاین بیاي  از خواص توابع پایه برخی

i,براي همه مقادیر  -1 p  , 0 1u  داریم :, ( ) 0i pN u  . 

0در  جمع مقادیر این توابع -2 1u  یعنی. برابر واحد است,
0

( ) 1
n

i p
i

N u


. 

]1خارج از بازه تاثیر uدر صورتی که -3 , )i i pu u    ،باشد , 0i pN u .  

0pبجز در حالت  -4  ،, ( )i pN u باشد تنها داراي یک نقطه ماکزیمم می .  
,بار تکرار شده باشد،  kاز بردار گرهی که در یک گره -5 ( )i pN u ،p k بنابراین افزایش . باشد پذیر می بار بصورت پیوسته مشتق

 .درجه باعث افزایش پیوستگی و افزایش تعداد تکرار هر گره سبب کاهش پیوستگی خواهد شد
 :توان بصورت زیر نوشت ابع پایه بی اسپلاین را میمشتقات تو -6

                                                
1 NURBS: Non Uniform Rational B-Spline 
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  .دهد را نشان می 2و  1، 0اسپلاین از درجات  - اي بی توابع پایه )1(شکل
   

 
  رجه صفر تا دواز چپ به راست از د اسپلاین بیتوابع پایه  - 1 شکل

  
  سطوح نربز 2.2

  
به صورت  اسپلاین بیبه سطوحی که با استفاده از توابع پایه . ها و سطوح هندسی پیچیده استفاده نمود توان براي تولید منحنی می اسپلاین بیاز توابع پایه 

  . ]5[شود شوند، سطوح نربز گفته می کسري و اعمال ضرایب وزن تولید می
اي بصورت زیر  توان به وسیله توابع کسري قطعه باشد، را می qاز درجه v، و در جهتpاز درجه uیک سطح نربز که در جهت 

  :تعریف کرد
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در عبارت فوق  ,i jP  د که در دو جهت تعریف شده است؛ همچنینباش میشبکه نقاط کنترلی ,i jwا، ه نوز  ,i pN u  و

  ,j qN v هاي  تساوي در این روابط .ندا هتعریف شد )4( رابطه اي هاي گرهبرداراسپلاین هستند که بر روي  اي بی توابع پایه
1s m q    1وr n p    را به صورت ) 3(توان رابطه  ، می)5(بصورت رابطه  اي اي نسبی قطعه پایه توابع با تعریف . باشد میبرقرار

  .نمود اي را مدل توان هرگونه سطح و رویه پیچیده می )6(بدین ترتیب با استفاده از رابطه . نوشت) 6(
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منظور کاهش تعداد به . کند طبیعت پارامتریک مدل طراحی امکان کنترل شکل سازه را از طریق بهبود محل قرارگیري نقاط کنترلی ایجاد می
هاي با حرکت نقاط کنترل در جهت. نها تعداد محدودي از نقاط کنترلی را به عنوان متغیرهاي طراحی در نظر گرفتتوان تمتغیرهاي طراحی، می
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- متغیرهاي طراحی بهینه. شوندطراحی در نظر گرفته می گیري نقاط کنترلی به عنوان متغیر هاي قرار محل. آیدهاي متفاوتی به دست میمشخص، شکل

  .تند و هر مجموعه از آنها منجر به ایجاد طراحی متفاوتی از شکل خواهد شدسازي شکل مستقل از هم هس
  

  
  فرمولبندي 3

  
 سطح دامنه . گیریم را در نظر می tو نیروهاي سطحی در  کار برده شده در دامنه هیک مسئله کلی الاستیسیته خطی تحت اثر نیروهاي حجمی ب

  :شود که همچنین فرض می. باشد اند می کار برده شدهه که بارهاي سطحی در آن ب tاند و که تغییرمکانها در آن تعریف شده dشامل داراي مرز
)7(  

0


dt

dt  

با فرض . شوند دست آورده میه یرمکان مجازي، معادلات تعادل با مساوي قرار دادن کار مجازي داخلی و خارجی بکارگیري روش تغی هبا ب
  :توان نوشت میدان تغییرمکان مجازي مجاز سینماتیکی باشد می vکند باشد و لاستیک را تعریف میا سازهمیدان تغییرمکان که تعادل  uاینکه 

)8(   donand))(H(where  0vvvVVv 31  
  :توان نوشت می dرتجائی با مرز ثابت ا سازهپس براي یک 
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را  )9( ر خارجی رابطهگیري از تحلیل حساب تغییراتی و تابع نماها و استفاده از فرم انرژي دوخطی براي کار داخلی و فرم بارخطی براي کا با بهره
  :صورت زیر نوشته توان ب می

)10(  Vvvvu  ,)(),(a   
  :که در این رابطه
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ممکن تحت بارگذاري و شرایط ترین سازه  سخت است، یافتنمورد بحث قرار گرفته  مقالهها که در این  سازي سازه هدف از مسئله بهینه
زیمم بودن سختی عمومی یک سازه ک، ماu)(مینیمم بودن مقدار کار خارجی با میدان تغییرمکان حقیقی و یا مینممم بودن. است ی مشخصگاه تکیه

  :شود صورت زیر ساخته میه عنوان تابع هدف به ب u)(ها با قرار دادن سازي سازه بنابراین مسئله بهینه. کند را فراهم می
)13( ( )

. ( , ) ( )
Minimize
s t a
and design restrictions

  
u

u v v v V

  

uبراي سازه با قرار دادن  dدر صورت ثابت بودن مرز  V  داریم) 16(به جاي در رابطه:  
)14(  ( , ) ( )a u u u  

1کرنشی ذخیره شده در سازه برابر  با توجه به اینکه انرژي
2 ( , )a u u  د که حداقل سازي کار خارجی معادل حداقل سازي انرژي شو میاست، مشاهده

بطه ان راتو میدر صورت استفاده از انرژي کرنشی به عنوان تابع هدف و استفاده از گسسته سازي اجزا محدود براي بیان رابطه تعادل . ستا سازهکرنشی 
  :را به صورت زیر نوشت) 13(
)15( ( )

.
Minimize w
s t
and design restrictions

u
K.D = f  

)در این رابطه  )w u انرژي کرنشی سازه وf وD وK ی و ماتریس سختی سازه هستند به ترتیب بردار بارهاي خارجی، بردار تغییر مکانهاي گره
  :ان به صورت زیر بدست آوردتو میانرژي کرنشی را . که با توجه به گسسته سازي اجزا محدود بدست می آیند
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)16(  
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1

( ) ( ) (
n

e e e
e

w a


    T T Tu u,u u) = D .f D .K.D d .k .d

  
  .تعداد اجزا محدود هستند nیس سختی المان وماتر ekبردار تغییرمکان گرهی المان و ed)22(در رابطه 

 ي طراحیها محدودیت .ریاضی باید مسئله بر حسب متغیرهاي طراحی بیان شود ریزي برنامهي ها روش با استفاده از سازي بهینهبراي حل مسئله 
چنانچه پیشتر اشاره شد در این مقاله موقعیت قرارگیري نقاط کنترلی به عنوان متغیر  .شوند تعیین می سازي ئله بهینهو متغیرهاي طراحی با توجه به نوع مس

علاوه بر آن با انجام تحلیل اجزا محدود قبل از . دان شدههاي طراحی در نظر گرفته  ها قیدهاي مسئله یا همان محدودیتطراحی و محدوده تغییرات آن
را ) 15( سازي بهینهدر نتیجه مسئله . جدا نمود سازي بهینهان آن را از مسئله تو میه وجود دارد و در حل عددي مسئله، شرط تعادل هموار سازي بهینه

  : توان به صورت زیر بازنویسی نمود می
)17( 

m in m ax

( )

. 1, ..,
ix

i i i

M inim iz e w

s t x x x i m  

x

  

maxمحل نقطه کنترلی و  ixکه در آن 
ix  وmin

ix  وحدود بالا و پایین حرکت نقاط کنترلیm  هستندتعداد این نقاط.  
  
  

  تحلیل حساسیت 4
  

بدین منظور در هر تکرار، . قید نسبت به متغیرهاي طراحی است ریاضی مستلزم داشتن مقادیر مشتقات توابع هدف و ریزي برنامهي ها روش استفاده از
به خاطر استفاده از فرمولبندي اجزا  .دشو میدر این مقاله استفاده ] 6[روش مورد استفاده در مرجع . دشو میسیت متغیرهاي طراحی انجام تحلیل حسا

  .محدود، مشتق گیري روي معادله تعادل فرم اجزا محدود صورت می گیرد
)18( K.D = f  

ixمتغیر طراحینسبت به ) 18(با مشتق گیري از رابطه 

 

  : با فرض ثابت بودن بارگذاري از متغیرهاي طراحی داریم
)19( 

.
i ix x

 
 

 
D KK D  

  :بدست می آیدبه صورت زیر  ixدر آن حساسیت انرژي کرنشی نسبت به متغیر طراحی) 19(و قرار دادن رابطه ) 16(با مشتق گیري از رابطه 
)20( 

1

1 1. . . .
2 2

n
T T e

e e
ei i i

u
x x x

 
   

   kKD D d d  

از آنجا که این ماتریس تابع . دشو مینشان می دهد که محاسبه حساسیت انرژي کرنشی منجر به محاسبه حساسیت ماتریس سختی ) 20(رابطه 
در صورت استفاده از روش . داستفاده شونیست، باید از یک روش نیمه تحلیلی براي محاسبه آن  سازي بهینهصریحی از متغیرهاي طراحی مسئله 

  :داریمixهاي سختی هر المان نسبت به متغیر طراحی محدود براي محاسبه مشتقات ماتریسهاي  تفاضل
)21(   ( )e i i e ie

i i

x x x
x x




 



k kk  

  .  ی را نسبت به متغیرهاي طراحی بدست آوردان حساسیت انرژي کرنشتو می، )20(بدین ترتیب با قرار دادن این مقادیر در رابطه 
  

 
  روش مجانب هاي متحرك 5

  
. اند مناسبي ا سازهند که براي مسائل طراحی ریزي ریاضی هست الگوریتمهاي برنامه] 7[ 1هاي متحرك و روش مادر آن خطی سازي محدب روش مجانب

هاي  اي از زیرمسئله سازي هموار غیرخطی از دنباله براي حل مسائل بهینه 2و سهموي سازي متوالی 1هاي خطی سازي متوالی ها همانند روش این روش
                                                
1 CONLIN 
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باشند و بر اساس مقادیر  می 4و محدب 3پذیر ها تفکیک هاي متحرك و خطی سازي محدب این زیرمسئله براي مجانب. کند تقریبی مشابه استفاده می
شود و  حل می] 8[در هر نقطه تکرار این زیرمسئله با استفاده از روش دوگان. دشون مشتقات در نقطه تکرار جاري و برخی نقاط تکرار قبلی ساخته می

  .گیرد جواب زیرمسئله به عنوان طرح بعدي در فرایند تکراري مورد استفاده قرار می
)1 متغیر حقیقی nبا  Fهاي متحرك تقریب تابع  در روش مجانب , , )nx xX    :به شکل زیر است kX اطراف نقطه تکراردر  

)22( 

1

( )
n

k i i

i i i ii

r s
U x x L

  
 F(X) F(X )  

  :باشند صورت زیر میب isو  irکه مقادیر 
)23( 

 

0 0 2 0

20 0 0

( ) 0 ( ) ( ) , 0

( ) 0 0 , ( )

i i i i
i i

i i i i
i i

if then r U x s
x x

if then r s x L
x x

 
   

 

 
    

 

F FX X

F FX X
  

سازي است  هاي معقول براي مسئله بهینه قادر به تولید جواب Fاي هستند که در آن تقریب  ي محدوده کنترل کننده iLو  iUمقادیر مثبت 
سازي، براي هر یک از توابع مسئله در هر تکرار، بسته به  مقادیر در الگوریتم بهینه این ).هاي قائم براي تقریب هستند مجانب iLو  iUپارامترهاي (

  :روش مجانب هاي متحرك را به صورت زیر بیان کرد  سازي ان الگوریتم بهینهتو میبه طور خلاصه . شوند تاریخچه تکرار بروز می
  .0kاندیس تکرار برابر صفرو قرار دادن X)0(انتخاب یک نقطه  شروع . 0گام 
)(تولید توابع تقریبی . 1گام  )(k

i xfها  و تولید گرادیان هاي آن)( )(k
i xf در نقطه تکرار)(kXبرايmi ,,1,0 .  

k)(ر دادن توابع تقریبی با قراkP)(تولید زیر مسئله . 2گام 
ifبه جاي توابعif.  

)1(و قرار دادن جواب این زیر مسئله به عنوان نقطه تکرار بعديkP)(حل زیر مسئله . 3گام kX 1، قرار دادن kk 1و رفتن به گام.  
  
 

  ي نمونهها مثالحل  6
  

ي این بخش به وسیله مدل سازي، فرمول بندي و روش ها مثال. دگیر میدر این بخش براي نشان دادن درستی روش مطرح شده دو مثال مورد بررسی قرار 
به خاطر وجود . دشو میی و بارگذاري مشخص انجام گاه تکیهبا شرایط  اي پوستهحل مطرح شده در این مقاله شامل حداقل سازي انرژي کرنشی سازه 

. دشو میاز نقاط کنترلی تولید  4*4این شکل توسط یک شبکه . دشو میتقارن در مسائل مورد بررسی در این بخش، یک چهارم مسئله مدل سازي و حل 
ا به عنوان متغیر طراحی در مسئله ند و مختصه قائم موقعیت آنهشو میدر نظر گرفته  سازي بهینهبه خاطر وجود تقارن، ده نقطه از این نقاط کنترلی در مسئله 

 .مدل اولیه شکل به همراه متغیرهاي طراحی آن را نشان می دهد) 2(شکل . دشو میدر نظر گرفته  سازي بهینه
 

  مثال اول 6.1
  

ار نقطه اي متمرکز هاي ساده در چهار گوشه است و یک ب گاه تکیهداراي  اي پوستهسازه . دشو میبررسی ) 3(در این مثال سازه نشان داده شده در شکل 
از المان هاي چهار گرهی ایزوپارامتریک براي تحلیل اجزا محدود گسسته سازي  20*20دامنه طراحی توسط یک شبکه . در وسط آن وارد شده است

مسئله غیر طراحی در نقاط کنترلی تولید کننده سطح به عنوان مت. دشو میبه خاطر وجود تقارن در مسئله تنها یک چهارم مسئله مدل سازي . شده است
 .هندسه نهایی بهینه سازه به همراه نمودار همگرایی جواب نشان داده شده است)  4(در شکل . اند سازي در نظر گرفته شده بهینه

 

                                                                                                                                              
1 SLP 
2 SQP 
3 separable 
4 convex 
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  مدل اولیه شکل و متغیرهاي طراحی - 2شکل 

 

                 
  سازه مورد بررسی مثال اول – 3شکل 

  
  

  
  ال اول به همراه نمودار همگراییشکل بهینه سازه مث - 4شکل 

  
  مثال دوم 6.2

  
) 5(ها مطابق شکل  پنج بار متمرکز در وسط و گوشه. تساده در وسط هر یک از مرزها در نظر گرفته شده اس گاه تکیهدر این مثال سازه مثال قبل با چهار 

 .دهد ین مثال نشان میشکل بهینه و نمودار همگرایی را براي ا) 6(ل شک. شبکه بندي اجزا محدود و المان ها همانند مثال قبل است. ندشو میبه سازه وارد 
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  دومسازه مورد بررسی مثال  –5شکل 

  
  شکل بهینه سازه مثال دوم به همراه نمودار همگرایی  - 6شکل 

 
  نتایج 7

 
و کنترل شکل از سطوح نربز استفاده شده است جهت سهولت در تولید . در این مقاله مورد بررسی قرار گرفته است اي پوستهي ها سازهشکل  سازي بهینه

شامل حداقل سازي انرژي کرنشی سازه تحت  سازي بهینهمسئله . دان شدهو موقعیت نقاط کنترلی تولید کننده سطح به عنوان متغیر طراحی در نظر گرفته 
و نمودار همگرایی  ها مثالمورد بررسی در  يها هسازشکل بهینه . بار مشخص تشکیل شده و این مسئله توسط روش مجانب هاي متحرك حل شده است

  .آنها نشان دهنده کارایی روش مورد نظر می باشد
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