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 خلاصه

اين روش بالقوه داراي ويژگي هاي منحصر به فرد و مناسبي است . تحليل ايزوژئومتريك يك روش عددي جديد در آناليز مسائل مهندسي است
اساس اين روش بر . اي نه چندان دور بتواند جايگزين روشهاي عددي متداول نظير اجزاي محدود و روشهاي بدون المان گردد كه شايد در آينده

اما در روشهاي عددي وجود خطا در . ك نربز است كه اين امر باعث شده تا مدلسازي هندسه در اين روش به طور دقيق صورت پذيردپايه تكني
در اين مقاله به معرفي نقاطي پرداخته شده است كه در آنها تنش بدست آمده از تحليل . تقريب تابع مجهول امري اجتناب ناپذير است

به صورت رياضي اثبات مي شود كه اين نقاط فوق همگرا همان نقاط انتگرال . تري نسبت به ساير نقاط برخوردار استايزوژئومتريك از خطاي كم
با استفاده از اين نقاط فوق همگرا براي هر مولفه تنش به تشكيل يك سطح بهبود يافته تنش پرداخته شده است كه . گيري به روش گوس مي باشند

اين سطح بهينه تنش با استفاده از تكنيك نربز و به كمك . ح تنش بدست آمده از تحليل ايزوژئومتريك برخوردار استاز دقت بالاتري نسبت به سط
كه جواب تحليلي آن در دست  دوسر مفصل تحت بار گسترده يكنواختبه اين منظور مدل سازي تير . روش حداقل مجموع مربعات بدست مي آيد

با نتايج تحليلي مثال حل شده در اين  مقايسه تنش بدست آمده از حل ايزوژئومتريك و تنش بهبود يافته .است مورد استفاده قرار گرفته است
صحت وجود اين نقاط بهينه تنش را نشان مي دهند و مي توان بيان كرد كه نقاط فوق همگراي تنش در تحليل ايزوژئومتريك مطابق با  پژوهش

   .ي جهت انتگرال گيري عددي مي باشندحداقل نقاط گوسي مورد نياز يك المان مربع
         

 
 .نقاط فوق همگرا، تنش بهبود يافتهنربز،  كيتكن ك،يزوژئومتريا ليتحل: كلمات كليدي

 
 

   مقدمه  .1
 

 هاي گذشته روشهاي بسياري براي تحليل مسايل مهندسي ارايه شده است كه برخي از مشهورترين آنها روش تفاضل محدود، روش اجزاي در دهه
اگر چه اين روشها در پي يكديگر و با هدف توانمندتر نمودن و رفع مشكلات . اي از روشها با عنوان روشهاي بدون شبكه مي باشند محدود و دسته

 توان ينواقص و مشكلات م نياز جمله ا. ديكه بتوان آنرا كامل و بدون نقص نام افتيرا  يروش توانياند، اما هنوز هم نم روشهاي پيش از خود ارايه شده
مكرر  ليدمسائل با تغييرات شديد در خواص مصالح و نيز نياز به تو قيدق يهندسه پيچيده، ضعف در مدلساز يبه ضعف در توليد دقيق شكل مسايل دارا

  .ازه، اشاره نمودسازي شكل س شوند و يا مسائل بهينه شبكه المانها در برخي مسائل، نظير مسائلي كه در چارچوب لاگرانژي حل مي
تحليل  در محدود اجزاي در استفاده مورد شكل توابع جاي به اسپلاين پايه توابع از استفاده مشكلات و بهبود روشهاي موجود اين بر غلبه براي

 -بي (نربز  توابع از استفاده با ايده اين 2005 سال در]. 3[-]1[معرفي شد  ٢هوليگ و ١توسط كيگان 2004 تا 1998 سالهاي اولين بار در مهندسي مسائل
]. 4[گرفت نام ايزوژئومتريك تحليل روش و يافت تكامل ٤آيند توسط هيوز بدست مي اسپلاين توابع توسعه از كه) ٣هاي نسبي غير يكنواختاسپلاين

در اين روش ضمن . دهد ري تشكيل ميو پيشرفتهاي اخير در زمينه گرافيك كامپيوت ٥اساس اين روش را استفاده از فناوريهاي طراحي به كمك رايانه
هت درونيابي استفاده از خواص توابع پايه اسپلاين و نربز در تعريف دقيق منحنيها، سطوح و احجام، همانند توابع شكل در روش اجزاي محدود، از آنها ج

ها  مكانيك سازه ،مختلفي همچون ديناميك سيالاتهاي  در چند سال اخير، روش ايزوژئومتريك به سرعت در زمينه .شود و تقريب سازي هم استفاده مي
                                                 
1 Kagan 
2 Hollig 
3 Non-Uniform Rational B-splines(NURBS) 
4 Hughes 
5 CAD(Computer Aided Design) 
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  .]5[توان به آن مراجعه كرد همچنين در اين زمينه يك كتاب به چاپ رسيده است كه براي مطالعه بيشتر مي. و يا الكترومغناطيس توسعه داده شده است
در حالت كلي . قابليت اعتماد نتايج بوده استرود و همواره باعث نگراني محققين در  خطا بخش جدانشدني تحليل هاي عددي به شمار مي

استفاده از روش هاي بازيافت تنش در . ]6[گيرند و روشهاي باقيمانده اي قرار مي) گراديان(روشهاي برآورد خطا در دو دستة روشهاي بازيافت تنش 
اساس روش بازيافت تنش آنها استفاده از نقاط فوق  .]7[برآورد خطاي تحليل ايزژئومتريك اولين بار توسط حسني و همكاران مورد استفاده قرار گرفت

ژئومتريك از دقت بيشتري نسبت به ودر تحقيق حاضر به صورت رياضي اثبات مي شود كه چرا نقاط گوس در تحليل ايز .]7[همگراي گوسي مي باشد
مقايسه . ير دوسر مفصل تحت بار گسترده پرداخته شده استبه منظور نمايش كارايي اين نقاط فوق همگرا، به حل مثال ت. ساير نقاط برخوردار هستند

ط سطح تنش بدست آمده از روش ايزوژئومتريك و سطح تنش بهبود يافته با سطح تنش دقيق نشان مي دهد كه در روش ايزوژئومتريك مي توان از نقا
  .استفاده نمودح تنش دقيق است، كه نزديكتر به سطبهبود يافته  گوسي به عنوان نقاط فوق همگرا در توليد يك سطح تنش

 

   نقاط فوق همگراي تنشاثبات وجود   .2
 

مينيمم كردن تابع (كه تنش بدست آمده از حل ايزوژئومتريك با توجه به رابطه سازي آن  به اين دليل استفوق همگرا بودن تنش در نقاط گوس 
اثبات اين موضوع به . معادل اين است كه به كمك روش حداقل مربعات بهترين سطح تنش را از مقدار دقيق تنش در نقاط گوسي عبور دهيم) پتانسيل

  .شرح زير است
  :الاستيسيته خطي با شرايط مرزي معلوم به صورت زير مي باشد معادله ديفرانسيل مربوط به يك مسئله
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در روش  .باشد مي) جابجايي(مقدار مجهول مسئله  uماتريس الاستيسيته و  D ،عملگر ديفرانسيل كرنش Bمعرف عملگر ديفرانسيل خطي،  Lكه 
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u, در رابطه بالا i jP  و,v i jP  بردار مولفه هاي سوم مختصات نقاط كنترلي نربز در جهت به ترتيبu  وv د كه به عنوان تنها پارامتر مجهول براي نباش مي
i,. رود تعيين صفحة هر مولفة تغيير مكان به شمار مي jR فرم ماتريسي  .اي نربز هستند كه عملكردي شبيه توابع شكل در اجزاي محدود دارند ، توابع پايه

  :باشد به صورت زير مي) 2(رابطه 
(3) .u R P  

در  .ماتريس ستوني نقاط كنترلي مي باشد Pماتريس توابع پايه اي نسبي نربز و  Rماتريس ستوني تغيير مكان هاي نقاط كنترلي،  uدر رابطه بالا 
 .بيان مي شوند) 5(و ) 4(اينصورت ماتريس كرنش و تنش به صورت روابط 

(4) ε Lu  
(5) σ Dε = DLu = DBP  

Bكه در آن  LR باشد مي.   
اين بدان معني است . انرژي پتانسيل و مينيمم كردن آن بدست مي آيد ١تابعكدر  uحل تقريبي به روش ايزوژئومتريك با جايگذاري مقدار

پتانسيل در مسائل الاستيسيته با توجه انرژي  كتابع. انرژي پتانسيل را مينيمم سازند كبه نحوي محاسبه مي شوند كه تابع) P(كه مختصات نقاط كنترلي 
  :بيان مي شودبه صورت زير  uايي در مقدار دقيق جابج) 1(به رابطه 
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  . كه به صورت زير تعريف مي شود *تابعكمعادل است با مينيمم كردن  تابعكمينيمم كردن اين در ادامه اثبات خواهد شد كه 

(7)  * 1
( ( )) ( )

2
T d



     B u u DB u u  

)اين است كه فاصله بين سطوح دقيق و تقريبي تنش يعنيبه معني  *تابعكمينيمم كردن  )DBu DBu  عبور بهترين حداقل شود كه اين امر منجر به
رابطه  با توجه به حل انتگرالاين نقاط دقيق تنش . شودسطح تنش از نقاط دقيق تنش معادله ديفرانسيل حاكم بر مسئله به كمك روش حداقل مربعات مي 

                                                 
1 Functional 
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به زباني ساده تر مي توان اينطور بيان نمود كه روند بدست آوردن تابع جابجايي در روش  .به روش عددي گوس، همان نقاط گوسي مي باشند )7(
در اينصورت . يق حداقل باشدايزوژئومتريك معادل است با توليد بهترين سطح تنش به نحوي كه فاصله اين سطح تنش در نقاط گوس از سطح تنش دق

نقاط سطح تنش بدست آمده از حل ايزوژئومتريك، به تنش دقيق نزديكتر است و تنش بدست آمده در نقاط گوس نسبت به ديگر مي توان بيان نمود كه 
  .از دقت بالاتري برخوردار مي باشد

در مقدار   تابعك ١نموبدين منظور . معادل است *با مينيمم كردن   تابعكدر ادامه اثبات مي شود كه چگونه مينيمم كردن 
  .بيان مي شود به صورت زير uمشخص

 (8)  1 1
( ) ( ) 0

2 2

TT Td d d   
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        B u DBu Bu DB u u b  

  .را به صورت زير بيان نمود) 8(مي توان رابطه  Dبه دليل متقارن بودن ماتريس الاستيسيته 

(9)  ( ) 0
T

T d d  
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     B u DBu u b  

جهيمي تواند هر مقداري داشته باشد در نت uبا توجه به اينكه نمو  u u در نظر مي گيريم، در اينصورت خواهيم داشت:  

(10)  ( ) 0
T

T d d
 

   Bu DBu u b  

  :خواهيم داشت Dو با توجه به متقارن بودن ماتريس ) 6(از رابطة ) 10(با كمك كردن رابطه 

(11)  1 1
( ( )) ( ) ( ) 0

2 2
T Td d

 

       B u u DB u u Bu DBu  

  :خواهيم داشت) 7(و ) 11(در اينصورت با توجه به رابطه 
(12)  * constant    

 pبر اين اساس مي توان بيان كرد كه در صورتي كه  .در مسائل الاستيسيته مي باشد پتانسيل كمعادل با ايستا كردن تابع *در نتيجه مينيمم كردن 
خواهد شد اما تنش بدست آمده در نقاط انتگرال گيري  p-1باشد درجه ميدان گراديان مسئله  uدرجه چند جمله اي مورد استفاده براي تابع مجهول 

  .خواهد بود كه به همين دليل به اين نقاط، نقاط فوق همگرا گفته مي شود pو برابر  uگوس هم مرتبه با تابع مجهول 
نتگرال گيري بر روي يك المان مادر چهار ضلعي صورت مي ايزوژئومتريك با توجه به اينكه امسائل به كمك روش در تحليل دو بعدي  

لازم به ذكر است كه ). 1شكل (د نپذيرد نقاط فوق همگرا مطابق با حداقل نقاط گوسي مورد نياز يك المان مربعي جهت انتگرال گيري عددي مي باش
وش گوس با توجه به مرتبه توابع شكل از مورد مشابه آن در در تحليل ايزوژئومتريك حداقل تعداد نقاط مورد نياز جهت انتگرال گيري عددي به ر

  ].8[اجزاي محدود بيشتر است

 
  تشكيل شده است)patch(فضاي فيزيكي كه از يك ناحيه)الف

  
  

  
  

  Superconvergent sampling points 
(minimum integration points for two order shape function  )  

  فضاي پارامتري) ب )فضاي انتگرال گيري گوس( المان مادر) ج
  نقاط فوق همگرا در روش ايزوژئومتريك-1شكل

                                                 
1 variation 
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حداقل تعداد نقاط انتگرال گيري گوس براي توابع شكل مرتبه دو در هر جهت سه در روش ايزوژئومتريك شود  مشاهده مي 1در شكل  همانطور كه
  .باشد كه اين تعداد در روش اجزاي محدود دو نقطه در هر جهت است مي نقطه

  
   تشريح روش بازيافت تنش  .3
  

جهت آشنايي بيشتر با . نقاط فوق همگرا در تشكيل سطح تنش بهبود يافته پرداخته مي شوددر اين بخش به طور مختصر به چگونگي استفاده از خاصيت 
  .پيشنهاد مي شود ]7[ه به مرجع عجزئيات اين روش مراج

توان اين سطح را در  نربز ميشكل  نشان دهيم، با توجه به توابع *هاي بردار تنش را با هريك از مؤلفه) بهينه(در صورتي كه سطح بازيافتي 
  :داخل هر ناحيه به صورت زير بيان نمود
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مختصات نقاط كنترلي مربوط به صفحه  Pتوابع شكل نربز و  Rهر ناحيه،  xتعداد نقاط كنترلي در جهت  mو  yتعداد نقاط كنترلي در جهت  nكه در آن 
تعريف كنيم، ) 15(و ) 14(را به ترتيب بردار توابع شكل نربز و بردار مختصات نقاط كنترلي، به صورت روابط  Pو Rدر صورتي كه. باشد تنش مي

  .بيان نمود) 16(توان به صورت  را مي) 13(رابطه 
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براي تعيين اين مقادير، مجموع مربعات اختلاف تنش بين مقدار . باشد مي) Pبردار (نقاط كنترلي  zتنها پارامتر مجهول جهت تعيين اين سطح، مختصات 
)براي اين منظور تابع. كنيم تنش بهبود يافته را در نقاط گوس مينيمم ميبدست آمده از تحليل ايزوژئومتريك و  )F P كنيم را به صورت زير تعريف مي:  

(17)  
, ,

* 2

1 1

( ) (σ σ )
y x

i j i j

k k

j i

F
 

 P  

با . باشد موجود درهر ناحيه مي y و xبه ترتيب تعداد نقاط گوس در جهتهاي  kyو  kxتنش بدست آمده از تحليل ايزوژئومتريك و σكه در آن
  :خواهيم داشت) 17(در ) 16(جايگذاري رابطه 

(18)  2

1

( ) ( -σ )
K

T
l l l

l

F


P R P  
)در نهايت با مشتق گيري از تابع .باشد تعداد نقاط گوس موجود در هر ناحيه مي Kكه در آن  )F P هاي  نسبت به مؤلفهz   نقاط كنترلي و مساوي صفر

  .آيد بهبود يافته بدست مي قرار دادن آن مختصات نقاط كنترلي صفحه تنش

(19)  1

1 1,

( )
0 ; .σ

i

K K
T

i i i
i ii j

F

P


 


      

  P
AP B P A B A R R B R  

مؤلفه تنش نسبت به سطح همانگونه كه در ادامه خواهيم ديد، اين ميدان . آيد با داشتن مختصات نقاط كنترلي، سطح تنش مربوط به آن نيز بدست مي
تواند به عنوان يك تخمين كننده بالقوه خطا براي تحليل ايزوژئومتريك به كار  رو مي باشد و از اين تنش بدست آمده از روش ايزوژئومتريك دقيق تر مي

طح تنش بدست آمده از تحليل روش كار اين تخمين كننده خطا بدين صورت است كه با در نظر گرفتن اختلاف بين سطح تنش بازيافتي و س. رود
  .ايزوژئومتريك براي هر المان، به صورت تقريبي به يك معياري جهت تعيين ميزان خطاي موجود در آن المان دست پيدا كرد

  
  ارائه مثال  .4
 

بيان نتايج گرفته شده از مدلسازي در اين قسمت جهت نمايش كارايي روش بازيافت تنش و كاربرد نقاط فوق همگرا در توليد سطح تنش بهبود يافته به 
در شرايط تنش مستوي توسط تحليل ايزوژئومتريك و بازيابي تنش هاي آن دو سر مفصل تحت بار گسترده يك تير الاستيك خطي ايزوتروپيك 

  :باشد به صورت زير مي مدلسازي و تحليل اين مثالپارامترهاي به كار برده شده در  ).2شكل (شود پرداخته مي
10 , 2 , 11 , 1500 , 0.25L C W E       

  .]9[در نظر گرفته شده است) 22(تا ) 20(روابط به صورت   3پارامترهاي تعريف شده در شكل  با توجه بهتنشهاي دقيق اين مسئله 

(20)  
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2 3
2 3

3 2 3 2
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y x y y
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  تير دوسر مفصل تحت بار گسترده - 2شكل

(21)  3
3

3

2 4 4y

w w w
y y

c c
      

(22)  2
3

3 3

4 4xy

w w
x xy

c c
     

  
 ]9[پارامترهاي تعريف شده در حل تحليلي تير دوسر مفصل تحت بار گسترده - 3شكل

  ).4 شكل(نقطه كنترلي و دو ناحيه مشابه استفاده شده است 105براي مدلسازي و تحليل اين تير به روش ايزوژئومتريك از 

  
  تير دوسر مفصل تحت بار گستردهنقاط كنترلي مورد استفاده در مدلسازي  - 4شكل 

بردارهاي . ازتوابع شكل نربز مرتبه دو در هر ناحيه استفاده شده است ]10[جهت نمايش بهتري از كارايي تخمين كننده خطاي پيشنهادي با توجه به مرجع 
  .باشند به صورت زير ميوگرهي در جهات

(23)     0,0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1 , 0,0,0.3,0.5,0.7,1,1    
  .از نه نقطه گوس جهت انتگرالگيري عددي و نقاط بهينه تنش در هر المان استفاده شده است در اين مثال با توجه به مرتبه توابع شكلو  1مطابق با شكل 

. حل دقيق به همراه سطح تنش بهبود يافته نشان داده شده استحاصل از حل ايزوژئومتريك و  xyو xسطح تنش  6و  5هاي  در شكل
  . همان طور كه مشاهده مي شود سطح تنش بهبود يافته در مقايسه با سطح تنش ايزوژئومتريك، تطابق قابل توجهي نسب به سطح تنش دقيق دارد
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  حل دقيق) ج حل بهبود يافته)ب حل ايزوژئومتريك) الف

  xσسطح تنش  - 5شكل 
همان طور كه مشاهده مي شود نحوه تغييرات نرم خطاي . نحوة توزيع نرم خطاي انرژي دقيق و نرم خطاي انرژي تقريبي نشان داده شده است  7در شكل 

  .مطلوب تخمين كننده خطا و صحت فوق همگرا بودن نقاط گوسي استت نرم خطاي دقيق بسيار نزديك است كه نشان دهنده كارايي تقريبي به تغييرا
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