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 با  ي معادلات انرژ  يرخطين روش هر کدام از جملات غ      يدر ا . شود  ارائه مي  ي آبرساني ها يدروليکي شبكه  تحليل ه  يبران  ي نو يدر مقاله حاضر روش    -چكيده  
جـواب  . شـود  يشده و حـل م ـ    تبديل   خطي   -ک دستگاه معادلات خطي   يبه    غير خطي  -تيجه سيستم معادلات خطي    ن در. شودن زده مي  يک جمله خطي تخم   ي

 يساز ، در حوالي جواب خطييکوچکتري  صورت که در مرحله بعد توابع غير خطي در بازه  است به اينيساز طي عمليات خي  ادامهيحاصله تخمين مناسبي برا
و وتن رافـسون، سـکانت      ي ـ ن يهـا  با روش  يا  چند مرحله  ي ساز يتم خط يالگور ي  مقايسه. کند يدن به دقت مطلوب ادامه پيدا م      يعمليات متوالي تا رس   . شوند مي

 .کندد ميييتر آن را تا  اين روش و زمان همگرايي کوتاهحجم محاسبات کمتر ، متعدديها در مثال يگراديان سراسر
  

  .ای کی، روش خطی سازی چند مرحلهليدرويل هيشبکه آبرسانی، تحل  :كليديواژگان 
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Abstract: A novel method is presented for hydraulic analysis of water distribution networks. In this method,  each non-linear 
term in energy equations is estimated with a linear counterpart. Thereby, the system of linear-nonlinear equations is converted 
into a system of linear-linear equations and resolved. The solution is an appropriate estimation for the next iteration stage where 
the nonlinear terms are linearized in a smaller interval near it. The successive iterations are continued to a desirable precision. 
Comparing the multistage linearization algorithm with the Newton-Raphson, secant and global gradient methods in several 
examples confirms its less computational operation and faster convergence time. 
 
Keywords: Hydraulic analysis, Multistage linearization method, Water distribution network. 

 
 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 jafarzad@um.ac.ir: مسئول مكاتبات، پست الكترونيكي : *



١٧٤  ١٣٩٢زمستان ، ٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

  فهرست علائم
A  هيضرب زاو  

B  عرض از مبدا  

C  ولامز-ضرب هزن  

D  قطر لوله  

f  يرخطيتابع غ  

g  شدهيتابع خط   

H  هد فشار گره  

hf  افت هد در لوله  

L  طول لوله  

m  در معادله افتيتوان دب   

q   گرهبرداشت از  

Q  لولهيدب   

R  ضرب افت هد  

ε  نرم باقيمانده  

  

 

 
  

  مقدمه -١

هـاي بـزرگ آبرسـاني از مـسائل          ليل هيدروليكي شبكه  تح

مهمي است كه از چندين دهه قبل تا كنون محققان زيـادي را             

هـا  معادلات حاکم بر اين سيـستم     . به خود مشغول كرده است    

 در هر   يشامل معادلات پيوستگي جرم در هر گره و افت انرژ         

اين معادلات بر اساس مجهولات بـه چهـار دسـته           . استلوله  

 ي ، معـادلات اصـلاح شـده   H، معادلات هد،   Qادلات دبي،   مع

. شـوند  ، تقسيم بندي ميQ-H هد،   ـ و معادلات دبي∆Q يدب

هـا و    ان در گـره   ي جر يوستگيدر حالت اول سيستم معادلات پ     

در . شـوند  نوشـته مـي    Q در حلقه هـا بـر حـسب          يافت انرژ 

،  H در گـره هـا بـر حـسب             يوسـتگ يحالت دوم معـادلات پ    

 در  يدر حالت سوم معادلات افت انرژ     . شوند ي م يدفرمول بن 

شـود و در     نوشته و حـل مـي      ∆Q بسته بر حسب     يهر حلقه 

حالت چهارم معادلات پيوستگي جريان در هر گـره برحـسب        

Q    در هر لوله برحسب      ي و معادلات افت انرژ H   و Q   نوشـته 

  .]۱ [شود،مي

 ـ ي روشي بر مبنا]۲[ کراس  يهارد  ـي اصـلاحات پ  ي در پ

 ـ تحل يلات برا مجهو در ايـن روش    . كـرد ل شـبکه هـا ارائـه        ي

 ـ اول يهـا  يدب شـوند کـه معـادلات     ي حـدس زده م ـ يه طـور  ي

ها  ين دب يل، ا يند تحل يدر فرا .  در گره ها برقرار باشند     يوستگيپ

بـر حـسب     (يشوند تا معادلات انرژ    اصلاح مي  ي متوال طور  به

Q∆ (  ياه در شبکه . ها با دقت مناسب ارضا شوند     نيز در حلقه 

 گـسترده   طـور   بـه ،  يکوچک از روش کراس بـه علـت سـادگ         

اما ايراد اساسي وابستگي اين روش به حدس        . شود استفاده مي 

که با بزرگ شدن شبكه، همگرايـي مـدل         يه است به طور   ياول

شود و در برخي موارد احتمال واگرايـي وجـود          بسيار كند مي  

  . دارد

 ـ] ۳[تـرز   ين و پ  يمارت ل ي ـ تحل  بودنـد کـه در     ين کـسان  ياول

در . رافسون استفاده کردند  -وتني از روش ن   ي آبرسان يها شبکه

، نوشـته  H، ي گرهيه معادلات بر حسب هدهايها کلروش آن 

 متـوالي جـواب     يگاه با اصلاح هـد در تکرارهـا        آن. شوند يم

 تـرز ين و پ  يب روش مـارت   ي ـ از معا  يکي. ديآ ي م دست  بهمسئله  

 يبـرا . اسـت گ  ر شبکه های بزر   دآن   همگرايي مطلوب     عدم

 در رونـد     شـبکه موقتـاً    يها  از لوله  ين مشکل بايد برخ   يرفع ا 

دن ياد تا رس ـ  يب، نوسانات ز  يگر معا ياز د . ل حذف شوند  يتحل

 H∆ کاهش نوسانات مقـدار      يبرا.  مطلوب است  ييبه همگرا 

ش ين کـار سـبب افـزا      يابد البته ا  يل مي ي به نصف تقل   ياصلاح

 از روش   ينـسخه سـاده تـر     ] ۴[و  ي ـل. دشـو   يمتعداد تکرارها   

ن بـه   يس ژاکوب يدر اين روش ماتر   . رافسون را ارائه کرد   -وتنين

نظر به اهميت   . شود تجزيه مي  ير قطر ي و غ  يس قطر يدو ماتر 

 حـذف   ي ساده سـاز   ي برا ير قطر يس غ ي، ماتر يماتريس قطر 

ار آسـان   ي بـس  يدر نتيجه حل دستگاه معـادلات خط ـ      . شودمي

ن روش  ي ـه نامناسـب ا   يورت انتخاب حدس اول   در ص . شود  مي
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  .شود يواگرا م

 ]۵[ن بار توسط وود و چارلز       ي اول ي برا ي خط يه نظر روش

 ي به ارضا  يازين روش ن  يدر ا .  ارائه شد  Qبر حسب معادلات    

ه نيست و مشکلات    ي در انتخاب حدس اول    يوستگيمعادلات پ 

رافـسون بـر حـسب      -وتني ـز که در روش ن    ي ن يي همگرا يکند

ن ي ـدر ا .  رفع شده اسـت    ي وجود داشت تا حدود    Hت  معادلا

شوند و در هر     ي م ي، خط ي افت انرژ  يرخطيروش معادلات غ  

 ـ  . شود ي حل م  Q شده   يتکرار دستگاه معادلات خط    روز ه  بـا ب

 يساز ان در هر تکرار و اصلاح ضرايب خطي       ي جر ي دب يرسان

 ـب ا ي ـع. شـود  ي همگرا م  ييمحاسبات به جواب نها    ن روش  ي

 يبرا. ديآ يوجود م  به ييت که پيرامون جواب نها     اس ينوسانات

 تکرار قبل و  ين دب يانگيان برابر م  ي جر يغلبه بر اين مشکل، دب    

توانـد نوسـانات     ين راهکار نم  يشود هر چند ا   ماقبل فرض مي  

 بـا سـرعت     يـي  کلي حذف کند اما روند همگرا      طور  بهخطا را   

ه از بسط    با استفاد  ]۷[ وود و فانک     ].۶[ شود ي انجام م  يشتريب

.  ارائه کردنـد   Q حل معادلات    ي برا يديلور روش جد  ي ت يسر

رافـسون  بـر حـسب       -وتني ـن روش عينـا برابـر بـا روش ن         يا

درحال حاضر از ايـن الگـوريتم در تحليـل          .  است Qمعادلات  

 KYPIPEدر نـرم افـزار تجـاري        ه ويـژه    هاي آبرساني ب   شبكه

   .]۸[شود  استفاده مي

 لزيزاک و م  ي، ا ي خط نظريش  ه رو يت اول يبا توجه به موفق   

 H ي گره ـي از اين روش را بر اساس هدها    يگري نسخه د  ]۹[

ن روش نـسبت بـه روش وودو چـارلز،          ي ا يبرتر. ارائه کردند 

ب اسـت در نتيجـه      يس ضـرا  ي و تقارن ماتر   يساز  مدل يسادگ

در ايـن روش    . شـود ره مـي  ي ـ ذخ ي کمتـر  ياطلاعات در فضا  

سـتگي حـدس زده      گرهي بـدون تـامين معـادلات پيو        يها هد

 را يـي ه مناسـب سـرعت همگرا     ي ـانتخاب حدس اول  . شوند مي

ک بـه صـفر     ي ـ نزد ي هـا  يزاک در دب  يروش ا . دهدافزايش مي 

 يهـا  لز لولـه  يزاک و م  ين مشکل ا  ي رفع ا  يبرا. شود يدار م يناپا

  . ک به صفر را حذف کردندي نزديبا دب

 (GGA) ۱ روش گراديـان سراسـري     ]۱۰[توديني و پيلاتي    

کار بردنـد در ايـن       ه تحليل هيدروليکي شبکه لوله ها ب      را براي 

روش معادلات افت انرژي در حلقه ها به صورت تابع هـدف            

 بهينـه   ي  و معادلات پيوستگي به صورت قيد، در يـک مـسئله          

ب لاگرانـژ   يسپس بـا اسـتفاده از ضـرا       . شود سازي تعريف مي  

  بهينه سازي، بدون قيد شده و معادلات حاصله با بـه           ي  مسئله

درحال حاضر  . دنشو  رافسون  حل مي    -کار بردن روش نيوتن   

در نـرم  ه ويـژه  هاي آبرساني ب  از اين الگوريتم در تحليل شبكه     

ــاري   ــاي تج ــتفاده WATERGEMS و EPANETافزاره  اس

  . شود مي

 اختلال ارائه نظريه روشي مبني بر ]۱۱[باشا و کساب 

 جواب کردند که در هر شبکه با سه تکرار مقادير نزديک به

ژاکوب و گوپتا . داد اما دقت کافي نداشت ي را ارائه ميينها

را به جاي روش ) اي خطي سازي دو نقطه(نيز روش سکانت 

کار بردندکه با تقريب  ه رافسون در الگوريتم توديني ب-نيوتن

  ].۱۲[ پرداخت مناسبي به تحليل شبکه مي

رافسون را  - وتني روش ن  ]۱۳[س  يريس و تساک  يوتيلياسپ

 افـت هـد   ي  ها از رابطه   آن. کار بردند  ه ب H معادلات   يروبر  

 ـو- ي معادلات افت هد دارس    ي به جا  ]۱۴[ يسوام سباخ يـا   ي

ر ي ـ غ يمعادله افت هد سـوام    . امز استفاده کردند  يليو - زنيه

ک ي ـد در هـر گـام       ي ـ اسـتفاده از آن با     ي است و بـرا    يخط

- وتني مربوط به افت هد علاوه بر روش ن        ير خط يمعادله غ 

 ي  بـه سـو     يـي همگرا.  حـل شـود    Hن بـر معـادلات      رافسو

 يس بـا نوسـانات    يريس و تـساک   يوتيجواب در راهکـار اسـپل     

  .همراه است

 ـ          سـزايي   هبه طور کلي رفتار تابع در فرايند همگرايي تاثير ب

اگر معادلات بر حسب دبي لوله ها نوشته شود توان مجهولات           . دارد

Q      ک ي ـزرگتـر از    شـود ب    ظاهر مـي   ي که در معادلات غير خطي انرژ

امـا در صـورتي کـه معـادلات بـر حـسب             . شودمي) ک به دو  ينزد(

ک ي ـ کـوچکتر از  Hهدهاي گرهي نوشـته شـود، تـوان مجهـولات       

کند و   را تضمين مي Qاين خاصيت، همگرايي معادلات . خواهد بود

  .]۱۰[ دهدسرعت همگرايي را افزايش مي

 يساز يروش خط "ن با عنوان    ي نو يق حاضر روش  يدر تحق 

 Q ير خط ـ ي ـ حـل دسـتگاه معـادلات غ       ي برا ۲يا چند مرحله 
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   گره٤ با يا  يک حلقهي  شبکه-١شکل

  

 معـادلات   ير خط ـ ي ـ غ يدر اين کار جمله ها    . شود يمعرفي م 

شـود در نتيجـه دسـتگاه معـادلات          مـي  ي سـاز  ي، خط ـ يانرژ

ل و  ي خطي شده تبـد    -يک سيستم خط  ي به   يپيوستگي و انرژ  

د توابـع غيـر خطـي در بـازه           سپس در تکرار بع ـ    شود  يحل م 

. شـود  و حل مـي   ي حول جواب، مجددا خطي ساز     يکوچکتر

عمليات تا همگرايي  به جواب نهايي با دقـت مناسـب ادامـه              

ر ي کمتـر از سـا     يزمان همگرايـي روش پيـشنهاد     . کنديپيدا م 

 ندارد، و مرتبه    يه بستگ ياين روش به حدس اول    . ستها روش

در ادامــه . سون اســتوتن رافــيــ آن مــشابه روش نيــيهمگرا

 ي شبکه هـا   يکيدروليل ه ين روش در تحل   ي کاربرد ا  يچگونگ

 کامل شرح داده خواهد شد و  زمـان و رونـد             طور  به يآبرسان

تم مـورد   يالگـور (وتن رافـسون    ي ـ ن يهـا  آن با روش   ييهمگرا

 يان سراسـر  ي، سکانت و گراد   )KYPIPEاستفاده در نرم افزار     

ــور( ــرم اف يالگ ــتفاده در ن ــورد اس ــاتم م  و EPANET يزاره

WATERGEMS (شوديسه ميمقا.  

 
 معادلات شبکه هاي توزيع آب  -۲

هـا و   ها، مخازن، پمـپ   ع آب شامل لوله   ي توز يهادر شبکه 

. سـت   هـا  و افت هد در لولـه      يرها، مجهولات عبارت از دب    يش

و  هـا  در گره  يوستگياين مجهولات از حل دستگاه معادلات پ      

 يوسـتگ يبر اساس معادلـه پ    . آينددست مي ها به  در لوله  يانرژ

 j بـه يـك گـره        ي و خروج ـ  يان هاي ورود  يجمع جبري جر  

  :شودصفر مي

)۱(  ∑ =
k

jk qQ  

jqزان برداشت ازگره و   يمkQمتـصل بـه آن اسـت       ي لوله ها  يدب  .

  :آيددست مي رابطه زير به ازkh امkافت فشار آب در لوله 

)۲(     n
k i j k kh H H R .Q= − =      

 Rk لولـه،    ي در ابتدا و انتهـا     ي گره ي هدها Hj و   Hiكه در آن    

 بسته به معادلـه     n.  است kQ ام با دبي   kضريب مقاومت لوله    

مثـال در صـورت   بـراي  . ان يك عدد ثابت است  يمقاومت جر 

 در سيستم آحاد n و R امز مقادير يليزن وياستفاده از معادله ه

SIشوند يف مي زير تعري  مطابق رابطه :  

)۳(  
1.852 4.87
10.67LR , n 1.852

C D
= =  

C  وابسته به جنس لوله   (امز  يليزن و ي ضريب ه(  ،D    قطر لوله و 

Lطول آن است .  

 
 اي  در يک شبکه تک حلقهQکاربرد معادلات  -۳

اي بـا   سادگي، يک شـبکه تـک حلقـه       براي   ،)۱(شکل  در  

 هـر   يبـرا .  از هر گره نشان داده شده است       jqميزان برداشت   

گره به غير از آخرين گره يک معادله خطي پيوسـتگي مطـابق             

  :شود نوشته مي) ۱ (ي رابطه

  

)۴(  
332

221

141

qQQ
qQQ
qQQ

=−
=−
=−

  

 يت و از جمع جبر     آخرين گره زائد اس    يمعادله پيوستگي برا  

  .آيددست ميساير معادلات به

. شود  نيز يک معادله انرژي نوشته مي      k(=1)براي هر حلقه    

  :اين معادله غيرخطي است

)۵(  
1

2 3 4

n 1 n 1
R Q Q R Q1 21 2

n 1 n 1
Q R Q Q R Q Q 03 43 4

− −
+

− −
+ + =

  

بـا  .  حفظ جهت جريان در لوله اسـت       يعلامت قدر مطلق برا   

حل همزمان دستگاه معـادلات خطـي پيوسـتگي و غيرخطـي            

  .شود ها محاسبه مي  لولهانرژي دبي در

  

  يا  چند مرحلهي سازي روش خط-۴
   هر کدام از جملات يا چند مرحلهيدر روش خطي ساز
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 ير خطي تابع غي سازي خط- ٢شکل

  

 ـ بـا    ي معادلات انرژ  يرخطيغ ن زده  يک جملـه خطـي تخم ـ     ي

و ) ۴( غيـر خطـي      -در نتيجه سيستم معادلات خطـي     . شود مي

خطـي شـده تبـديل و حـل          - خطـي  به دسـتگاه معـادلات    ) ۵(

 قابـل   ير خط ـ ي و غ  ين دو تابع خط   يدر آغاز اختلاف ب   . شود  يم

 ادامـه   يملاحظه است اما جواب حاصـله تخمـين مناسـبي بـرا           

صـورت کـه در مرحلـه بعـد      ني است به ا  يعمليات خطي ساز  

ــوچکتر   ــازه ک ــي در ب ــر خط ــع غي ــواب يتواب ــوالي ج ، در ح

دن بـه دقـت     يرس ـعمليـات متـوالي تـا       . شـود   مي يساز خطي

به عنوان مثال هر کدام از توابع غيـر         . کند يمطلوب ادامه پيدا م   

nRQf(Q)خطي   در )۲( مطابق شکل [Qmax ,0] را در بازه =

 در ايـن    g(1)(Q)ابتدا اين منحني با معادله خطـي  .ديرينظر بگ

  :شود يبازه تخمين زده م

)۶(  QQR(Q)g 1-n(1)
max ⋅⋅=  

Qmax ن يـي ط مـسئله تع   ير ثابتي اسـت کـه بـسته بـه شـرا            مقدا

توان برابر حـداکثر     را مي  Qmaxل شبکه   يدر مسئله تحل  . شود يم

بـا حـل سيـستم      .  ممکن از هر لولـه فـرض کـرد         ي عبور يدب

 در هر لوله    Q(1) خطي شده تخمين اوليه دبي       -معادلات خطي 

  ش دقـت، بـازه     ي افـزا  يدر مرحلـه بعـد، بـرا      . آيد به دست مي  

[0, Qmax] به m فاصله به اندازه 
m

Q
∆Q max=شود م ميي تقس .

 (a < Q(1) <b) بـا شـرط   Q(1) ي در دو سوb و aگاه مقادير  آن

  :شودمشخص مي

  

)۷(  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+=

=

∆Q1
∆Q

Q
b

∆Q
∆Q

Q
a

  

سپس بر دو . استح ي نشانگر جزء صح[ ]در روابط فوق نماد 

 خطي به معادلـه  )۲( مطابق شکل (b, f (b)) و (a, f (a))نقطه 

g(2)(Q)شود گذرانده مي:  

)۸(  BAQ(Q)g(2) +=  

  که در آن

  

)۹(  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−
−=

−

−
=

ab

f(a)f(b)
af(a)B

ab

f(a)f(b)
A

  

 از  g(2)(Q)ي با جايگـذار )۱( شکل يا تک حلقهي شبکهي برامثلاً

شـکل ماتريـسي   ) ۵ (ي هـر لولـه در معادلـه انـرژ      يبرا) ۸(معادله  

ــرژ   ــتگي و ان ــادلات پيوس ــتگاه مع ــو يدس ــه ص ــر ب    در رت زي

  :آيدمي
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)۱۰(  

1

2

3

1 2 3 4 4

1

2

3

1 2 3 4

1 0 0 1 Q
1 1 0 0 Q
0 1 1 0 Q

A A A A Q

q
q
q

B B B B

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
− − − −⎣ ⎦

  

 مستقلا محاسـبه   i لولهي برا Bi وAiدر اين معادلات ضرايب 

تخمـين جديـد    ) ۱۰(با حل دستگاه معادلات خطـي       . شودمي

 Q(2) عمليات تا رسيدن بـه دقـت   . يدآ ها به دست مي دبيي برا

  Bi و Aiب کند در هر مرحله تنهـا ضـراي  مناسب ادامه پيدا مي

کـه  شـوند در حـالي      ارزيـابي مـي    ي شده انرژ  يدر معادله خط  

  . مانند يمعادلات پيوستگي ثابت باقي م

  

 بـا   يا  چندمرحلـه  يسـاز  يسه روش خط ـ  ي مقا -۵

  رافسون و سکانت-وتني نيها روش

 بــا يا چنــد مرحلــهير بــه تــشابه روش خطــي ســازنظــ

 رافـسون و سـکانت در ايـن بخـش حجـم             - نيوتن يها روش

الگـوريتم  . شـود ها با يکديگر مقايـسه مـي      ليات اين روش  عم

 يرخط ـي حـل معادلـه غ     يرافـسون بـرا   - نيـوتن  يخطي سـاز  

f(Q)=0به شرح زير است :  

)۱۱(  (k) (k 1)

(k 1) (k 1)

Q Q Q

f (Q ) Q f(Q )

−

− −

= −∆

′ ∆ =
  

(k)است تکرار ي  شمارنده.  

 شده  ي دستگاه خط  )۱(شکل  ستم معادلات شبکه    ي س يبرا

  :ديآ ي مدست بهر يبه صورت ز

)۱۲(

     

1

2

3
n-1n-1 n-1 n-1

41 1 2 2 3 3 4 4

1 4 1

1 2 2

2 3 3
n-1n-1 n-1 n-1

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

1 0 0 1 ∆Q
1 1 0 0 ∆Q

.0 1 1 0 ∆Q
∆QR Q R Q R Q R Q

Q Q q
Q Q q
Q Q q

R Q Q R Q Q R Q Q R Q Q

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ =⎢ ⎥− ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

− +⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥− ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

  

 ماتريس ضرايب سمت چپ و بردار سـمت راسـت           يهادرايه

پس از هر بار حل دسـتگاه       . آيد ام به دست مي    (k-1)از تکرار   

 ـQ∆ر ي مقاديروز رسان ه، با بيمعادلات خط  ر ي هـا مقـاد  ي، دب

س ضـرايب و بـردار مـذکور        يکننـد ومـاتر    يار م ي اخت يديجد

  .شود ياصلاح م

ر ي حل معادله غ   ي روش سکانت برا   يالگوريتم خطي ساز  

  :]۱۰[ر استي مطابق زf(Q)=0 يخط

 
)۱۳(  

  

(k) (k 1)

(k-1) (k 2)
(k 1)

(k-1) (k 2)

Q Q Q

Q QQ f(Q )
f(Q ) f(Q )

−

−
−

−

= − ∆

−
∆ =

−

  

ن يرافـسون در تخم ـ   -وتني ـتفاوت روش سـکانت بـا روش ن       

بـا اسـتفاده از روش      . اسـت ) نيس ژاکـوب  يمـاتر  (fمشتق تابع   

ر يبق ز ، مطا )۱( شکل   ياسکانت دستگاه معادلات شبکه حلقه    

  :شودنوشته مي

  

  

  

)۱۴(  
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 ي  شـود حجـم عمليـات محاسـبه       يطور کـه مـشاهده م ـ      همان

) ۱۴(و  ) ۱۲(،  )۱۰(ماتريس ضرايب در طرف چپ معـادلات        

 بردار سمت راسـت،     يعمليات بروز رسان  . کسان است يبا  يتقر

 را  ي تنها معـادلات انـرژ     يا چند مرحله  ي ساز يدر روش خط  

رافسون و سکانت کليـه     -وتني ن يها    روشگيرد اما در    ميدر بر 

حجـم محاسـبات     دليـل شود بـه همـين      معادلات را شامل مي   

  .شود از دو روش ديگر کمتر مييروش خطي ساز

ست و بـا    ي ـه وابـسته ن   ي ـ بـه حـدس اول     يساز يروش خط 

قـاطع بـه     ) mيعنـي   ( افزايش تعداد تقسيمات تابع غير خطي     

-وتني ـ آن همانند روش ن    ييه همگرا کند و مرتب   مماس ميل مي  

 روش  ييکه مرتبه همگرا   شود در حالي  يرافسون از مرتبه دو م    

  . ]۱۵[  است۶۱۸/۱سکانت در حدود 



 

١٧٩  ١٣٩٢زمستان ، ٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
  ١ حلقوي مورد مطالعه مثال ي  شبکه-٣شكل 

  

 ١ آبرساني مربوط به مثال ي  اطلاعات شبکه- ١جدول 

 R (l/s) ي دب شماره لوله
٥٦٢٥/١ ٨٠٠ ١ 

٥٠ ٢٠٠ ٢ 

١٠٠ ١٠٠ ٣ 

٥/١٢ ٤٠٠ ٤ 

٧٥ ٢٠٠ ٥ 

٢٠٠ ١٠٠ ٦ 

١٠٠ ١٠٠ ٧ 

 (m) هد  (l/s)تقاضا شماره گره

١٠٠ ١٠٠٠- ٠ 

٩٩ ١٠٠ ١ 

٩٨ ٢٠٠ ٢ 

٩٧ ٣٠٠ ٣ 

٩٦ ٤٠٠ ٤   
  

 ـل ه ي مختلف تحل  يها  روش يابي ارز -۶  يکيدرولي

  ها  شبکه لوله

 KYPIPE يروش وود و فانــک کــه در نــرم افــزار تجــار

 حـل   يرافـسون بـرا   -وتني ـشود، همـان روش ن     يکار برده م   هب

 ـ روش گراد   ]۸[ است   Qمعادلات    کـه در نـرم      يان سراسـر  ي

-وتني ـشـود همـان روش ن      يکـار بـرده م ـ     ه ب EPANETافزار  

در بخـش قبـل بـه       . ]۱۰[ اسـت  Q-H معـادلات    يرافسون برا 

 يا چنـد مرحلـه    ي ساز ي ثابت شد که روش خط     يلحاظ نظر 

رافـسون  -وتني ـ سـکانت و ن    يها    روش نسبت به    يزمان کمتر 

يي ادر اين بخش کـار    . کند ي صرف م  ييدن به همگرا  ي رس يبرا

 مـذکور و    يهـا     روشاين روش به لحاظ عملي در مقايسه بـا          

 در چند شبکه کوچک و بـزرگ بـا و           يروش گراديان سراسر  

  . شود يبدون پمپ بررسي م

  

  ١عددي مثال 

. لـه را در نظـر بگيريـد        لو ۷ گـره و     ۵ بـا    )۳( شکل   شبکه

 q و دبي برداشت از هر گـره   R هر لولهيضريب مقاومت برا

اي  گره صفر مخزن ذخيره   .  نشان داده شده است    )۱(دول  در ج 

 ليتر بر ثانيه را وارد شبکه       ۱۰۰۰ متر است که  دبي       ۱۰۰با هد   

پس از تحليل هيـدروليکي مقـادير نهـايي دبـي           . ] ۱۰ [کندمي

ــه ــا  لول ــره Qه ــد گ ــا  و ه ــدول درج  Hه ــان ج ــز در هم    ني

  .اند شده

رافسون، سکانت، گراديان   -وتنياين مسئله با چهار روش ن     

. شــود حــل مــييا  چنــد مرحلــهي ســازي و خطــيسراســر

6e.1محاسبات با ارضاي شرط      −≤ε   کنـد   خاتمه پيـدا مـي .

ε         هـاي   بين دبي  نُرم باقيمانده يا قدر مطلق حداکثر اختلاف

   در ايـن مثـال     .اسـت هر لولـه در دو گـام متـوالي محاسـباتي            

max Q  هي ـتـر بـر ثان  ي ل۱۰۰۰(ها  به لولهي برابر جمع دبي ورود (

 تعداد تکرار و زمـان همگرايـي        )۲(جدول  در  . شودفرض مي 

  Q=0  و  Q=Qmax، Q=0.1Qmax سه حدس اوليه مختلف يبرا

. درج شــده اســترافــسون و ســکانت - نيــوتنيهــا  روشدر 

 يا  چند مرحله  ي ساز يضرايب توابع غير خطي در روش خط      

 از  يـي  زمـان همگرا   يبـرا . شـود  انتخاب مي  Q=Qmaxبا فرض   

ات ي ـ عمل يفلاپـس بـه معن ـ    . شـود ياستفاده م " فلاپس" واحد  

 ـشناور هـر نقطـه در ثان        يي سـنجش کـارا    ي بـرا  ياس ـيه و مق  ي

 کليـه   يزانهايتـا هـر چهـار روش بـه ا         . استانه  يپردازشگر را 

  انتخاب حدس اوليه مناسب . شوند اوليه همگرا مييهاحدس
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  ١ مختلف در مثال يها  روشيي روند همگرا- ٢جدول 

١/٠    ٠    حدس اوليه Qmax   Qmax 

 روش تحليل
- نيوتن  

 رافسون
 سکانت

- نيوتن  

 رافسون
 سکانت

- نيوتن  

 رافسون
 سکانت

گراديان 

 سراسري

خطي سازي 

  اي  چند مرحله

 ٦ ٧ ٢٠ ٩   ١٨ ٧   ١٨ ٦   ارتعداد تکر

 ٤٣٠٤  ٢٠١٤٣ ٦١٣٣٣ ٢٤٤٥٨   ٥٥٢٢٧ ١٨٧٦٧   ٥٥٢٧٢ ١٥٩٨٤   فلاپس

  

  
  

  ۱ در مثال  مختلفي روش هاييسه روند همگراي مقا-٤ شکل

  

رافسون  و   -وتني ن يها    روشدر تعداد تکرار و زمان همگرايي       

 يساز يزمان همگرايي روش خط   .  موثر است  يسکانت تا حد  

  در . تـر از سـه روش ديگـر اسـت           بسيار کوتـاه   ياچند مرحله 

 Qmax حـدس اوليـه      ي روند همگرايي سه روش به ازا      )۴(شکل  

 چنـد   يشـيب همگرايـي روش خطـي سـاز        . ترسيم شـده اسـت    

شـيب  .  از همان ابتدا بسيار تندتر از سه روش ديگر است          يا مرحله

 نات متعـدد  همگرايي روش سکانت بسيار کنـد و همـراه بـا نوسـا            

رافــسون و گراديــان - نيــوتنيهــا  روششــيب همگرايــي . اســت

 مشابه روش خطي    ، جواب ي   به شرط رسيدن به محدوده     يسراسر

 يدر اين مثال روش گراديـان سراسـر       .  است يا چند مرحله  يساز

  .  شود رافسون به جواب همگرا مي-تر از روش نيوتن سريع

  

   ٢عددي مثال 

 با شير، پمپ و مخرن مطالعه    يقو حل ي  در اين مثال يک شبکه    

 ۲ مخزن،   ۲ پمپ،   ۲ لوله،   ۸ با   يا  شبکه  )۵(شکل  در  . شودمي

 يکيدرولي ـمشخـصات ه  . و يک کنتور نشان داده شـده اسـت         ريش

. ]۱۶[ درج شــده اســت  )۳(جــدول مــسئله در شــکل مــذکور و 

2hp پمپ با معادله     ي   مشخصه يب منحن يضرا AQ BQ C= + + 

Q[mا كه در آنجـــ( / s]3و ph [m] (ر استيبه شرح ز:  

  

1  ۱پمپ  1 1A 0 2220, B 44.4, C 12.28= − = −  

2  ۲پمپ  2 2A 55.6, B 1.667, C 4.1= − = =  

 هر سـه روش يکـسان و برابـر جمـع دبـي              يحدس اوليه برا  

زمـان و   .  ، در نظر گرفته شـده اسـت        Qmaxها،   به لوله  يورود

رافسون و  -وتني، ن يان سراسر ي سه روش گراد   ييراروند همگ 

ش ي نمـا  )۷( و   )۶( يهـا   در شـکل   يا  چندمرحله ي ساز يخط

 چنـد   ي سـاز  ي روش خط ـ  يـي زمـان همگرا  . داده شده اسـت   

روش . ار کمتـــر اســـتيگـــر بـــسي از دو روش ديا مرحلـــه

  گر ـتر از دو روش دي  بسيار سريعيا چند مرحلهيساز يــخط
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  ر و دو مخزنيي شامل پمپ، ش حلقوي  شبکه-٥ شکل

  

 امزيليو- زني در معادله افت هيب مقاومت لوله ها و توان دبي ضر- ٣جدول 

 ٨ ٧ ٦ ٥ ٤ ٣ ٢ ١ شماره لوله
R(m-5s) ٢٣٩ ٣٢٢ ١١١٥ ١٢٩٢ ٦٩٠ ١١٦٠ ٦١٣ ١١٦٠ 

n ٨٥٢/١ ٨٥٢/١ ٨٥٢/١ ٨٥٢/١ ٨٥٢/١ ٨٥٢/١ ٨٥٢/١ ٨٥٢/١ 
  

 
  

  ٢ مختلف در مثال ي روش هايي زمان همگرا-٦شكل 

 
  

در ( ۲ در مثال  مختلفي روش هاييسه روند همگراي مقا-٧شكل 

رافسون بر - روند همگرايي روش گرايان سراسري و نيوتن٧شکل 

  )هم منطبق است

  

  

 و  ي گراديـان سراسـر    يهـا     روشروند همگرايـي    . شود همگرا مي 

ها پـس از رسـيدن بـه        ايي آن رافسون يکسان و شيب همگر    -نيوتن

 يا  چنـد مرحلـه    يساز ي مشابه شيب روش خط    ، جواب ي  محدوده

 تکـرار و دو     ۶ پـس از     يا  چنـد مرحلـه    ي ساز يروش خط . است

 )۷(شکل در  .رسند ي مe۱-۶ تکرار به دقت    ۱۲گر پس از    يروش د 

رافـسون بـر هـم      -وتني و ن  يان سراسر يد روش گرا  ييروند همگرا 

  .ندا منطبق

   ٣عددي مثال 

 با مخازن متعدد و پمپ      يا شاخه ي  در اين مثال يک شبکه    

 ۷ پمـپ و     ۶ لوله،   ۱۱با  را   )۸( شکل   ي  شبکه. شود بررسي مي 

 مسئله در همين    يکيدروليمشخصات ه . ديريمخزن در نظر بگ   

 . ]۱۶[  نشان داده شده است )۴(جدول شکل و 
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  ٣ با مخزن مثال يا شاخهي  شبکه-٨ شکل

  

 ٣ آبرساني مثال ي ات شبکه اطلاع- ٤جدول 

)متريليم(قطر شماره لوله )متر(طول   )هيمتر مکعب بر ثان (يدب   

٢/٢٠٣ ١  ٠١٦/٥٠٩  ٠٦٢/٠  

٢/٢٠٣ ٢  ٧٦/٣٦٥  ٠٦٢/٠  

٨/٣٠٤ ٣  ٤٨/٧٩٢  ١٢٤/٠  

٢/٢٠٣ ٤  ٧٦/٣٦٥  ٠٦٣/٠  

٦/٣٥٥ ٥  ٩٢٨/٥٦٦  ١٨٧/٠  

٢/٢٠٣ ٦  ٧٦/٣٦٥  ٠٦٤/٠  

٤/٤٠٦ ٧  ٢٣٢/٧١٣  ٢٥١/٠  

٢/٢٠٣ ٨  ٧٦/٣٦٥  ٠٦٦/٠  

٢/٤٥٧ ٩  ٨٣٢/٥٦٠  ٣١٧/٠  

٢/٢٠٣ ١٠  ٠٦٢/٠ ٧٦٢  

٢/٤٥٧ ١١  ٦/١٣٧١  ٣٧٨/٠  

  

، يان سراســريــ ســه روش گراديــيزمــان و رونــد همگرا

 و  )۹( يهـا  شـکل  در   يا  چندمرحله ي ساز يرافسون و خط  -وتنين

 ي سـاز  ي روش خط ـ  ييب همگرا يش. ش داده شده است   ينما )۱۰(

ر نتيجه زمان همگرايي آن     گر است و د   يار تند تر از دو روش د      يبس

 پـس   يا  چند مرحله  ي ساز يروش خط . شودتر مي  به مراتب کوتاه  

 يان سراسـر  ي ـرافـسون و گراد   -وتني ـ ن يهـا     روش تکرار و    ۱۰از  

  .رسند ي مe۱۰-۶ تکرار به به دقت ۶۰ و ۷۶ترتيب پس از  هب

  

   ٤عددي مثال 

   يــکي شهر فرهادگرد در نزدي آبرساني ن مثال شبکهيدر ا
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  ۳ در مثال  مختلفي روش هاييسه روند همگراي مقا-١٠شكل             ٣ مختلف در مثال يها  روشيي زمان همگرا-٩شكل  

  

  
  شهر فرهادگردي آبرساني  شبکه- ١١شكل 
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  ٤ها در مثال   تقاضا و ارتفاع گره- ٥جدول 

 گره
  ارتفاع

 متر

  تقاضا

 هيتر برثانيل
 هگر

  ارتفاع

 متر

  تقاضا

 هيتر برثانيل
 گره

  ارتفاع

 متر

  تقاضا

 هيتر برثانيل

٩٨/٠ ٧/٤٧٢ ٣٩ ٣١/١ ٤٧٢ ٢٠ ١٠/٢ ٤٧٩ ١ 

٩٥/٠ ٧/٤٧٨ ٤٠ ٦٩/٠ ٢/٤٥٦ ٢١ ٣٣/٣ ٧/٤٦٨ ٢ 

٠/١ ٤٨٦ ٤١ ٢٩/١ ٣/٤٥٨ ٢٢ ٤٢/١ ٥/٤٦٦ ٣ 

٣٨/٠ ٥/٤٧٧ ٤٢ ٨١/٠ ٣/٤٤٦ ٢٣ ٥٦/٠  ١/٤٦٧ ٤ 

٧١/٠ ٣/٤٧٣ ٤٣ ٥٧/٠ ٤٤٠ ٢٤ ١٦/٠ ٤٦٩ ٥ 

١٠/٢ ٤/٤٧١ ٤٤ ٥٢/١ ٤/٤٤٥ ٢٥ ٢٣/١ ٣/٤٦٧ ٦ 

١٠/٠ ٥/٤٥٤ ٤٥ ٧٧/٢ ٤٣٨ ٢٦ ٤٧/٢ ٢/٤٦٩ ٧ 

٠/٠ ٤٤٠ ٤٦ ٠١/٢ ٤٤١ ٢٧ ٣٩/٠ ٥/٤٦٠ ٨ 

٥٩/٣ ٨/٤٦٢ ٤٧ ٩٢/٠ ٥/٤٥٤ ٢٨ ٥٤/٤ ٣/٤٦١ ٩ 

١٦/٠ ٨/٤٣١ ٤٨ ٠٣/١ ٤٥٨ ٢٩ ٩٨/٠ ٤/٤٦٥ ١٠ 

٣١/٠ ٢/٤٣١ ٤٩ ٢٤/١ ٨/٤٥٥ ٣٠ ٤٦/٠ ٣/٤٧٦ ١١ 

٠/٠ ٨/٤٥٥ ٥٠ ٤٥/١ ٤٣٧ ٣١ ٦٩/٠ ٤٧٧ ١٢ 

٠/٠ ٨/٤٥٥ ٥١ ٠/١ ٦/٤٣٤ ٣٢ ٠/٠ ٨/٤٥٥ ١٣ 

٠/٠ ٤٤٠ ٥٢ ٣٠/١ ٤٣٠ ٣٣ ١٦/٠ ٥/٤٧٢ ١٤ 

٠/٠ ٤٤٠ ٥٣ ٤٠/٠ ٤/٤٣٩ ٣٤ ٦٧/٠ ٧/٤٧٨ ١٥ 

٠/٠ ٤٤٠ ٥٤ ٣١/١٦ ٣/٤٣٣ ٣٥ ٥٦/٠ ٥/٤٧٨ ١٦ 

٠/٠ ٤٤٠ ٥٥ ١/١ ٤٣٧ ٣٦ ٧٥/٤ ٥/٤٧٥ ١٧ 

٠/٠ ٨/٤٥٥ ٥٦ ٥٦/٠ ٦/٤٥٥ ٣٧ ٢١/٠ ٤٧٥ ١٨ 

٠/٠ ٨/٤٥٥ ٥٧ ٣٢/١٠ ٥/٤٦٨ ٣٨ ٣٢/٠ ٤٨٠ ١٩ 
  

  

  

 ۶۶ با   ي اين شبکه آبرسان   )۱۱(شکل  در  . شودمشهد تحليل مي  

 نـشان داده    ۱۰ب افـت    ي با ضر  ير سوزن ي گره و دو ش    ۵۷لوله،  

 قـرار  A2 و A1 ي قطع و وصـل در نـواح       يرهايش. شده است 

 و ارتفـاع و     )۴(هـا در جـدول      مشخصات هندسي لوله  . دارند

ــا ــدول    يتقاض ــا در ج ــره ه ــصرف در گ ــده)۵( م    داده ش

  . است

، يان سراســريــ ســه روش گراديــيزمــان و رونــد همگرا

 يهـا  شـکل  در   يا  چندمرحلـه  يسـاز  يرافسون و خط ـ  -وتنين

  ان ين مثال روش گراديدر ا.  نشان داده شده است)۱۳( و )۱۲(

 ـ   با دقت مطلوب همگرا نمـي      يسراسر  يهـا     روش يشـود ول

 ۴ترتيب پس از     هرافسون ب -وتني و ن  يا  چندمرحله يساز يطخ

روش . رسـند  ي  م ـ  e۱۰-۶ بـا دقـت      يي تکرار به همگرا   ۱۰و  

 جـواب   ي   بسيار سريع به محدوده    يا  چند مرحله  ي ساز يخط

 آن تقريبا نصف روش     ييشود و زمان همگرا   يک م ينهايي نزد 

  . رافسون است-وتنين

 
  ي بزرگ آبرسانيها  شبکه-٥مثال عددي 

ــبکهيســر ــا ش ــهيه ــا  حلق ــابق N×Nاي ب ــره مط  گ

 و  ۱۰۰،  ۵۰،  ۱۰ برابـر    N.  را در نظـر بگيريـد      )۱۴(شكل

 به  Nحجم محاسبات با زياد شدن      . شود انتخاب مي  ۲۰۰

 طـور   بـه مقدار تقاضا در هر گـره       . يابدشدت افزايش مي  

بـراي تحليـل شـبکه هـاي        .  انتخاب شده اسـت    يتصادف

، گراديان يا ند مرحله چي سازي خطيها  روشمذکور از 

  . شودرافسون استفاده مي- وتني و نيسراسر
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 ٤ مختلف در مثال ي روش هايي زمان همگرا- ١٢شكل 

  

  
  

  ۴ در مثال  مختلفي روش هاييسه روند همگراي مقا- ١٣شكل 

  
 

   N×N آب ي  شبكه- ١٤شكل 

  

  
  

 ۵۰×۵۰ ي شبکه در ييسه روند همگراي مقا- ١٥شکل 
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   در حالت بدون پمپ٥ مثال يهاشبکه يدر سر  ييسه تعداد تکرار و زمان همگراي مقا- ٦ جدول

 اي خطي سازي چند مرحله گراديان سراسري سونف را-نيوتن ۱۰ *۱۰

 ٤ ٥ ٥ تعداد تکرار

زمان همگرايي 

 )ثانيه(
٠٣٥/٠  ٢٣٣/٠ ٠٤٦/٠ 

  
 اي خطي سازي چند مرحله  گراديان سراسري  رافسون-نيوتن  ۵۰ *۵۰

 ٥  ٦ ٦ تعداد تکرار

زمان همگرايي 

 )ثانيه(
٧٨/٠  ٩٥/٣ ٠٥/١ 

  
 اي خطي سازي چند مرحله گراديان سراسري سونف را-نيوتن ۱۰۰ *۱۰۰

 ٦ تعداد تکرار
بادقت مطلوب 

  شود همگرا نمي
٥ 

زمان همگرايي 

 )ثانيه(
٣٥/٨ 

بادقت مطلوب 

  شود همگرا نمي
٢٣/٦ 

  
 اي خطي سازي چند مرحله گراديان سراسري سونف را-نيوتن ۲۰۰ *۲۰۰

 ٦ تعداد تکرار
بادقت مطلوب 

  شود همگرا نمي
٥ 

زمان همگرايي 

 )ثانيه(
٠٣/١٠٣ 

بادقت مطلوب 

  شود همگرا نمي
٤٢/٧٧  

  
  

- حدس اوليه دبي در لوله ها برابر حداکثر دبي فرض مـي           

ــا ارضــاي . شــود ــبات ب ــان محاس ε شــرط زم 1.e 6≤ − 

 . آيد دست مي به

) ثانيـه (تعداد تکرار و زمـان همگرايـي        ) ۶(در جدول   

اي، گراديان سراسري و      سه روش خطي سازي چند مرحله     

هـاي مختلـف مقايـسه شـده        رافسون براي شـبکه    - نيوتن

اي در  زمان همگرايي روش خطي سازي چند مرحله. است

تعداد تکرار بـا    . ديگر است کليه حالات کمتر از دو روش       

 )۱۵(شکل  در  . کندافزايش اندازه شبکه تغيير چنداني نمي     

 ۵۰×۵۰ نُرم باقيمانده بـر حـسب تعـداد تکـرار در شـبکه            

شيب همگرايي هـر سـه روش يکـسان         . ترسيم شده است  

تـر از دو      اي سريع   است اما روش خطي سازي چند مرحله      

سـري در   روش گراديـان سرا   . شـود روش ديگر همگرا مي   

بـا افـزايش   . کنـد   نوسـان مـي  e ۱- ۷اطراف نُرم باقيمانده 

شود تا حدي که در     تر مي   اندازه شبکه نُرم باقيمانده بزرگ    

ــزرگ   ــاي ب ــبکه ه ــت  ۲۰۰×۲۰۰ و ۱۰۰×۱۰۰ش ــه دق  ب

  .شود مطلوب همگرا نمي

 
   گيري  نتيجه-٧

اي   الگوريتم جديدي با عنوان روش خطي سازي چند مرحلـه         

در ايـن   . هاي آبرساني معرفـي شـد     يکي شبکه براي تحليل هيدرول  

. شـوند   سـازي مـي     روش توابع غير خطي معادلات انـرژي خطـي        

 لـسيستم معادلات خطي پيوستگي و خطي سازي شده انرژي ح         

در مرحله بعد عمليات خطي سـازي توابـع در اطـراف            . شوندمي

  تــه دقـخطي سازي تا همگرايي ب. شودجواب حاصله انجام مي
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 متنوع ارائه   يها  مثالکاربرد اين روش در     . کنددامه پيدا مي  مناسب ا 

را نـسبت بـه       آن ي برتـر  Qشده در اين مقاله بر حسب معادلات        

 و  يان سراسـر  ي ـرافسون، گراد - وتني متداول ن  يهاروش

حجم محاسبات و تعداد تکرار     . کندسکانت مشخص مي  

شيب . شود تر به جواب مي    تر موجب همگرايي سريع    کم

ار تنـد   ي بـس  يا چند مرحله  ي روش خطي ساز   همگرايي

اســت و نوســانات در مجــاورت نُــرم باقيمانــده بــسيار 

تواند  بـه عنـوان       در نتيجه مي  . گيرد کوچکي صورت مي  

ل شـبکه مـورد اسـتفاده قـرار         ي ـ در تحل  ييک روش قو  

  .بگيرد

  

  نامه واژه

1. global gradient algorithm 2. multi-stage linearization method 
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