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برابر بار فشاري درتحلیل سه بعدي دینامیکی و انتشار موج تنش در صفحات ضخیم ساخته شده از مواد مدرج تابعیبررسی و در این مقاله به 
بر اساس تابع توزیع پیوسته و طوربهناشی از ضربه پرداخته شده است. خواص مکانیکی ماده (مدول الاستیسیته و چگالی) در راستاي ضخامت 

ها در براي حل آنواندآمدهدستبهسه بعدي ۀالاستیسیتهینظربر اساستوانی، متغیر و ضریب پواسون ثابت فرض شده است. معادلات حرکت 
ریتز و روش نیومارك استفاده شده است. در -فضا و زمان از روش المان محدود مدرج سه بعدي مبتنی بر فرمولاسیون انرژي رایلیۀدامن

بهسپس و کهکندیمخطی تغییر صورتبهکه با زمان است که سطح فوقانی صفحه تحت بار فشاري است بارگذاري دینامیکی فرض شده 
سخ ه، پاکند. در ادامناگهانی عمل میۀیک ضربصورتبهاین باربرداري بدیهی است که . شودمیباربرداري ناگهانی در زمانی معینصورت

مدرج تابعی، شرایط ةهاي مختلف مادتوانيازابه ها در سه جهت و سرعت انتشار موج تنشزمانی تغییر مکان در راستاي ضخامت (خیز)، تنش
ت به طول مورد مطالعه قرار گرفته است.هاي مختلف ضخاممرزي گوناگون و نسبت
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	 In	 this	 paper	 the	 three	 dimensional	 dynamic	 analysis	 and	 stress	 wave	 propagation	 in	 thick 	
functionally	 graded	 plate	 subjected	 to	 impact	 loading	 is	 studied.	Material	 properties	 (elasticity	
modulus	and	density)	are	assumed	 to	vary	continuously	 through	 the	 thickness	direction	of	 the	
plate	 according	 to	 a	 simple	 power	 law	 distributions	 and	 the	 Poisson’s	 ratio	 is	 assumed	 to	 be	
constant.	The	equations	of	motion	are	based	on	three	dimensional	theory	of	elasticity.	The	three 	
dimensional	Graded	Finite	Element	Method	(GFEM)	based	on	Rayleigh-Ritz	energy	 formulation	
and	Newmark	 direct	 integration	method	 has	 been	 applied	 to	 solve	 the	 equations	 in	 time	 and	
space	domains.	It	is	assumed	that	in	dynamic	loading	the	upper	surface	of	the	plate	is	subjected	to	
a	pressure	load	that	varies	 linearly	with	time,	and	suddenly	is	unloaded	at	a	specified	time.	This	
unloading	acts	as	an	 impact	 loading.	Afterward,	 the	 time	histories	of	displacement	 through	 the	
thickness,	 stresses	 in	 three	 dimensions	 and	 velocity	 of	 stress	wave	 propagation	 for	 different	
values	of	power	law	exponents,	various	boundary	conditions	and	thickness	to	length	ratios	have	
been	investigated.	
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مقدمه- 1
ةمواد مدرج تابعی، مواد مرکب غیر همگنی هستند که از دو یا چند ماد

طوربهدهندهلیتشکاند و ترکیب یا درصد حجمی اجزاء مختلف تشکیل شده
پیوسته در امتداد یک یا دو بعد خاص متغیر است، در نتیجه خواص و ساختار 

پیوسته در امتداد همان بعد تغییر خواهد کرد. این ایده اولین بار طوربهها آن
]. تغییرات تدریجی و پیوستۀ این مواد 1توسط محققان ژاپنی استفاده شد [

هاي بسیار مهم و سودمندي جهت کاربرد در باعث شده تا داراي ویژگی
صنایع مختلف باشند.

ناگون و شرایط هاي گورفتار مکانیکی مواد مدرج تابعی با هندسه
بارگذاري متفاوت، توسط محققین بسیاري بررسی شده است. در میان 

هاي هاي مورد بررسی، صفحات به علت کاربرد وسیع در سازههندسه
مهندسی، از اهمیت بیشتري برخوردارند. اکثر قریب به اتفاق تحقیقاتی که در 

هینظري مانند دو بعديهاهینظر، مبتنی بر شدهانجامزمینۀ تحلیل صفحات 
. اگر چه با استفاده از این استتغییر شکل برشی يهاهینظرکلاسیک یا 

شود، اما به علت فرضیات تر و حجم محاسبات کمتر میمسئله سادههاهینظر
ها ضخیم دقت جوابنسبتاًدر صفحات ضخیم و خصوصبه، کنندهساده
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دو بعدي مناسب يهاهینظرآید. لذا براي تحلیل صفحات ضخیم پایین می
سه بعدي استفاده کرد.يهاهینظرنبوده و باید از 

از مواد شدهساختهتاکنون مقالات بسیاري در زمینۀ پاسخ دینامیکی صفحات 
] رفتار مکانیکی صفحات 2مدرج تابعی نگاشته شده است. اکبرزاده و همکارانش [

اند. معادلات بر مدرج تابعی تحت بارهاي استاتیکی و دینامیکی را بررسی کرده
ها آمده و به حل تحلیلی آندستبهبرشی مرتبۀ اول و سوم هینظراساس 

] به تحلیل سه بعدي 3اي و همکارانش [پرداخته شده است. رضایی مژده
اند. معادلات حاکم با استفاده استاتیکی و دینامیکی صفحات مدرج تابعی پرداخته

پاسخ 	]6- 4اند. سان و لو [حل شده1از روش بدون المان محلی پتروف گارکین
اند. گذرا و انتشار موج تنش در صفحات مدرج تابعی را مورد تحقیق قرار داده

. هاشمی نژاد و استبرشی مرتبۀ اول و یا مراتب بالا هینظرمعادلات مبتنی بر 
] به بررسی سه بعدي دینامیکی صفحات ضخیم مدرج تابعی بر روي 7قشلاقی [

بهاند. روش حل به صورت نیمه تحلیلی و شرایط مرزي داختهبستر الاستیک پر
[تکیهصورت ] پاسخ 8گاه ساده در نظر گرفته شده است. فنگ و همکارانش 

گذراي ترموالاستیک صفحات مدرج تابعی را در حالت سه بعدي مورد بررسی قرار 
فاده از گاه ساده فرض شده و معادلات با استتکیهصورتبهاند. شرایط مرزي داده

] به 9[همکارانشواند. کیان حل شده3و روش تیراندازي2روش انتقال لاپلاس
اند. معادلات بر اساس تحلیل استاتیکی و دینامیکی صفحات مدرج تابعی پرداخته

آمده و توسط روش بدون المان محلی پتروف دستبهبرشی مرتبۀ بالا هینظر
هینظر] با ارائۀ نوع جدیدي از 10. دینیس و همکارانش [استشدهگارکین حل 

برشی مرتبۀ سوم، پاسخ استاتیکی و دینامیکی صفحات مدرج تابعی را با استفاده از 
، دقت و هاهینظراند و پس از مقایسه با بقیۀ آوردهدستبهروش بدون المان 

] 11اند. رك و همکارانش [را اثبات نمودهشدهارائهسرعت همگرایی بالاي روش 
اند. هاي مدرج تابعی را مورد مطالعه قرار دادهنامیکی صفحات و پوستهتحلیل دی

اند و توسط روش بدون آمدهدستبهبرشی مرتبۀ اول هینظرمعادلات مبتنی بر 
[حل شده4المان تابع پایه شعاعی ] به تحلیل دینامیکی 12اند. زنکور و صبحی 

اند و معادلات پرداختهترموالاستیک صفحات مدرج تابعی بر روي بستر الاستیک 
اند.تحلیلی حل شدهصورتبهبرشی مرتبۀ بالا و هینظرمبتنی بر 

هدف این مقاله تحلیل سه بعدي دینامیکی و انتشار موج تنش در 
. خواص استصفحات ضخیم مدرج تابعی در برابر بار فشاري ناشی از ضربه 

(مدول الاستیسیته و چگالی) در راستاي ضخامت  طوربهمکانیکی ماده 
پیوسته و بر اساس تابع توزیع توانی متغیر و ضریب پواسون ثابت فرض شده 

هاي مختلف مادة مدرج توانيازاها به است. پاسخ زمانی جابجایی و تنش
ل صفحه، هاي مختلف ضخامت به طوتابعی، شرایط مرزي گوناگون و نسبت

- اند. در تحلیل صفحات مدرج تابعی، روشمحاسبه و با یکدیگر مقایسه شده
. لذا استهاي تحلیلی یا نیمه تحلیلی براي شرایط مرزي خاصی قابل استفاده 

براي تحلیل صفحات ضخیم مدرج تابعی تحت شرایط مرزي گوناگون، باید از 
فاده کرد. در روش المان محدود مدرج استچونهمهاي عددي قوي روش

روش المان محدود مدرج، تغییرات خواص مکانیکی ماده در هر المان نیز در 
شود. انجام می5یابینظر گرفته شده است که این تغییرات توسط توابع میان

] گویاي این مطلبند که 14- 13[گرفتهانجامهایی که در این زمینه پژوهش
- د عادي، شاهد ناپیوستگیدر بررسی مواد ناهمگن توسط روش المان محدو

هاي مدرج تغییرات المانکهیدرحالهایی در میدان تنش خواهیم بود، 
دهند.پیوسته و همواري را نشان می

																																																																																																																																											
1-	Meshless	local	Petrov-Galerkin	method	(MLPG)
2-	Laplace	transformations	
3-	Shooting	method	
4-	Radial	basis	functions	
5-	Shape	functions

	
	صفحۀ ضخیم مدرج تابعی1شکل 

	فرمولاسیون مسئله- 2
در این قسمت، ابتدا توزیع کسر حجمی مادة مدرج تابعی در راستاي 

دستبهگردد، سپس معادلات سه بعدي حرکت صفحه بیان میضخامت 
آید و در نهایت با استفاده از روش المان محدود مدرج، ناهمگنی مسئله می

شود.مدل می

توزیع کسر حجمی مادة مدرج تابعی-2-1
و a، طول hاي ضخیم، ساخته شده از مواد مدرج تابعی، با ضخامت صفحه
اي کنید. دستگاه مختصات کارتزین به گونهفرض 1را مطابق شکل bعرض 

zو 0z=شود که صفحۀقرار گرفته می h= به ترتیب سطح تحتانی و ،
ترکیبی از دو فاز فلز و صورتبهسطح فوقانی صفحه باشند. مادة مورد نظر 

سرامیک در نظر گرفته شده که سطح فوقانی سرامیک خالص و سطح تحتانی 
اي . خواص مکانیکی با توجه به نوع ترکیب، تغییرات پیوستهاستفلز خالص 

. طبق رابطه گردددر جهت ضخامت دارد که توسط تابع توزیع توانی بیان می
:) داریم1(
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مربوط به cو mهاي توان کسر حجمی و اندیسnخاصیت ماده، Âکه 

باشند. لازم به ذکر است به علت تفاوت ناچیز ضریب خواص فلز و سرامیک می
	شود.پواسون مواد اصلی، مقدار آن در کل صفحه ثابت در نظر گرفته می

معادلات دیفرانسیل حاکم-2-2
هینظرکردن از نیروهاي حجمی، معادلات حرکت مبتنی بر نظرصرفبا 
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کرنش در فرم ماتریسی به شکل - با استفاده از قانون هوك، روابط تنش
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- تعریف می)9روابط (صورتبهشرایط مرزي استفاده شده در این پژوهش 
شوند:
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سازي المان محدود مدرج مسئلهمدل-2-3
آمده، از روش المان محدود مدرج استفاده دستبهبه منظور حل معادلات 

شود. در روش المان محدود معمولی، خواص مکانیکی ماده در هر المان می
کند، استفاده که خواص مواد به طور پیوسته تغییر می. لذا هنگامیاستثابت 

ه بر این شود و براي غلبآمدن ناپیوستگی میوجودبهاز این روش باعث 
در ضخامت شدهاستفادههاي ها و همگرایی نتایج باید تعداد المانناپیوستگی

اي افزایش یابد که این امر منجر به حجم و زمان بالاي به مقدار قابل ملاحظه
شود. به همین خاطر استفاده از روش المان محدود مدرج علاوه محاسبات می

باعث کارایی بهتر محاسباتی آوردن نتایج پیوسته و هموار،دستبهبر 
گردد.می

هاي جرم، آوردن ماتریسدستبهحال براي حل المان محدود مسئله و 
شود.ریتز استفاده می- سختی و نیرو از اصل همیلتون و روش انرژي رایلی

:است)10رابطۀ (صورتبهاصل همیلتون براي این مسئله 
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نیروهاي سطحی ۀمؤلفpiحجم و سطح دامنۀ تحت بررسی بوده و Aو Vکه 

.است
(13- 11با جایگذاري روابط ( ) و بکار بردن شرایط10) در رابطۀ 
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براي اعمال ناهمگنی در هر المان، خواص مکانیکی در هر المان توسط توابع 

(شوندها تقریب زده میها در گرهیابی و مقادیر آنمیان ) 28. طبق رابطه 
:داریم

8

1
i i

i

N
=

Á= Áå 	
)28(	
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هاي جرم، سختی هاي المانی، ماتریسدر نهایت بعد از اسمبل کردن ماتریس

آید:درمی)32رابطۀ (صورتبهآمده و معادلات نهایی دستبهو نیروي کل 
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گیري مستقیم نیومارك )، از روش انتگرال32آوردن رابطۀ (دستبهپس از 

بهشود. پارامترهاي انتگرالی مناسب، براي حل آن استفاده میبا گام زمانی 
=صورت 1 =و⁄2 1 شوند که به روش شتاب متوسط انتخاب می⁄4

].15ثابت معروف است [

	نتایج عددي- 3
شود و سپس نتایج پرداخته میشدهگفتهدر این قسمت ابتدا به اعتبارسنجی روش 

در صفحات ضخیم مدرج تابعی در تحلیل سه بعدي دینامیکی و انتشار موج تنش
شود.و پیرامون آن بحث میشدهدادهبرابر بار فشاري ناشی از ضربه، نشان 

یاعتبارسنج-3-1
] استفاده شده 3براي اعتبارسنجی روش توضیح داده شده، از نتایج مرجع [

) که با نسبت ضخامت به طول a=b(استاست. صفحۀ مورد بررسی مربعی 
ℎ = شود. خواص مکانیکی در از دو فاز فلز و سرامیک تشکیل میو⁄0.2

پیوسته و توسط تابع توزیع توانی از فلز طوربهامتداد ضخامت متغیر است و 
)= 70	GPa ,	 = 2700	 kg m⁄ ,	 = ) در سطح تحتانی به 0.7

=(کسرامی 380	GPa	,	 = 3800	 kg m⁄ ,	 = ر سطح فوقانی د)0.7
به سطح فوقانی هیثانیلیم8د. بار دینامیکی در مدت زمان کننتغییر می

شود:وارد می)33(توسط تابع 

( ) ( )0, , sin 2000q x y t q t= 	 )33(	

(الف)

	(ب)
] در حالت3بعد وسط صفحه در مقایسه با مرجع [پاسخ زمانی خیز بی3شکل 

= گیردارگاه گاه ساده ب) تکیهالف) تکیه2
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نمایش داده شده1و جدول 3گاه ساده و گیردار در شکل در دو حالت تکیه
.اندمنطبقبر هم خوبیشود نتایج با تقریب طور که ملاحظه میهماناست. 

نتایج عددي و بحث-3-2
=متر (1اي مربعی با ضلع صفحه = 1	m مفروض است که از دو فاز فلز (

آندر امتداد ضخامتصفحهشود. خواص مکانیکیو سرامیک تشکیل می
از فلز )1توانی (پیوسته و توسط تابع توزیعطوربهو استمتغیر 

)= 70	GPa ,	 = 2700	 kg m⁄ ,	 = ) در سطح تحتانی به 0.7
=(کسرامی 380	GPa,	 = 3800	 kg m⁄ ,	 = ر سطح فوقانی د)0.7

سطح فوقانی صفحه تحت بار دینامیکی قرار دارد که توسط 	کنند.تغییر می
=(شود:تعریف می)34(تابع  4	GPa s⁄(

( ) = 	 ≤ 0.005	s
0	 > 0.005	s 	 )34(	

=طور که پیداست، در همان 0.005	s ناگهانی قطع شده و طوربهبارگذاري
کند. به همین یا یک تحریک ناگهانی عمل مییک ضربهصورتبهاین عمل 

=خاطر بلافاصله پس از باربرداري ( 0.005	s ،به علت انتشار موج تنش (
توان مادة مدرج تابعی ریتأثشوند.ها دچار ارتعاشات گذرا میها و تنشجابجایی

هاي ) و تنشwبر روي خیز (
z

s و
xy

s ورق در نقطۀ میانی سطح فوقانی، در
) 9- 1به نمایش گذاشته شده است. شرایط مرزي از رابطۀ (6و 5، 4هاي شکل

ℎکنند و پیروي می = nشود تغییرات که ملاحظه میطورهمان. است⁄0.2

دهد. پس از باربرداري، قرار میریتأثرفتار دینامیکی ماده را تحت شدتبه
دامنۀ نوسانات nشاهد ارتعاش سیستم ناشی از انتشار موج هستیم که با افزایش 

یابد. دلیل این امر افزایش و سرعت نوسانات و بازگشت موج تنش کاهش می
.استنزدیک شدن خواص مکانیکی ماده به فلز و کاهش سختی 

) wحه بر روي خیز (نسبت ضخامت به طول صفریتأث، 8و 7هاي در شکل
و تنش 

x
sتوان مشاهده نمود. شرایط ورق در نقطۀ میانی سطح فوقانی را می

) =کنند و ) پیروي می9- 1مرزي از رابطۀ  2nگردد که با . مشاهده میاست
طوربهها ها و تنشافزایش ضخامت به علت افزایش استحکام صفحه، جابجایی

شود.اي کاهش پیدا کرده و سرعت نوساناتشان بیشتر میقابل ملاحظه
) و تنش wشرایط مرزي بر روي خیز (راتیتأث

yz
s ورق در نقطۀ میانی

که گونههماننشان داده شده است. 10و 9هاي سطح فوقانی، در شکل
از نوع متأثرها سرعت نوسانات آنشود، مقادیر خیز و تنش و ملاحظه می

شرایط مرزي است و هر چقدر درجات آزادي صفحه بیشتر شود، دامنۀ 
شود.نوسانات بیشتر و سرعت نوسانات کمتر می

	]3مقایسۀ خیز بی بعد با مرجع [	1	جدول

)msزمان (
گاه گیردارتکیهگاه سادهتکیه
اختلاف]3مرجع [پژوهش حاضراختلاف]3مرجع [پژوهش حاضر

8/0302/0-295/0-3/2%		125/0-121/0-	3/3%	
6/1029/0030/03/3%		0112/00109/0	7/2%	
4/2332/0341/06/2%		118/0122/0	2/3%	
2/3049/0-051/0-9/3%		034/0-033/0-	3%	

4301/0-293/0-7/2%		119/0-111/0-	8/1%	
8/4089/0091/02/2%		039/0040/0	5/2%	
6/5303/0309/09/1%		109/0112/0	6/2%	
4/6057/0-059/0-3/3%		040/0-039/0-	5/2%	
2/7307/0-311/0-2/1%		108/0-111/0-	7/2%	

8062/0064/01/3%		038/0039/0	5/2%	

	
	nمقادیر مختلف ازايبه CCCCگاه و تکیه0.2	=	h/a	در حالتپاسخ زمانی خیز4شکل 

	
	nمقادیر مختلف ازايبه CCCCگاه تکیهو0.2	=	h/aدر حالت zsزمانی 	پاسخ5شکل

	
	nمقادیر مختلف ازايبه CCCCگاه تکیهو 0.2	=	h/aدر حالت xysزمانی 	پاسخ6شکل 

	
h/aمقادیر مختلف ازايبه 2	=	nو CCCCگاه پاسخ زمانی خیز در حالت تکیه7شکل 

نحوة انتشار موج تنش در امتداد ضخامت صفحه بلافاصله بعد از بارگذاري در 
=حالت  1n به نمایش گذاشته شده است. با محاسبۀ زمانی 11، در شکل

توان رسد، میکه موج تنش از سطح فوقانی صفحه به سطح تحتانی می
آورد. براي مواد همگن دستبهتقریبی صورتبهسرعت انتشار موج تنش را 

[رابطه . طبق ]16اي تحلیلی براي محاسبۀ سرعت انتشار موج وجود دارد 
:) داریم35رابطه (
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h/aمقادیر مختلف ازايبه 2	=	nو CCCCگاه در حالت تکیهxsپاسخ زمانی 8ل شک

	
شرایط مختلف مرزيازايبه 0.2	=	h/aو 2	=	nپاسخ زمانی خیز در حالت 9شکل 

	
شرایط مختلف مرزييازابه 0.2	=	h/aو 2	=	nدر حالت yzsپاسخ زمانی 10شکل 
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سرعت انتشار موج

)35(	
آمده با رابطۀ تحلیلی براي دستبهمقایسۀ سرعت انتشار موج 2ر جدول د

0nدو حالت  n(مادة سرامیک) و= (مادة فلز) آورده شده است و ¥=
- شود، تطابق بسیار خوبی با یکدیگر داشته و نشانکه ملاحظه میگونههمان

. سرعت انتشار موج تنش براي استشدهاستفادهدهندة دقت بالاي روش 
- طور که دیده مینشان داده شده است. همان3در جدول nمقادیر مختلف 
که با افزایش آن، کاهش استnاز تغییرات متأثرانتشار موج شود، سرعت 

یابد.می

مختلفهاي امتداد ضخامت صفحه بلافاصله پس از بارگذاري در زمان	در0.2	=	h/aو1	=	nدر حالت ysتوزیع 11شکل 
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	مقایسۀ سرعت انتشار موج تنش با رابطۀ تحلیلی2جدول 
nسرامیک ( nفلز ()0= =¥(

m/s6/5907	m/s4/11602حل تحلیلی
	m/s0/5970	m/s0/11765شدهارائهروش 

	%1/1	%4/1اختلاف

	nبراي مقادیر مختلف سرعت انتشار موج تنش 3جدول

	=n 0/1n =1n = 3
	m/s9160m/s7542	m/s10435سرعت انتشار موج

	گیريبندي و نتیجهجمع- 4
هدف اصلی این پژوهش بررسی سه بعدي پاسخ دینامیکی و انتشار موج تنش 

. بدین منظور از روش استدر صفحات ضخیم ساخته شده از مواد مدرج تابعی 
ریتز استفاده شد. -المان محدود مدرج سه بعدي و فرمولاسیون انرژي رایلی

ق خوبی توسط نتایج موجود در مقالات، اعتبارسنجی و تطابشدهارائهروش 
هاي توانيازاها در سه بعد به . در ادامه، پاسخ زمانی خیز و تنشداشتحاصل 

هاي مختلف ضخامت مختلف مادة مدرج تابعی، شرایط مرزي گوناگون و نسبت
چنین سرعت انتشار موج تنش براي مقادیر به طول به نمایش گذاشته شد و هم

حاصل، این نکته را به خوبی آمد. نتایجدستبهمختلف توان مادة مدرج تابعی 
توان با تغییرات توان ها را میدهند که مقدار و تغییرات خیز و تنشنشان می

مادة مدرج تابعی، نسبت ضخامت به طول و شرایط مرزي کنترل نمود. از مزایاي 
توان به توانایی تحلیل سه بعدي هر نوع مادة ناهمگن با میشدهارائهروش 

دلخواه اشاره نمود.هندسه و شرایط مرزي

	فهرست علائم- 5
a	طول صفحه
bعرض صفحه	
Dماتریس خواص مواد
Eمدول الاستیسیته
Fماتریس نیرو
hضخامت صفحه
Jماتریس ژاکوبین

Kماتریس سختی
Mماتریس جرم
Niیابیتوابع میان
n	توان کسر حجمی
Pتابع بار دینامیکی
Qايهاي گرهبردار جابجایی
Tانرژي جنبشی
Uانرژي پتانسیل
u جابجایی در جهتx	
v جابجایی در جهتy

Wکار مجازي
w جابجایی در جهتz

Â	خواص مکانیکی صفحه
Á	خواص مکانیکی المان

ijg	 برشیکرنش

ije	کرنش نرمال

z	مختصات محلی
h	مختصات محلی
n	ضریب پواسون
x	مختصات محلی
r	چگالی

ijs	تنش نرمال
t ij	تنش برشی

پیوست- 6
اندعبارت)36طبق رابطه (یاب خطی در دستگاه مختصات محلیتوابع میان

از:

= ( )( )( )1 1 1i i ix x hh z z+ + + 8	 )36(	
) عبارتست از:37طبق رابطه (Bچنین ماتریس هم
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⁄ 0 ⁄ ⋯
⁄ ⁄ 0 ⋯⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	

)37(	
یابی نسبت به ، باید مشتقات توابع میانBهاي ماتریس براي محاسبۀ درایه

- که توابع میانجاآنمتغیرهاي دستگاه مختصات اصلی محاسبه شود، اما از 
اي و باشند، باید از قاعدة مشتقات زنجیرهیابی بر حسب متغیرهاي محلی می

:) داریم39) و (38. طبق رابطه (تعریف ماتریس ژاکوبین استفاده شود
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)39(	
آوردن مشتقات متغیرهاي اصلی نسبت به متغیرهاي دستبهچنین براي هم

شود:استفاده می)40(رابطه محلی، از تعاریف 
8
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=

=å 	 	ج)- 40(
)که  ), ,i i ix y zهاي باشند. بدین ترتیب، ماتریساي المان میمختصات گره
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