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مشاهده داده قرار بررس مورد را خاص �های آنتروپ از برخ برای را ته ن این داشت. خواهند سان ی های جواب

مینیمم و آنتروپ ماکسیمم با تواب وبنابراین هستند ر همدی وس مع قرینه مسئله دو لاگرانژ ضرایب که نمودیم

بود. خواهند معادل واگرای اندازه
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مقدمه ١

تلاش�های آنها جمله از تعریفشده�اند ٢ شانون آنتروپ از غیر زیادی آنتروپ اندازه�های اطلاع، نظریه آماری متون در
کاربردی اهداف منظور به نمود. معرف ١٩۶١ درسال αرا مرتبه رن آنتروپ اندازه وی شد انجام ٣ رن توسط که بود
آنتروپ از صعودی تاب ی خود که کردند تعریف ١٩۶٧ سال در را s مرتبه آنتروپ اندازه ۴ چاروات و هارودا تر،
کردند. معرف را t نوع ۶آنتروپ آریموتو نیز sو جه در و ١ مرتبه آنتروپ ۵ میتال و شارما همچنین باشد. م رن
h, مختلف تواب برای که کردند تعریف h, ϕ از تابع صورت به را آنتروپ اندازه از کل ل ش ٧ اران هم و مینندز

دهد. م نتیجه را بالا در شده ذکر آنتروپ های اندازه از ی ϕهر

Hh
ϕ (p(x)) = h(

n∑
i=١

ϕ(pi(x))) (١)

ϕ : [٠,∞) → R ه این یا و است. صعودی تاب hی : R → Rو مقعر تاب ی ϕ : [٠,∞) → R رابطه این در که
تاب وhی مقعر تاب ی ϕ کرد خواهیم فرض ادامه در باشد. م نزول تاب hی : R → R و محدب تاب ی

اند. شده آورده آنتروپ های اندازه از برخ زیر جدول در است. صعودی

آنتروپ مختلف های اندازه از های مثال :٧ جدول

ϕ(x) h(x) آنتروپ اندازه

−xlogx x Shannon

xα ١
١−α

logx Renyi
١

١−s
(xs − x) x Harvda and Charvat

xlogx e(s−١)x−١

١−s
Sharma and Mittal

x
١
t xt−١

٢t−١−١ Arimoto

xrlogx −٢r−١x Taneja

(١+ λx)log(١+ λx) (١+ ١
λ
)log(١+ λ)− x

λ
Ferreri

xr−m+١ ١
m−r

logx Varmma

مفاهیم اصل این است. بوده نهفته احتمال سیستم�های از گسترده طیف ی جواب در جینز آنتروپ ماکسیمم اصل

٢Shannon
٣Renyi
۴Harvda and Charvat
۵Sharma and Mittal
۶Arimoto
٧Menendez et. al.
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تاب فرم به معمولا آنتروپ ماکسیمم دارای توزی �آمیزد. م هم در را ... و بهینه�سازی آماری، استنباط اطلاع، نظریه
تغییرات دامنه ازای به باشد معلوم مختلف مراتب گشتاور�های که ام هن و شود. م بیان محدودیت�ها از نمای
و ماکسیمم رن آنتروپ �دهد. م نتیجه ماکسیمم آنتروپ توزی عنوان به را مشهوری �های توزی ، تصادف متغیر
و کستا است. شانون آنتروپ از بزرگتری کلاس به ماکسیمم آنتروپ ایده توسی نیز ماکسیمم سالیس ت آنتروپ
یا و ماکسیمم رن آنتروپ اساس بر مشخصه�های و تعبیرها ١١برچر ، وجانسون نات وی ١٠ ٩. بشیرو ٨ اران، هم

داده��اند. ارائه چند�متغیره و �متغیره ی حالت�های در ماکسیمم �سالیس ت آنتروپ
اگر باشد. م توزی دو بین موجود رابطه میزان محاسبه ما هدف باشیم داشته f,g احتمال ال چ تاب دو کنید فرض

از: است ١٢عبارت سیزار تعمیم�یافته واگرای اندازه f,g احتمال ال چ تاب دو باشدبرای محدب تاب ϕی

Dϕ(f ||g) =
n∑

i=١
giϕ(

fi
gi
) (٢)

�دهد. م نتیجه را مختلف واگرای سیزاراندازه�های اطلاع اندازه باشد شده تعریف ونه چ ϕ تاب ه این حسب بر
شده�اند. خلاصه ٢ جدول در اندازه�ها ازاین برخ

واگرای مختلف اندازه�های از های مثال :٨ جدول

ϕ(x) واگرای اندازه نام

xlogx Kullback-Libeler

xα Renyi divergence

xα Tsallis divergence
(١−

√
t)٢

٢ Hlinger divergence

(t− ٢(١ χ٢divergence

را �سالیس ت �های توزی لایبر کولب اطلاع کردن پارامتری تحت شانون آنتروپ ماکسیمم�کردن با ٢٠٠٨ برچر
آنتروپ ماکسیمم موضوع به نهایت در مسئله، صورت به ین میان محدودیت اضافه�کردن با سپس و کرد استخراج
رن آنتروپ ماکسیمم�کننده تعمیم�یافته، پاراتوی توزی که داد نشان ادامه در و رسید ین میان محدودیت تحت رن
کردن پارامتری تحت لایبر کولب اطلاع کردن مینیمم مسئله که �کند م بیان ونیز �باشد. م یادشده محدودیت تحت

�شود. م منجر سان ی جواب به نیز شانون آنتروپ اندازه
٨Costa, et. al
٩Bashkirov

١٠ Johnson and Vignat
١١Berecher
١٢Csiszar
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پژوهش دست�آورد�های ٢

در که است �های توزی همه بین در احتمال توزی ترین نااریب یافتن جینز، آنتروپ ماکسیمم اصل اساس ادعای
باید واق در است. اطلاعات آوردن بدست با قطعیت عدم کاهش ما هدف �کند. م صدق محدودیت�ها از سری ی
ذریم. ب است نشده داده ما به آنچه از محتاطانه و کنیم استفاده شده داده ما به که اطلاعات همه از باید که گفت
ماکسیمم نمیدانیم را آنچه مورد در قطعیت عدم ر دی عبارت به است. باستان معرفت و دانش از اصل ی این

است. انجام برای کار درست�ترین این که �کنیم م
به مفید خیل کنیم تصور g دم توزی عنوان به را f توزی ه این باشیم داشته f,g احتمال ال چ تاب دو کنید فرض
موجود رابطه کشف ما هدف و �کنند م پیدا نزدی رابطه باهم ها توزی این مواردی چنین ی در �رسد. م نظر
قید تحت شانون آنتروپ ماکسیمم مسئله ٢٠٠٨ برچر شد ذکر مقدمه در که ونه همان است. توزی دو این بین
آنتروپ کردن پارامتری قید تحت لایبر کولب اطلاع مینیمم معادل بطور و لایبر کولب اطلاع کردن پارامتری
بر سع مقاله این در شوند. م معادل و سان ی جواب�های به منجر مسئله دو این که داد نشان و داده انجام را شانون
واگرای اندازه لایبر، کولب اطلاع جای به نیز و یافته تعمیم آنتروپ اندازه از شانون آنتروپ جای به که داریم این
برچر کار همچنین کنیم. بررس یافته تعمیم اندازه�های این برای را موضوع این و گرفته کار به را سیزار یافته تعمیم

�گیریم. م نتیجه آن از خاص حالت ی عنوان به را
�گیریم م نظر زیردر صورت به را تعمیم�یافته آنتروپ اندازه کار راحت برای و باشد صعودی تاب ی h ه این بافرض

Hϕ(f) =

∫
ϕ(f(x))dx (٣)

از: است عبارت مسئله اولین

maxHϕ(f(x)) = −
∫

ϕ(f(x))dx

s.t. (۴)

Dϕ(f(x)||g(x)) =
∫

g(x)ϕ(
f(x)

g(x)
)dx = θ

مبن دارد وجود ری دی مسئله این با متناظر باشد. پیوسته مطلقا g به نسبت f که است این مستلزم Dϕ(f ||g) تعریف
داریم آن�ها برای که است �های توزی همه بین در تعمیم�یافته واگرای اندازه مینیمم با توزیع جستجوی در ه این بر

Hϕ(f(x)) = θ
′

ر: دی عبارت به

minDϕ(f(x)||g(x)) =
∫

g(x)ϕ(
f(x)

g(x)
)dx

s.t. (۵)

Hϕ(f(x)) = −
∫

ϕ(f(x))dx = θ
′
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�رساند. م سان ی جواب�های به مارا بالا مسئله دو از ی هر حل که �دهیم م نشان ادامه در

مسئله اولین حل ١.٢

سری ی از بعد و گرفته مشتق معادله این طرفین از f تاب به ونسبت داده یل تش لاگرانژرا معادله ابتدا حل برای
داشت: خواهیم جبری عملیات

−
∫

ϕ(f(x))dx− β(

∫
g(x)ϕ(

f(x)

g(x)
)dx− θ)

− λ(

∫
f(x)dx− ١) = ٠

⇒ −ϕ
′
(f(x))− βϕ

′
(
f(x)

g(x)
)− λ = ٠

⇒ −ϕ
′
(f(x)) +

∫
f(x)ϕ

′
(f(x))

= β[−
∫

f(x)ϕ
′
(
f(x)

g(x)
) + ϕ

′
(
f(x)

g(x)
))]

⇒ β =
−ϕ

′
(f(x)) +

∫
f(x)ϕ

′
(f(x))

−
∫
f(x)ϕ′( f(x)g(x) ) + ϕ′( f(x)g(x) )

(۶)

عددی های روش کم به نیز ϕو تاب ضرایب، این ذاری جای با اند آمده دست به λ, β لاگرانژ ضرایب ترتیب بدین
رویم. م بالا در قیدشده مسئله دومین حل سراغ به حال آوریم. م دست به را بالا معادله کننده ماکسیمم تاب

مسئله دومین حل ٢.٢

م لاگرانژ ضرایب آوردن بدست و طرفین از گیری مشتق سپس و لاگرانژ معادله یل تش مرحله اولین نیز اینجا در
باشد.

∫
g(x)ϕ(

f(x)

g(x)
)dx+ β

′
(−
∫

ϕ(f(x))dx− θ
′
)

− λ(

∫
f(x)dx− ١) = ٠

⇒ ϕ
′
(
f(x)

g(x)
)− β

′
ϕ

′
(f(x))− λ = ٠

⇒ ϕ
′
(
f(x)

g(x)
)−

∫
f(x)ϕ

′
(
f(x)

g(x)
)

= β
′
(ϕ

′
(f(x)−

∫
f(x)ϕ

′
(f(x))

⇒ β
′
=

ϕ
′
( f(x)g(x) )−

∫
f(x)ϕ

′
( f(x)g(x) )

ϕ′(f(x)−
∫
f(x)ϕ′(f(x))

(٧)
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آنتروپ اندازه ماکسیمم دارای تاب که گیریم م نتیجه اساس این بر و β′
= − ١

β که یابیم م مقایسه و دقت کم با
تواب از برخ قراردادن با ادامه در بود. خواهند معادل یافته تعمیم واگرای اندازه مینیمم دارای تاب با یافته تعمیم

پردازیم. م موضوع این به بیشتر بالا مسئله دو در ٢ و ١ جداول از ϕ(x)

این در داریم. را لایبر کولب اطلاع اندازه و شانون آنتروپ اندازه یعن ϕ(x) = xlogx قراردهیم اگر .١ مثال
از: است عبارت لاگرانژ ضریب مقدار و ϕ

′
(x) = ١+ logx صورت

β =

∫
f(x)logf(x)− logf(x)

log f(x)
g(x) −

∫
f(x)log f(x)

g(x)

β
′
=

log f(x)
g(x) −

∫
f(x)log f(x)

g(x)

−
∫
f(x)logf(x) + logf(x)

و شانون آنتروپ برای مسئله دو این حل که بود رسیده مشابه نتیجه این به هم برچر شد ذکر قبلا که ونه همان
�شود. م سان ی نتای به منجر لایبر کولب اطلاع

ϕ
′
(x) = αxα−حالت١ این در داریم را رن واگرای اندازه و رن آنتروپ اندازه ϕ(x)یعن = xα فرضکنید مثال٢.

: از است عبارت مسئله این برای لاگرانژ ضرایب مقادیر همچنین

β =

∫
f(x)α − f(x)α−١

( f(x)g(x) )
α−١ −

∫
( f(x)g(x) )

α−١f(x)

β
′
=

( f(x)g(x) )
α−١ −

∫
( f(x)g(x) )

α−١f(x)

−
∫
f(x)α + f(x)α−١

است. صادق بالا موضوع نیز رن واگرای اندازه و رن آنتروپ برای که �کنید م ملاحظه

واگرای اندازه و چاروات) هارودا �سالیس(آنتروپ ت آنتروپ ϕ(x)یعن = ١
١−s (x

s − s) کنید فرض .٣ مثال
به را ما مسئله این برای لاگرانژ ضرایب مقادیر محاسبه ϕ

′
(x) = s

١−s (x
s−١ − حالت(١ این در داریم را �سالیس ت

�رساند: م زیر عبارات

β =
f(x)s−١ −

∫
f(x)s∫

f(x)( f(x)g(x) )
s−١ − ( f(x)g(x) )

s−١

β
′
=

( f(x)g(x) )
s−١ −

∫
( f(x)g(x) )

s−١f(x)

−
∫
f(x)s + f(x)s−١

دست به سان ی جواب مسئله دو حل نیز �سالیس ت واگرای اندازه و �سالیس ت آنتروپ برای که �کنید م ملاحظه
�دهد. م

این برای متناظر لاگرانژ ضرایب مقادیر s = α اگر که هست این (٣.٢) و (٢.٢) مثال دو در قابل�توجه ته ن
�سالیس ت آنتروپ از صعودی تابع رن � آنتروپ که کرد اضافه باید هم را ته ن این البته باشند. م برابر مثال دو

�باشد. م
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گیری نتیجه ٣

ماکسیمم مسئله به ادامه در . کردیم یادآوری را یافته تعمیم واگرای اندازه و یافته تعمیم آنتروپ اندازه ابتدا در
اندازه مینیمم مسئله معادل طور به نیز و یافته تعمیم واگرای اندازه کردن پارامتری قید تحت یافته تعمیم آنتروپ
مسئله دو این که دادیم نشان و پرداختیم یافته تعمیم آنتروپ اندازه کردن پارامتری قید تحت یافته تعمیم واگرای
داده�ایم. قرار بررس مورد خاص آنتروپ اندازه�های از بعض برای را مسئله این داشت. خواهند سان ی های جواب
و آنتروپ ماکسیمم با تواب وبنابراین هستند ر همدی وس مع قرینه مسئله دو لاگرانژ ضرایب که نمودیم مشاهده

بود. خواهند معادل واگرای اندازه مینیمم
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