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 چكیده
می وبستگی کوانتمعرفی شده بود، به عنوان معیاری برای تعیین همهای دوقسمتی کلاسیك حالتبستگی غیرمی که برای محاسبه و تعیین هموکوانت هندسیخوانی ناهم

نشده و فقط  ارائهقسمتی نیز های دوترین سامانههای با متغیر پیوسته نیز مورد مطالعه قرار گرفته است، اما تا کنون حل تحلیلی برای سادههای گاوسی در سامانهحالت
و دقیقی برای محاسبه همبستگی  اند. در این مقاله با حل تحلیلی این معیار، رابطه صریحها پرداختهاصی از حالتهای تقریبی به حل دسته خبا استفاده از روش

ایم. نتایج بدست آمده تفاوت چندانی با روش تقریبی پیشین برای محاسبه این کمیت قسمتی  ارائه کردههای فشرده حرارتی دومی در دسته پراهمیتی ازحالتوکوانت

 .می دهدنشان ن
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Abstract 
 

Quantum geometric discord, which had been introduced to calculate and determine the non-classical 

correlation of bipartite quantum states, has also been studied as a measure for determining the 

quantum correlations of Gaussian states in continuous variable system. However, so far no analytical 

solutions has been provided, even for the simplest bipartite systems, and only some approximate 

solutions for special classes of states have been considered. In this paper, solving this measure 

analytically, we have provided an explicit and exact formula for the quantum correlation of a 

significant class of two-mode squeezed thermal states. The results do not show significant difference 

with the previous approximate method. 
 

  

 

PACS No.3  

 قدمهم
می ب ه یک ی از موع وعات وهای کوانت بستگیدر دو دهه اخیر هم

، چ را ک ه ب ه عن وان منبع ی مورد علاقه محققان تبدیل شده است

 [1]ی کاربرد فراوانی دارندکوانتومیاساسی برای پردازش اطلاعات 

ه ای بس تگیگی ری ه مهای بسیار مهم برای اندازهسنجه. یکی از 

می است ک ه ب ه ص ورت مس تقیم وکوانت هایبستگیهم ی،کوانتوم

این  می دارد.وپذیرهای کوانتجاپذیر بودن مشاهدهریشه در غیر جابه

می ب ین دو تعری م مع اد  ومعیار به ص ورت ع دت تط ابو کوانت 

 1خ وانی ک وانتمین اهم شود وکلاسیك از اطلاعات متقابل بیان می

می خوانی ک وانتاده ش ده اس ت ک ه ن اهمشود. نش ان دخوانده می

ط وری ک ه حت ی می است ب هتنیدگی کوانتوهومی فراتر از درهممف
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می غی ر خوانی کوانتد نیز ممکن است ناهمهایی که جداپذیرنحالت

صفر داشته باشند. به بیان دیگر، ارتباط ات کلاس یکی ک ه در تهی ه 

توانن د باع ت تولی د رون د نی ز م یای جداپ ذیر بک ار میهحالت

های کوانتمی شوند. با توجه به اینکه هنوز روشی تحلیلی همبستگی

ی مرکب یعنی خوانی کوانتومی ساده ترین سامانهبرای محاسبه ناهم

جو ب رای معرف ی وارائ ه نش ده اس ت، جس ت تیسامانه دو کی وبی

خوانی ک رد ادام ه ایگزین ن اهمی محاسبه پذیری که بتوان جسنجه

و همک  ارانر روش هندس  ی ب  رای  داکی  ك 0212دارد. در س  ا  

خوانی هندس ی می مطرح کردند که ناهموخوانی کوانتمحاسبه ناهم

خ وانی ه ایی ک ه ن اهممی نات گرف ت و ب ا تعری م حال توکوانت

می صفر دارند و محاسبه کمترین فاصله حالت م ورد نر ر از وکوانت

می وبستگی کوانتاشمیت، هم-ها با استفاده از نرت هیلبرتاین حالت

خوانی ک وانتمی هایی که ناهمحالت .[2]اند سامانه را محاسبه کرده

 شوندداده می نمایرصفر دارند به شکل زیر 
𝜒𝐴𝐵 = ∑ 𝑝𝑖𝑝𝐴𝑖 ⨂|𝑖〉〈𝑖|. 

خ وانی بس ازند ن اهم Λها یك مجموعه با ن ات اگر تمات این حالت

 به شکل زیر تعریم کردتوان هندسی را می

𝐷G(ρAB) = ‖ρAB
− 𝜒𝐴𝐵‖

2

2

𝜒𝐴𝐵∈Λ

𝑖𝑛𝑓
,                           (1) 

𝑀‖2‖ک  ه اینج  ا 
2 = √Tr(MM†) اش  میت م  ی-ن  رت هیلب  رت-

به شکل زیر  0211باشد.این فرمو  توسط لو و همکارانر در سا  

 [3]بازنویسی شد

𝐷G(ρAB) = ‖ρAB
−Π𝐵(ρ

AB
)‖

2

2

Π𝐵

𝑖𝑛𝑓
 ,                           (2) 

ρاشمیت -که فاصله هیلبرت
AB

Π𝐵(ρاز حالت  
AB

اس ت ک ه از  (

در  .بدس ت م ی آی د B روی زیرسامانه Π𝐵گیری تصویری اندازه

خوانی هندسی در حالت کلی ناهم اینجا ذکر این نکته لازت است که

 A و ب  ا ان  دازه گی  ری روی زی  ر س  امانه کمیت  ی نامتق  ارن اس  ت

 کند.مقدار آن تغییر میB  و

( و همین 2دسو و همکارانر با استفاده از تعریم )آ 0211در سا 

خوانی هندسی را ب رای گاوسی ناهم گیریو با استفاده از اندازه نرت

های گاوسی دوقسمتی در فضای پیوسته به شکل زیر تعریم حالت

 گویند.خوانی هندسی گاوسی میکه به آن ناهم اندکرده

𝐷G
𝑔
(ρAB

𝑔) = ‖ρAB
g − Π𝐵

𝑔(ρ
AB

g)‖
2

2
.                 (3)

Π𝐵

𝑖𝑛𝑓
 

محس و  ( 1)رابطه ( یك تقریب از 3)لازت به ذکر است که رابطه 

Π𝐵 ه ای فض ای حالتچرا ک ه  ،شودمی
𝑔(ρ

AB
g) زیرفض ایی از

گیری و ان دازه باش دم ی Λخوانی ص فرهمهای ب ا ن احالت فضای

𝜒𝐴𝐵ه ای جداپ ذیر تواند فض ای حالتگاوسی نمی = 𝜒𝐴⨂𝜒𝐵  را

گیری گاوسی یك حال ت دانیم حالت بعد از اندازهمیپوشر دهد. 

  [4].گیری مستقل استگاوسی است که از خروجی اندازه

و ب رای زی ر  ω̅𝐵ب ا  Bگیری برای زیر سامانه اگر حالت بعد اندازه

 آیدبه شکل زیر در می( 3نشان دهیم معادله ) ω̅𝐴را با  Aسامانه 

𝐷G
𝑔
(ρAB

𝑔) = ‖ρAB
g − ω̅𝐴⨂ω̅𝐵‖

2

2
.                        (4)

ω̅𝐵

𝑖𝑛𝑓
 

بسته س اده فق ط  رابطهبرای بدست آوردن یك آدسو و همکارانر 

وردای خوانی هندسی بر حسب عناصر ماتریس ه مبه محاسبه ناهم

بع د از انج ات  .ان داکتف ا کرده یهایی خاصحالت گاوسی به حالت

خوانی هندس ی تقریبی زیر برای ناهمرابطه محاسبات در نهایت به 

 (رده حرارت  ی دوقس  متی گاوس  یفش   ه  ای خ  ا حالت ب  رای)

 .[5]انددهرسی

DG
g (ρAB

sts) =
1

ab − c2
−

9

( √4ab − 3C2 + √ab)2
. 

ه ای این مقاله ما ابتدا به معرفی مختصری از حال ت یكدر بخر 

ه ای ب رای فض ای حالتسپس در بخ ر دوت  .ردازیمپی میگاوس

خوانی هندس ی ص فر دارن د تعریف ی دیگ ر ارائ ه گاوسی که ناهم

رابط ه خوانی هندسی با استفاده از ناهم به روش محاسبهکنیم و می

در آخر نتایج را به صورت مختصر بیان م ی پردازیم و( می1دقیو )

 .کنیمو با نتایج تقریبی قبل مقایسه می کنیم

 

 قسمتیهای گاوسی دوحالت

آنها به شکل  ρنامند که تابع ویگنر حالت هایی را گاوسی میتلحا

 .[6]گاوسی باشد

𝑊(𝑲) =
exp [−

1

2
𝑲𝑇𝜎−1𝑲]

π2√Det[σ]
,                            (5) 

𝑲در اینجا  ≡ (𝑋1, 𝑃1, 𝑋2, 𝑃2)،𝑋𝑖 = (𝑎†
𝑖 + 𝑎𝑖)/2  و𝑃𝑖 =

𝑖(𝑎†
𝑖 − 𝑎𝑖)/2  که𝑎†

𝑖و  𝑎𝑖  عملگرهای خل و و ن ابودی ب رای

,𝑎𝑖]ج ایی با رابط ه جاب ه 0و 1های سامانه 𝑎𝑗] = δij باش ند.  م ی

گوین د ک ه  𝜌متن ارر ب ا (CM)ی وردارا ماتریس ه م σهمچنین 
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σ𝑘ℎش کل عناصر آن به ≡
1

2
〈{Kk, Kh}〉 − 〈Kk〉〈Kh〉  تعری م

بس تگی موع عی ک ه هم 0تافت هشود. با استفاده از تبدیلات ه ممی

ت وان ب ه ش کل را م ی σگذارن د، م اتریس ردا میکوانتومی را ناو

 استاندارد زیر نوشت.

σ = [
A C
CT B

] = [

a
0

0
a

c 0
0 d

c 0 b 0
0 d 0 b

].                      (6) 

2حقیقیهای ماتریسC و Bو Aکه در آن  × -باش ند. کمی تمی 2

 های ناوردایتوسط کمیت dو  a ،b ،cهای 

 

I1 = det A = a2,   I2 = det B = b2 I3 = det C = cd , 
I4 = trAJCJBJCTJ,   det σ = I1I2 + I3

2 − I4 =
(ab − c2)(ab − d2) 

 

1شوند. اینجا محاسبه می  ≤ 𝑎 , 𝑏  و|𝑑| ≤ 𝑐 ≤ √ab − 1 

 

 خوانی هندسیمحاسبه ناهم

ه ای گاوس ی خوانی هندسی حالتناهماین مقاله برای محاسبه در 

کن یم و خوانی هندس ی ش روم م یاز تعریم دقیو ناهم قسمتیدو 

به ک ار م ی قسمتیهای گاوسی دو ( را برای حالت1همان رابطه )

خ وانی ن اهم ک ه ه ای گاوس یت ری از حال تبریم وتعریم دقیو

ب ه پاس    انتر ار داری م کنیم، درنتیجهارائه می کوانتمی صفر دارند

خوانی هندس ی نس بت ب ه روش تری برای محاسبه ناهمهای بهینه

خ وانی یابیم، نهایت ا  ب ه ح ل تحلیل ی رابط ه ن اهمدست های قبل 

-رسیم. ن اهمروشن برای آن می رابطهپردازیم و به یك هندسی می

های گاوسی به صورت دقیو به شکل خوانی هندسی را برای حالت

 کنیمزیر تعریم می
𝐷G(ρAB)

= ‖ρAB − χ(m1, θ1, λ1;m2, θ2, λ2)‖2
2

m1,θ1,λ1;
m2,θ2,λ2

𝑖𝑛𝑓
 ,    (7) 

اس ت  σوردای با ماتریس هم قسمتیدو  گاوسیحالت  ρABاینجا 

 قس متیهای گاوس ی دو حالت χایم و معرفی کرده 0که در بخر 

هایی با که به زیرفضای حالت باشندخوانی کوانتمی صفر میبا ناهم

σAوردای ماتریس هم = σ1⨁σ2 نج ا ک ه . از آشوندمحدود می

symplectic2 

توان ب ه را می قسمتیشکل کلی ماتریس چگالی حالت گاوسی تك

 [5]شکل زیر بسط داد 

ρ = U(θ)S(λ)νth(m)S†(λ)U†(θ),                
عملگ   ر چلان   دن و  S(λ)عملگ   ر دوران،   U(θ)ک   ه در آن 

νth(m)توان نتیجه باشد، میهای حرارتی میماتریس چگالی حالت

خ وانی هندس ی هایی ک ه ن اهموردای حالتگرفت که ماتریس هم

 .تواندر حالت کلی به شکل زیر نوشترا می (σχ)صفر دارند 

σχ

=

[
 
 
 
 m1λ1 cos θ1

2 +
m1 sin θ1

2

λ1

−
m1(λ1

2 − 1) sin θ1 cos θ1

λ1

−
m1(λ1

2 − 1) sin θ1 cos θ1

λ1

m1λ1 sin θ1
2 +

m1 cos θ1
2

λ1 ]
 
 
 
 

⊕

[
 
 
 
 m2λ2 cos θ2

2 +
m2 sin θ2

2

λ2

−
m2(λ2

2 − 1) sin θ2 cos θ2

λ2

−
m2(λ2

2 − 1) sin θ2 cos θ2

λ2

m2λ2 sin θ2
2 +

m2 cos θ2
2

λ2 ]
 
 
 
 

 

(8) 

𝑚1,m2با  ≥ ,𝜆1و 1 λ2 ≥  ( و اینکه 7با توجه به رابطه ). 0

𝑡𝑟(𝜌1𝜌2) =
1

√𝑑𝑒𝑡[(𝜎1 + 𝜎2)/2]
 , 

 هندسی به شکل زیر بدست می آیدخوانی ناهم
DG

= (
1

√det(σ)
+

1

√det(σχ)

−
2

√det[(σ + σχ)/2]
)m1,θ1,λ1;

m2,θ2,λ2

𝑖𝑛𝑓
.  (9) 

ب ه متغیره ای را نس بت مق دار مین یمم رابط ه ب الا اکنون بایس تی 

m1, θ1, λ1;m2, θ2, λ2 برای اینکه محاسبات انجات دست آوریمب .

ش کل در  .کن یمه اکتف ا م یدهای حرارتی فشرپذیر باشد به حالت

𝑐ها این حالت(2) وردای استاندارد ماتریس هم = ±𝑑 باش د.می 

رس یم ک ه بعد از کمی محاسبات نه چندان ساده به ای ن نتیج ه می

λ1چن ین ، هممس تقل اس ت θ2و  θ1از  خ وانی هندس یناهم =

λ2 =  آید.بدست می 1

ب ه ش کل  m2 و m1توان نشان داد که رابطه ب ین میافزون بر این 

 زیر است.

 m2 =
a. b − c2 + b.  m1

√8 .m1. (a +  m1) − (a +  m1)
 , 

 شود.از رابطه زیر محاسبه می m1   و

m1 = −0.142 a + 0.058 (g + √
hbg+382.12 a3b−617.27a2c2

b g
),  
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 اینجا

g = (k1 +  k2)
1

2⁄ , 
 

h = 2 k1 − 7 k2 , 
 

k1 = 48a2 − 14
ac2

b
 ,  k2 = 7

af
1

3

b
+ 168

c2a2

f
1

3

− 140
c4a

bf
1

3

 

 

f = 216 b2a2c2 − 180 bac4 + 64 c6 − 108 b3a3 +
20.784(−244 b3a3 + 219 b2a2c8 − 120 bac10 +

28 c12 + 198 b4a4c4 − 108 b5a5c2 + 27 b6a6)1/2.  
 

 

 
𝑏  خوانی هندسی برای گاوسی و ناهمخوانی هندسی ناهممقایسه : 1شکل  =

1 + 𝑥(𝑎 − 1) , 𝑐 = √𝑥(𝑎2 − 1)   , 𝑥 =    ,مجاز تغییرات)حوزه 1.

𝑥 0 < 𝑥 <  aباشد( برحسب می1

,𝑎برای 𝑏 , 𝑐 خوانی هندسی را با توجه به ناهمتوان معین می

m1, θ1, λ1; m2, θ2, λ2 محاسبه کرد. نتیجه در بالا آمده بدست

کنیم و به مقایسه می [5]تقریبی مقاله با روش را بدست آمده 

قبلی  با روش بینیم که نتایج بدست آمده از این روشروشنی می

 اختلاف چندانی ندارد.  

 نتیجه گیری
خوانی هندسی برای دسته مهمی ناهمدر این مقاله به حل دقیقی از 

 گاوسیگیری بدون در نرر گرفتن تقریب اندازهها از حالت

را برای  خوانی هندسیناهمتوان  که می یماهونشان داد یماتهپرداخ

نیازی به استفاده از  ها به صورت دقیو محاسبه کرد واین حالت

 های پیشین نیست.پیشنهادی در مقاله هایتقریب
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