
دار کران پارتو توزیع برای شدن قطبی شاخص های ویژگی
١ حسینیون نرگس ،٢ برزادران محتشمی غلامرضا ١ مالک، براهویی فرزانه

مشهد نور پیام ١دانشگاه

مشهد فردوسی ٢دانشگاه

چکیده:

شاخص می گیرد. اندازه جامعه در را قطبش شدت ∆ جدید شاخص و می گیرد اندازه  را جامعه یک فقر سطح جینی تراکم ضریب

می کند. محاسبه را می شود تعیین جامعه درآمد مقادیر احتمال چگالی تابع وسیله به که مجزا گروه دو قطب های بین اختلاف قطبی شدن

قطبی شدن شاخص ویژگی های بررسی به سپس کرده محاسبه پارتو توزیع برای را قطبی شدن شاخص و جینی شاخص ابتدا مقاله این در

می پردازیم. توزیع این برای
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مقدمه ١

١٩٢١ سال در جينی ضريب پيشنهاد اولین از گیرد. می قرار استفاده مورد اقتصادی و اجتماعی اطلاعات دادن برای معمولا جینی ضريب

ضريب مورد در تحقيق به نياز بيانگر مقالات نوع اين تعداد افزايش است. شده چاپ و نوشته مورد اين در مقاله زيادی تعداد امروز به تا

آماردانان است. شده تبدیل منظم اقتصادهای در مهم نابرابری اندازه يک به تدريج به جينی ضريب گذشته سال ٨٠ در است. جينی

يابد. می ادامه نابرابری و فقر اندازه روی تحقيق توسعه و می برند بكار را اندازه اين سياسی تحقيقات و تجربی مطالعات از بسياری در
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دار کران پارتو توزیع برای شدن قطبی شاخص های ویژگی ٢

طرفی از است. پرداخته کران دار نمایی توزیع برای قطبش شاخص های ویژگی بررسی به (٢٠٠۶) می کند.پولینا محاسبه را درآمد متغیر

مورد سه این در شده بیان اهمیت علت به است. رفته كار به اجتماعی - اقتصادی های پديده از بسياری برای الگویی عنوان به پارتو توزیع

بخش می کنیم. معرفی را جینی ضریب ٢ بخش در بپردازیم. توزیع این برای قطبی شدن شاخص و جینی ضریب محاسبه به تا شدیم آن بر

از برخی ۵ بخش در سپس می پردازیم. پارتو توزیع برای شاخص دو این محاسبه به ۴ بخش در می کنیم. بیان را شدن قطبی شاخص ٣

می کنیم. بیان را قطبی شدن شاخص ویژگی های

جینی ضریب ٢

جامعه در درآمد توزیع نابرابری ارزیابی متعددی دلایل به لذا باشد. می اقتصادی رشد از حاصل مزایای درآمد، توزیع در بالا نابرابری

مسائل به که است اقتصاددانانی توجه مرکز آن کاهش راهکارهای و دهنده افزایش های ریشه و عوامل شناسایی و آن نمودن کمی و

توسط متعددی های روش درآمد توزیع نابرابری سطح تحلیل و بررسی منظور به دارند. توجه پایدار اقتصادی توسعه و اجتماعی عدالت

اندازه واحد یک جینی ضریب است. جینی ضریب محاسبه ها آن ترین مناسب از یکی که است شده معرفی اقتصاددانان و آمارشناسان

تعریف نسبتی با ضریب این شود. می استفاده آماری جامعه یک در ثروت یا درآمد توزیع در نابرابری سنجش برای معمولا که است گیری

حالیکه در دهد می نشان را ثروت یا درآمد توزیع در بیشتر برابری پایین جینی ضریب یک دارد. یک و صفر بین ارزشی که شود می

کند. می مشخص را ثروت یا درآمد توزیع در را بیشتری نابرابری بالاتر جینی ضریب

هم و جامعه مختلف های بخش در درآمدی توزیع ی مقایسه برای توان می را ضریب این -١ : است این جینی ضریب مزایای از

متفاوت کشورها از بسیاری در روستایی مناطق با شهری مناطق برای جینی ضریب مثال برای داد. قرار استفاده مورد کشورها در چنین

جینی ضریب از -٣ است. آسان نیز آن تفسیر و کرد مقایسه کشورها سایر با توان می راحتی به را کشور یک جینی ضریب -٢ است.

تا دارد وجود امکان این نتیجه در کرد. استفاده زمان از دوره یک طی در کشور داخل در درآمد توزیع چگونگی دادن نشان برای توان می

کاهش؟ یا است افزایش حال در نابرابری آیا که ببینید

اندازه را فرصت های نابرابری اما کند می گیری اندازه را درآمد نابرابری جینی ضریب -١ : باشد می نیز معایبی دارای ضریب این

نتیجه توان می فقیر، دیگری و باشد ثروتمند کشور یک است ممکن باشند داشته یکسانی جینی ضریب کشور دو اگر -٢ کند. نمی گیری

تغییرات رو این از است. خاص زمان یک در برآورد ی نقطه جینی ضریب است. متفاوت کشور دو در جینی ضریب گیری اندازه گرفت

گیرد. می نادیده زمان طول در را درآمدی

مدل از استفاده ما قصد اگر باشد. تجمعی توزیع تابع F (x) و a ≤ x ≤ b ، f(x) چگالی تابع با تصادفی متغیر X کنید فرض

باشد. درآمد) حداکثر ) متناهی b و a = ٠ می کنیم فرض باشد، P جمعیت از ، X درآمد توزیع

و F (b) = ١ ، F (a) = ٠ ، a ≤ x ≤ b هر برای است بدیهی بپذیریم. را b = ∞ جایگزین می توانیم نیز نظری لحاظ از

. ٠ ≤ F (x) ≤ ١

می باشد: زیر صورت به x تصادفی متغیر برای جینی شاخص .٢ . ١ تعریف

G = ١ − ٢
E(X)

∫ ١

٠

(∫ u

٠
F−١(t)dt

)
du (٢ . ١)
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شدن قطبی شاخص ٣

شدن، خانواده نظیر مختلف های شدن است. شدن جهان تعریف باز بلکه نیست جهان برای جدیدی رخداد یا جدید طرح شدن قطبی

است. داده رخ بشر مناسبت تاریخ در که شدن ملی و شدن قوم شدن، ایل و قبیله

ظرفیت و های زمینه به اتکا با و حاکم قطب با تقابل اساس بر جوامع آن طی که است فرایندی شدن قطبی گفت توان می مجموع در

می وجود به را مناسباتی الگوهای فراقلمرویی و فراملی فرایندهای بستر در مقاومت تاریخی بسترهای و خود ایدئولوژیکی و درونی های

آنها اختصاصی فراملی سیاسی و فرهنگی اقتصادی، الگوهای کاربرد و باشد جوامع این معنوی و مادی منافع کننده تضمین که آورند

آورد. وجود به حاکم قطب و رقیب قطب در را تقابل و تعامل برای لازم قدرت که برسد جایی به باید قاعدتاً فرایند این نماید. محقق

اندازه به توجه اخیرأ است. شده آغاز (١٩٩٢) ولفسون و فاستر و (١٩٩١،١٩٩۴) ری و استبان توسط ابتدا شدن قطبی مفهوم

داشته وجود اقتصادی و اجتماعی عملکرد از مختلف های جنبه از ارتباط یک عنوان به هایی گیری اندازه چنین از استفاده و قطبش گیری

ظهور باعث علاقه این رسد می نظر به است. یافته افزایش آن گیری اندازه و شدن قطبی مفهوم در علاقه گذشته های سال طی در است.

علوم در اما است جدید نسبتاً اقتصاد علم در قطبش اصطلاح باشد. نمی آن گو پاسخ ها نابرابری اندازه که است شده اجتماعی های پدیده

است. مبهم حدودی تا آن دقیق معنای حال این با دارد. طولانی قدمتی سیاسی

محاسبه را X متغیر قطبش درجه ∆(X) شاخص باشد، X تصادفی متغیر برای [a, b] کراندار مجموعه می کنیم فرض بخش این در

متغیر از µ میانگین از فقط مجموعه این تفکیک آستانه است. شده تقسیم I٢ و I١ فرعی دامنه دو به [a, b] دامنه دقیق تر طور به می کند.

می شود: شروع X

µ = Mean(X) =

∫ b

a

xf(x)dx, (٣ . ١)

I٢ = و I١ = {x | a ≤ x ≤ µ} گروه های از ١ − P و P وزن در ، µ٢ و µ١ قطب بین اختلاف اندازه ∆(X) ضريب

می دهد، نشان را {x | µ < x ≤ b}

P = Pr(X ≤ µ) =

∫ µ

a

f(x)dx

µ١ = Mean(X | I١) =

∫ µ

a

xf(x)

p
dx

µ٢ = Mean(X | I٢) =

∫ b

µ

xf(x)

١ − p
dx. (٣ . ٢)

با: است برابر ∆(X) شدن قطبی شاخص .٣ . ١ تعریف

∆(X) =
۴p(١ − p)(µ٢ − µ١)

b− a
(٣ . ٣)
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اصلی نتايج ۴

پارتو توزیع برای جینی شاخص محاسبه ٠ . ١ . ۴

ابتدا منظور بدین می کنیم. بیان [a, b] دامنه کمک با f(x, a, b) پارتو توزیع احتمال چگالی تابع برای را جینی شاخص بخش این در

می آوریم. بدست بازه این روی را احتمال چگالی تابع

f(x; a, b) =
α

xα+١ , x ≥ ١

f(x) = Aαx−(α+١), ١ ≤ x < b

Aα

∫ b

١
x−(α+١)dx = ١ =⇒ A =

bα

bα − ١

داریم: نتیجه در

f(x) =
αbα

bα − ١x
−(α+١), ١ ≤ x ≤ b

می آید: بدست زیر صورت به امیدریاضی می کنیم. کار تابع این با بعد به این از كه

µ =
αbα

bα − ١
b١−α − ١

١ − α

داریم: طرفی از

F (x) =

∫ x

٠

αbα

bα − ١x
−(α+١)dx =

−bα

bα − ١x
α

می آید: بدست زیر صورت به آن معکوس تابع بنابراین

F−١(t) =
b

(−t(bα − ١)) ١
α

داریم: (٢ . ١) فرمول به توجه با حال

G = ١ − ٢
αbα

bα − ١

(
b١−α − ١

١ − α

) ∫ ١

٠

∫ u

٠

b

(١ − bα)
١
α

t−
١
α dtdu

= ١ − ١)٢ − bα)١− ١
α

bα−١(b١−α − ١)

∫ ١

٠
u١− ١

α du = ١ − ٢α(١ − bα)١− ١
α

bα−١(b١−α − ٢)(١α− ١)

پارتو توزیع برای شدن قطبی شاخص محاسبه ٠ . ٢ . ۴

داریم: (٣ . ٣) و (٣ . ٢) رابطه های از استفاده با

µ =
αbα

bα − ١
b١−α − ١

١ − α

P =
bα

bα − ١

[
١ −

(
αbα

bα − ١
b١−α − ١

١ − α

)−α
]

µ١ =
α

١ − α

[
−١ +

(
αbα

bα − ١
b١−α − ١

١ − α

)١−α
]

١ −

[(
αbα

bα − ١
b١−α − ١

١ − α

)−α
]
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µ٢ =
αbα

bα − ١ − bα
(

١ − αbα

bα − ١
b١−α − ١

١ − α

)−α


b١−α −

(
αbα

bα − ١
b١−α − ١

١ − α

)١−α

١ − α


برابر: پارتو توزیع برای قطبش شاخص نتیجه در

∆(x) =
۴

b− ١ [
αbα

(١ − α)(bα − ١) −
αbα

(١ − α)(bα − ٢(١ +
αb٢αb١−α

(١ − α)(bα − ٢(١ (١ − b١−α)

(
αbα

bα − ١ − αbα

(١ − α)(bα − ١)

(
αbα

bα − ١
b١−α − ١

١ − α

)١−α

)]

داریم: زیر نمادهای گرفتن نظر در با

Z(x, a, b) =

∫ x

١

αbα

bα − ١x
−(α+١)dx =

bα

bα − ١ [١ − x−α]

Z١(x, a, b) =

∫ x

١
t

αbα

bα − ١ t
−(α+١)dt =

αbα

bα − ١

[
x١−α − ١

١ − α

]
v = Z١(b, a, b) =

αbα

bα − ١

[
b١−α − ١

١ − α

]
برابر: ∆(f) قطبش شاخص باشد، پارتو توزیع چگالی تابع f(x;١, b) اگر .١ . ۴ قضیه

∆∗(λ) = ∆(f) = ۴ (vZ(v)− Z١(v)) , α ̸= ٠.

∆∗(α) ویژگی های ۵

متغیر تغییر گرفتن نظر در با

Z(α) =
αbα

bα − ١

[
b١−α − ١

١ − α

]
داریم:

∆(x) =
۴

b− ١

[
Z(α)

αbα

bα − ١ (١ − Z(α))

]−α

− αbα

bα − ١

[
(Z(α))١−α

١ − α

]
است. نامتقارن پارتو توزیع قطبش شاخص .١ . ۵ قضیه

اثبات.

Z(−α) =
−αb−α

b−α − ١

[
b١+α − ١

١ + α

]
̸= Z(α)

∆(−α) =
۴

b− ١
−αb−α

b−α − ١

[
b١+α − ١

١ + α

] [
١ − −αb−α

b−α − ١
b١+α − ١

١ + α

]α
− −αb−α

b−α − ١
(Z(−α)١+α − ١)

١ + α
̸= ∆(α)

□

داریم: α > ٠ هر برای .٢ . ۵ قضیه

Z(α) ≤ α

باشد. α = ١ که است برقرار صورتی در تساوی
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تابع دهیم نشان است کافی اثبات.
αbα

bα − ١

[
b١−α − ١

١ − α

]
< α

αbα(b١−α − ١)− α(bα − ١)(١ − α)

(bα − ١)(١ − α)
< ٠

α > ١, b > ١ =⇒ (bα − ١)(١ − α) < ٠

می شود. منفی کسر مخرج

bα(b١−α − ١) < ٠

(bα − ١)(١ − α) < ٠

(bα − ١)(١ − α) ≤ (bα − ١)(b١−α − ١) < bα(b١−α − ١)

(bα − ١)(١ − α) ≤ bα(b١−α − ١)

bα(b١−α − ١)− (bα − ١)(١ − α) ≥ ٠

نتیجه: در می باشد مثبت عبارتی کسر صورت

Z(α) ≤ α

داریم: نیز تساوی اثبات برای
αbα

bα − ١

[
b١−α − ١

١ − α

]
= α

b− bα

(bα − ١)(١ − α)
= ١

αbα − ٢bα + b = α− ١

α = ١ =⇒ b− ٢b+ b = ٠

□

: α بزرگ مقادیر برای ∆∗(α) شاخص رفتار .٣ . ۵ قضیه

lim
α→∞

∆∗(α) = ٠.

داریم: زیر نابرابری از استفاده با اثبات.

٠ ≥ lim
α→∞

۴
b− ١

[
Z(α)

αbα

bα − ١ (١ − Z(α))−α − αbα

bα − ١
(Z(α))١−α − ١

١ − α

]
=

۴
b− ١

[
Z(α)

αbα

bα − ١ (١ − Z(α))−α +
αbα

bα − ١
(١ − (Z(α))١−α)

١ − α

]



٧ همکاران و مالک براهویی فرزانه

٠ ≥ lim
α→∞

۴
b− ١

[
١

(bα − ١)(α− ١)
αbα

bα − ١

(
١ − ١

(bα − ١)(α− ١)

)−α

+
αbα(α١−α − ١)
(bα − ١)(α− ١)

]

≥ lim
α→∞

۴
b− ١

[
((bα − ١)(α− ١))α−٢

(١ − (bα − ١)(α− ١))α +
(α١−α − ١)
(bα − ١)

]
∼= lim

α→∞

۴
b− ١

[
١

((bα − ١)(α− ٢((١ +
١

(bα − ١)αα−١

]
= ٠

□

: α کوچک و مثبت مقادیرمختلف برای ∆∗(α) قطبش ضریب رفتار .۴ . ۵ قضیه

lim
α→٠

∆(α) = ∞.

اثبات.

lim
α→∞

∆(α) = lim
α→∞

۴
b− ١

[
Z(α)

αbα

bα − ١ (١ − Z(α))−α

]
− αbα

bα − ١

[
(Z(α))١−α − ١

١ − α

]
= ∞

□

می باشد. صعودی Z(α) تابع مقادیر برخی و نزولی Z(α) تابع b و α مقادیر بیشترین ازای به .۵ . ۵ قضیه

می باشد. زیر صورت به Z(α) مشتق اثبات.

Z
′
(α) =bα+١ − b− b٢α + bα + αbα ln b

− α٢bα ln b− αbα+١ ln b+ α٢bα+١ ln b

مثبت α = ۴,۵,۶ ،b = ١٫٠٠٠٠١ و α = ١٫۵,١٫۶,١٫٨,٢٫١,٢٫٣,٢٫٨ ،b = ١٫٠٠٠١ جمله از مقادیر برخی ازای به که

□ می باشد.

نتیجه گیری و بحث

پولینا جمله از است. شده کار زمینه این در زیادی مقالات امروزه موضوع، این به آماردانان علاقه مندی و قطبش شاخص اهمیت دلیل به

زیادی اهمیت دارای پارتو توزیع اینکه به توجه با حال است. پرداخته کران دار نمایی توزیع برای شاخص این ویژگی های بررسی به (٢٠٠۶)

از همچنین پرداختیم. پارتو توزیع برای شاخص این ویژگی های بررسی و محاسبه به مقاله این در می باشد اجتماعی و اقتصادی علوم در

نمودیم. محاسبه پارتو توزیع برای نیز را شاخص این می باشد اقتصادی نابرابری در شاخص مهم ترین جینی شاخص هنوز آنجایی که



دار کران پارتو توزیع برای شدن قطبی شاخص های ویژگی ٨
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