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 چکیده

با  س گرافینهوشمند چند لایه از جن ، رفتار کمانشی نانو ورقمقالهدر این 

معادلات  پیزوالکتریک در بالا و پایین مورد بررسی قرار گرفته است. دو لایه

حلی های الاستیسیته غیرمتعادل حاکم بر نانو ورق هوشمند بر پایه تئوری

ل و انسیو تغیییر شکل برشی و عمودی، با استفاده از اصل حداقل انرژی پت

حل الکتریکی به منظور بررسی  اند. در حوزهدست آمده ماکسول به معادله

د نیاز به عنوان معادله مور ، از معادله ماکسولهای پیزو الکتریکاثر لایه

دل تعا برای متغیرهای الکتریکی استفاده شده است. با استفاده از معیار

اند. ههمسایگی، معادلات پایداری حاکم بر نانو ورق هوشمند استخراج شد

ی گاه ساده روی هر چهار لبه به صورت تحلیلدلات حاصل با فرض تکیهمعا

اند. در پایان، پس از حل شده است و بارهای بحرانی کمانش داده شده

بر  ختلفبررسی صحت نتایج ارائه شده، نتایج عددی برای اثر پارامترهای م

 بار بحرانی کمانش با جزئیات مورد مطالعه قرار گرفته است.

ئوری تغییرشکل ت - هوشمندنانو ورق  - تحلیل کمانش كلیدی:واژه های 
 محلیتئوری الاستیسیته غیر -برشی و عمودی 

 

 مقدمه

ه ها اشاره کرد کهای پر کاربرد در صنعت می توان به نانو ورقاز میان سازه

یک کاربرد دارند. نانو مکانو های مختلف مهندسی به طور وسیع در شاخه

واص خآرایش اتمی مخصوص به خود باعث بهبود ها به علت ورق

ها در شود. از نانو ورقپذیری مواد میالکتریکی، استحکام و افزایش انعطاف

های قطع و وصل جریان برق، سنسورهای ملکولی و ها، سوییچخازن

ها  به ای در نانو ورقشود. بار صفحهمی های الکترومکانیکی استفادهسیستم

ر های بزرگ دانجامد که به دلیل تغییر شکلها میی آنکمانش و ناپایدار

انو شود. از این رو، تحلیل کمانش ناین وضعیت، نانو ساختار وامانده می

 [.1] ها یکی از موضوعات مهم و مورد توجه در مهندسی استورق

به  نسل جدیدی از مواد، به نام ساختارهای هوشمند، در عصر حاضر

عداد ند. ساختارهای هوشمند نوعاً از یک یا تادنیای صنعت معرفی شده

از میان مواد اند. تشکیل شده (Active Materials) بیشتری ماده فعال

ترین مواد فعال استفاده شده، ها جزء رایجفعال موجود، پیزوالکتریک

های ز روشابرای تحلیل رفتار غیرمحلی نانو ساختارها  شوند.محسوب می

 محلییرغتئوری الاستیسیته شود. آزمایشی استفاده می هایاتمی و روش

(Nonlocal Elasticity) [2تئوری بر پایه مکانیک محیط ،]ههای پیوست

 -انیمک برای تحلیلو  دگیرکه اثرات مقیاس کوچک را در نظر می استای 

 

فرج پور و ساختارها از دقت بسیار خوبی برخوردار است. کی نانو 

های با ضخامت متغیر تحت بار دو محوره کمانش نانو ورق همکارانش

فشاری را با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرمحلی، به کمک روش 

 [.3] کردندگالرکین تحلیل 

 

  مبانی تئوریک 

جمله تحلیل با تئوری  ازها نانو ورقبرای تحلیل  های متفاوتیتاکنون روش

است. تحلیل با شده ارائهبعدی، های دوبعدی و تئوریالاستیسیته سه

ای و دقیق بعدی اگرچه روشی پایهاستفاده از تئوری الاستیسیته سه

هایی همراه است. برای ها و دشواریشود، اما با پیچیدگیمحسوب می

به  هاآن دقت که انده شدههایی دیگر ارائها، تئوریکاهش این دشواری

 وابسته است. تعداد جملات نگاه داشته شده در بسط میدان جابجایی

رنشکاثر به ترتیب دلیل در نظر نگرفتن  کلاسیک و برشی بههای تئوری

کل های دقیق فاصله دارند. برای رفع این مشعمودی، با جواب برشی و های

 برشی بردن حداکثری دقت، تئوری دقیقی به نام تئوری تغییر شکلو بالا 

 توسط باترا (Shear and Normal Deformable Theory) و عمودی

(Batra) و ویدولی (Vidoli) [4معرفی شده ] است. این تئوری، کامل

دی را در های قبلی بوده و هر دو اثر تغییر شکل برشی و عموکننده تئوری

 گیرد.نظر می

 

  و فرضیه ها روش حل 

پلاریزه شده  𝑧روابط ساختاری برای یک لایه پیزوالکتریک که در راستای 

 شود،نوشته می زیربه صورت 
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𝜎𝑖𝑗که در آن 
l های تنش محلی، مولفه{𝐸}  ،بردار میدان الکتریکی

[𝐶′]  ماتریس صلبیت ماده پیزوالکتریک و[𝑒] عامل کوپل ،

 باشند.الکترومکانیکی، ماتریس ثوابت شارژ ماده پیزوالکتریک می

 mortezaghasemi@mail.um.ac.ir، 0517276468، دانشجوی دکترا -1

 استادیار -2

 



 

 

دست آوردن میدان الکتریکی، توزیع تابع پتانسیل الکتریکی برای به 

بر سطوح بالا و پایین . شوددوم فرض می مت تابعی مرتبهدر راستای ضخا

است، که در استفاده از مواد های پیزوالکتریک الکترودهایی نصب شدهلایه

پیزوالکتریک به عنوان حسگر و یا عملگر نقش دارند و در واقع شرایط 

چنانچه دو الکترود به یکدیگر  .دهندمرزی الکتریکی ما را تشکیل می

متصل باشند و یا دو سر مدار به سطوح پتانسیل صفر وصل گردد، 

آید. به گونه اختلاف پتانسیلی بین دو سطح الکترودها به وجود نمیهیچ

شرایط مرزی الکتریکی  شود.این حالت اتصال کوتاه یا مدار بسته گفته می

 به صورت زیر است، بر دو سطح

(2 )      ( ) 0, ( ( )) 0
p

z h z h h         

، از (2)دوم و ارضا کردن شرایط مرزی  برای داشتن تابعی از مرتبه

 شود،رابطه زیر برای تابع پتانسیل الکتریکی استفاده می
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های پیزوالکتریک در تماس با محیطی هنگامی که سطوح خارجی لایه

با نفوذپذیری پایین، مانند هوا و یا خلأ باشد، محیط همچون عایق 

الکتریکی عمل کرده و بردار جابجایی الکتریکی در راستای عمود بر سطوح 

های خارجی پیزوالکتریک صفر خواهد شد. به این وضعیت که مدار باز لایه

شوند. در این شود، سطوح داخلی به پتانسیل صفر متصل میمی گفته

 به صورت زیر است،حالت شرایط مرزی الکتریکی بر دو سطح 

(4 )       ( ) 0 , ( ( )) 0
z p

z h D z h h        

، از (4)دوم و ارضا کردن شرایط مرزی  برای داشتن تابعی از مرتبه

 شود،میرابطه زیر برای تابع پتانسیل الکتریکی استفاده 
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,𝐴ثوابت مجهول ( 5)در رابطه  𝐴′, 𝐵, 𝐵′  توابعی از مختصات𝑥, 𝑦 

میدان آیند. به دست می (4)بوده که به کمک شرایط مرزی الکتریکی 

 .شودیمالکتریکی منفی گرادیان تابع پتانسیل الکتریکی تعریف 

(6)                               E   

 بالا و پایین هایبرای لایههای میدان الکتریکی مولفهپس 

 شوند.می اعمال( 1پیزوالکتریک استخراج شده و در روابط ساختاری )

های میدان توان مؤلفههای لژاندر میایبا استفاده از چند جمله

با  که[ 4,5را بسط داد ] در تئوری تغییرشکل برشی و عمودی جابجایی

های کرنش بر جابجایی، مؤلفه-روابط غیرخطی کرنشدر  هاآنگذاری جای

 .شونداستخراج می تئوری این درحسب جابجایی 

 1در شکل  ph+h(2( کل و ضخامت bو عرض  aورقی به طول نانو 

شده که ساخته 2hبه ضخامت گرافین لایه میانی از . گیریمدر نظر می

 .استپوشانده شده phپیزوالکتریک به ضخامت  هایسطوح آن با لایه

 
 نمای شماتیک نانو ورق -1شکل 

 

حداقل انرژی پتانسیل و معیار تعادل همسایگی، استفاده از اصل  با

 شوند،میبیان  (7)به صورت رابطه  نانو ورق هوشمند پایداریمعادلات 
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𝑇𝑖 هایدر این معادلات، ترم
𝑎، 𝑀𝛼𝛽,𝛽

𝑎   و𝑀𝛼𝛽,𝛽
𝑎𝑏   با𝑎, 𝑏 ≥ 2  

خصوصیت  l0eپارامتر  هستند. 𝑎ای از مرتبه های برون صفحهمنتجه

پارامتر مقیاس کوچک یا پارامتر  به که استمکانیکی جدیدی از ماده 

ی هامؤلفههمچنین  .باشدمیاپراتور لاپلاس  2∇و  مشهور استغیرمحلی 

 Maxwell’s) پیزوالکتریک باید معادله ماکسولالکتریکی ماده 

Equation) ها در این چهار معادله، اگر تنش .را در فرم انتگرالی ارضا کنند

های میدان جابجایی نوشته شوند، معادلات حاکم بر پایداری برحسب مولفه

معادلات حاکم بر پایداری نانو ورق شوند. در نانو ورق هوشمند استخراج می

 های میدان جابجایی و پتانسیل الکتریکی تنها مجهولاتمؤلفه ،هوشمند

 باشند. به منظور حل ای میصفحهتنها تابع مختصات درون مسئله هستند و

یک نانو ورق هوشمند  شود.می، از شرایط مرزی ورق کمک گرفته هاآن

ای و تحت بارهای فشاری درون صفحه  𝑏  و عرض  𝑎  مستطیلی با طول

در نظر گرفته اند، توزیع شده  𝑦 و𝑥  جهت طور یکنواخت در دوکه به 

کمانش با استفاده از شرایط تعادل بنابراین نیروهای برآیند پیش شود.می

 آیند،دست می بهه زیر به صورت رابط

(8 )       
11 1 22 2(0) , (0)a0 a0

a aM L q M L q    

ده در صفحه میانی بر واحد نیروهای وارد ش  𝑞2  و  𝑞1  که در آن

به منظور حل معادلات حاکم، شرایط مرزی روی چهار لبه . باشندمیطول 

گاه نانو ورق هوشمند مورد نیاز است. برای یک نانو ورق هوشمند با تکیه

 ،شودمیساده، شرایط مرزی به صورت زیر نوشته 

(9)     11 12 1 1

22 21 2 2

0, 0, 0 0,

0, 0, 0 0,

a a a

a a a

M M w on x l

M M w on x l

   

   

 

حاکم بر پایداری نانو ورق با در نظر گرفتن روش حل ناویر و معادلات 

 د،شوشرایط مرزی الکتریکی نیز به صورت زیر بیان مید، هوشمن

(10)            
1 1 2 20 0, , 0,on x l x l    

های میدان جابجایی و تابع پتانسیل الکتریکی تنها تابع مولفه

گاه منظور اعمال شرط مرزی تکیهای هستند. به مختصات درون صفحه

ساده و حل معادلات حاکم بر پایداری، از روشی موسوم به روش ناویر 

این روش، تابعیت میدان  شود.های دوگانه( استفاده می)روش سری

ای را به صورت مجموعی از جملات صفحهجابجایی از مختصات درون 



 

 

 ای در نظر گرفته شودهگیرد. این تابعیت باید به گونهارمونیک در نظر می

 که شرایط مرزی نانو ورق هوشمند را ارضا کند.

 

 ارایه نتایج و بحث 

 نانو برای مورد استفاده،بار بحرانی کمانش بر اساس تئوری ، 1جدول  در

بر اساس و با نتایج  استخراج شده ابعاد مختلف ه ازایب ورق مربعی

، نتایج این جدولدر  .ندا[ مقایسه شده6لی در مرجع ]ودینامیک مولک

PZTخواص ماده پیزوالکتریک، خواص  −  انتخاب شده و برای گرافین از 4

 استفاده شده است،زیر  و هندسی خواص مکانیکی

1 ,  0.16,  2 0.34E TPa v h nm   

 
با نتایج حاصل از  هانانو ورق بحرانی كمانش هایبار مقایسه -1جدول 

 [6دینامیک مولکولی در مرجع ]

𝑎(nm) [6] 𝑒0𝑙 = √1.73 𝑒0𝑙 = √1.76 𝑒0𝑙 = √1.78 

99/4 0837/1 0961/1 0835/1 0732/1 

08/8 6536/0 6587/0 5636/0 6502/0 

77/10 4331/0 4359/0 4340/0 4316/0 

65/14 2609/0 2623/0 2616/0 2608/0 

51/18 1714/0 1723/0 1722/0 1719/0 

35/22 1191/0 1201/0 1198/0 1197/0 

22/26 0889/0 0899/0 0894/0 0891/0 

04/30 0691/0 0705/0 0699/0 0696/0 

85/33 0554/0 0561/0 0559/0 0559/0 

81/37 0449/0 0455/0 0452/0 045/0 

78/41 0372/0 0374/0 0372/0 0371/0 

66/45 0315/0 0316/0 0315/0 0315/0 

 

 هاجدول

 .اندشدهارائه  2ول در جدبعد بی مقادیر بارهای بحرانی کمانش

 
به  های هوشمندنانو ورق كمانش بعدبیبحرانی  هایبارمقادیر  -2جدول 

ازای مقادیر مختلف پارامترهای مقیاس كوچک و نسبت ضخامت لایه 

 پیزوالکتریک به ضخامت گرافین
 (𝟐𝒉/𝒂 = 𝟎. 𝟎𝟑, 𝑬 = 𝟏𝟗𝟒𝟗 𝐆𝐏𝐚, 𝒗 = 𝟎. 𝟐𝟎𝟏) 

𝑞𝑐𝑟  ℎ𝑝/2ℎ 𝑒0𝑙 𝑞𝑐𝑟  ℎ𝑝/2ℎ 𝑒0𝑙 

2361/1 0 15/0 0517/2 0 0 

1291/1 1/0  8924/1 1/0  

9943/0 2/0  6941/1 2/0  

8374/0 3/0  4745/1 3/0  

6390/0 4/0  2241/1 4/0  

4218/0 5/0  9146/0 5/0  

9495/0 0 2/0 9135/1 0 05/0 

8410/0 1/0  7368/1 1/0  

7094/0 2/0  5437/1 2/0  

5721/0 3/0  3352/1 3/0  

4262/0 4/0  0926/1 4/0  

2663/0 5/0  8071/0 5/0  

7369/0 0 3/0 6036/1 0 1/0 

6473/0 1/0  4538/1 1/0  

5365/0 2/0  2614/1 2/0  

4243/0 3/0  0683/1 3/0  

2898/0 4/0  8566/0 4/0  

1498/0 5/0  6136/0 5/0  

 

 اها و نمودارهشکل

بعد بر حسب تغییرات نسبت ضخامت لایه تغییرات بار بحرانی کمانش بی

 .استشده  رسم 2در شکل  گرافینپیزوالکتریک به ضخامت 

 

 
نسبت ضخامت لایه بر حسب  كمانش بعدبی تغییرات بار بحرانی -2شکل 

پیزوالکتریک به ضخامت گرافین و برای مواد پیزوالکتریک مختلف 
(𝟐𝒉/𝒂 = 𝟎. 𝟎𝟑, 𝒆𝟎𝒍/𝒂 = 𝟎. 𝟎𝟓, 𝑬 = 𝟏𝟗𝟒𝟗 𝐆𝐏𝐚, 𝒗 = 𝟎. 𝟐𝟎𝟏) 

 

 گیرینتیجه

، با افزایش پارامتر مقیاس کوچک و طول نانو ورق طبق نتایج ارائه شده

هوشمند، بار بحرانی کمانش کاهش و با افزایش نسبت ضخامت لایه 

یابد. پیزوالکتریک به ضخامت گرافین مقادیر بار بحرانی کمانش افزایش می

بار بحرانی باعث افزایش افزایش نسبت ضخامت گرافین به طول مشخصه، 

با افزایش ضخامت لایه پیزوالکتریک، مقادیر بار  چنینهم .شودمیکمانش 

 یابند.کمانش بحرانی افزایش می

پیزوالکتریک  لایهتشکیل دهنده ماده سه  ،2شکل برای نانو ورق در 

کمی مشابه، اما از نظر  تاثیریکیفی از لحاظ روی بار بحرانی کمانش 

PZTبه طوری که بیشترین آن مربوط به  متفاوت دارند.  تاثیری − 6B   و

PZTکمترین آن مربوط به  − مقادیر بار بحرانی برای دو ماده  .است  4

PZTپیزوالکتریک   − 6B    وBaTiO3  اند.بسیار به یکدیگر نزدیک 
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