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مفصل براساستاب رگرسیون مدل�های
دوست نظام جاوید عاطفه ، نوقاب جباری هادی

ایران مشهد، مشهد، فردوس اه دانش آمار، گروه

وابست که تابع کردن پیدا ، رگرسیون مدل�های جمله از وابست مدل�های تحلیل و تجزیه در یده: چ

کناری رفتار به تاب این در وابست دارد. اهمیت دهد، نشان را توضیح متغیر�های و پاس متغیر بین

این� در ندارد، بست کناری�ها به وابست مفصل تاب در چون است. مربوط آن�ها توأم رفتار و متغیر�ها

�شود. م ارائه مفصل تاب طریق از ر دی ی از وابست نوع دو این ساختن جدا برای روش مقاله

.FGM مفصل مفصل، رگرسیون مفصل، تاب کلیدی: واژه�های

مقدمه ١

سال به تاریخ نظر از که است وسی کاربرد�های با آماری روش�های از ی رگرسیون تحلیل و تجزیه

تسهیل برای اخیر سال�های در �گردد. م باز (١٩٩٨) گالتون فرانسیس پژوهش فعالیت�های و ١٨٧۵

در مؤلفین از برخ است. شده استفاده است، بارزی �های ویژگ دارای که مفصل تاب از رگرسیون تحلیل

اران هم و نیل م ،(٢٠٠۴) چروبین از: عبارتند داده�اند انجام تحقیقات مفصل رگرسیون زمینه در که

برای مفید بسیار مرج ی (٢٠٠۶) نلسن کتاب همچنین و ،(٢٠٠٨) اران هم و کولیف ،(٢٠٠۵)

�باشد. م وابست و مفصل

است صورت این به رگرسیون مدل ساختار است. متغیر چند بین رابطه تشخیص روش، این اصل ایده

�شود. م گرفته نظر در مرتبط (Xn, ..., X١) مستقل متغیر چند با (Y ) پاس یا وابسته متغیر ی که

در است. ارتباط در مستقل متغیر�های با ونه چ پاس متغیر توزی کنیم تعیین که است این اصل مساله

به مقاله ساختار �کنیم. م تعریف را مفصل رگرسیون تاب ، شرط توزی تاب مفهوم بر یه ت با مقاله این

است: زیر شرح
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رگرسیون تاب مفصل، رگرسیون تاب �های ویژگ اولیه، مفاهیم و تعاریف بیان از پس دوم بخش در

تجزیه در را مفصل از استفاده با برآورد روش سوم بخش در کنیم. م بیان را مثال ی همچنین و خط

�کنیم. م بیان مثال ی ذکر با رگرسیون وتحلیل

اولیه مفاهیم تعاریفو ١.١

F توام توزی تاب و H و G کناری توزی تواب با ترتیب به پیوسته، متغیرهای Y و X �کنیم م فرض

و است (٠,١) روی نواخت ی توزی دارای V = H(Y ) و U = G(X) آن�گاه باشند. C مفصل و

است. C مفصل آن�ها توام توزی

C مفصل و [٠,١] روی نواخت ی کناری �های توزی دارای (U, V ) تصادف بردار اگر تعریف١.١.

rcنشان (u) با را آن و �شود م نامیده U روی V مفصل رگرسیون تاب Ec [V | U = u] آن�گاه باشد،

�دهیم. م

�کنیم: م ذکر اینجا در شد، خواهد استفاده ادامه در که را (٢٠٠۴) چروبین ته ن چند

است: زیر صورت به Cu (v) یعن U = u شرط به V شرط توزی تاب -١

P(V ≤ v | U = u) =
∂C(u, v)

∂u
= Cu(v) (١)

: با است برابر X = x شرط به Y شرط توزی تاب -٢

P(Y ≤ y | X = x) = P(V ≤ H(y) | U = G(x))

=
∂C(u, v)

∂u
|u=G(x),v=H(y)

= Cu(v) |u=G(x),v=H(y) (٢)

است: زیر صورت به U روی V مفصل رگرسیون تاب -٣

E [Vu] = rC(u) = ١−
∫ ١

٠
Cu(v)dv (٣)
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است: زیر صورت به X روی Y رگرسیون تاب -۴

E [Y | X = x] = ŷ = H [−١]
(
١−

∫ ١

٠
Cu(v)dv

)

= H [−١] (rC(G(x))) (۴)

صعودی اکیداً تبدیل هر که است ذکر شایان است. Y تصادف متغیر توزی تاب وس Hمع [−١] آن در که

تاثیری Y و X توام توزی رفتار بر ه این بدون داد، خواهد تغیر را حاشیه�ای توزی Y و X از نوا ی و

باشد. داشته

: بنابراین باشد، (٣) رابطه مطابق rC(u) و مفصل ی C کنید فرض .١.١ گزاره

آن�گاه: C٠(u, v) = uv اگر الف)

r٠(u) =
١
٢

آن�گاه: C+(u, v) =M(u, v) = min {u, v} اگر ب)

r+(u) = rM (u) = u

آن�گاه: C−(u, v) =W (u, v) = max {u+ v − ١,٠} اگر ج)

r−(u) = rW (u) = ١− u

داریم: u ∈ (٠,١) هر ازای به پس C٠(v) =
∂C٠(u,v)

∂u = v ه این از الف) برهان.

r٠(u) = ١−
∫ ١

٠
C٠(v)dv = ١−

∫ ١

٠
vdv = ١− ١

٢ =
١
٢

در و C+
U (v) =

∂C+(u,v)
∂u =


٠ ; v ≤ u

١ ; v > u

بنابراین: ، C+(u, v) =


v ; v ≤ u

u ; v > u

چون ب)

نتیجه:

r+(u) = rM (u) = ١−
∫ ١

٠
C+(v)dv = ١−

∫ ١

u

١dv = ١− ١+ u = u
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پس: C−(u, v) =


٠ ; v ≤ ١− u

u+ v − ١ ; v > ١− u

فرض، به توجه با ج)

C−
U =

∂C−(u, v)

∂u
=


٠ ; v ≤ ١− u

١ ; v > ١− u

نتیجه: در و

r−(u) = ١−
∫ ١

٠
C−(v)dv = ١−

∫ ١

١−u
١dv = ١− (١− (١− u)) = ١− u

□

رگرسیونخط تاب ٢

ضریبهمبست همچنین �دهیم. م قرار بررس مورد مثال ی ارائه با را خط رگرسیون بخشتاب این در

: یعن دارند، خط رگرسیون تاب که باشد مفصل�های کلاس Ct کنید فرض �کنیم. م محاسبه را پیرسون

Cι =
{
C : I٢ → I, rc(u) = α+ βu

}
صورت به rC(u) اگر فقط و اگر (C ∈ Cι) است، خط رگرسیون تاب دارای C مفصل قضیه�ی١.٢.

باشد. rC(u) = ١−β
٢ + βu یا rC(u) = α+ (١− ٢α)u

ه: این از برهان.

rC(u) = ١−
∫ ١

٠

∂C(u, v)

∂u
dv = α+ βu

�شود: م نتیجه

∂

∂u

∫ ١

٠
C(u, v)dv = ١− α− βu
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راحت به ١ ·٢ قضیه شبیه کرد. اثبات �توان م را قضیه این راحت به معادله طرفین از گیری رال انت با و

□ کرد. اثبات را بعدی قضیه �توان م

پیرسون همبست ضریب آن�گاه باشد، خط رگرسیون تاب دارای C مفصل اگر .٢.٢ قضیه�ی

�باشد. م rC(u) = ١−ρC
٢ + ρCu با برابر مفصل رگرسیون تاب و است ρC = ١− ٢α

�گیریم: م نظر در زیر صورت به را FGM مفصل�های خانواده از C مفصل .١.٢ مثال

C(u, v) = uv [١+ θ(١− u)(١− v)]

پس: ∂C(u,v)
∂u = vθ − v٢θ − ٢uvθ + ٢uv٢θ + v چون . θ ∈ [−١,١] آن در که

rC(u) = ١−
∫ ١

٠
Cu(v)dv = ١−

∫ ١

٠

∂C(u, v)

∂u
dv

=

∫ ١

٠
(١+ θ − ٢uθ)vdv +

∫ ١

٠
v٢(θ + ٢uθ)dv

= ١− ٣+ θ − ٢uθ
۶ =

٣− θ

۶ +
θ

٣u

زیر صورت به شده اصلاح مفصل رگرسیون تاب ، α = ٣−θ
۶ خط رگرسیون تاب کل فرم با مقایسه با

است:

rC(u) = α+ (١− ٢α)u

داریم: مثال این در ρC = ١− ٢α این�که از و

ρC = ١− ٢٣− θ

۶ =
θ

٣

رگرسیون وتحلیل تجزیه در مفصل از استفاده با برآورد ٣

حاشیه�ای توزی تواب بین وابست از آن درجه که باشد، پارامترها� از بردار ی شامل �تواند م مفصل تاب

متغیر�های از بردار ی توسط �توان م را حاشیه�ای توزی هر رگرسیون زمینه در �شود. م گرفته متغیره ت

C(·, ·; θ)مناسب مفصل ( ٢٠٠٩ پایوا، کولیفو ) انتخاب توسط حاصله برآورد مشخصکرد. کم
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در که است. F٢(y٢ | x٢, β٢) و F١(y١ | x١, β١) حاشیه�ای �های توزی و θ پارامتر�های از برداری که

درستنمای روش�های طبق سپس هستند. مجهول پارامتر�های β٢ و β١ و کم متغیر�های x٢ و x١ آن�ها

داریم: زیر به�صورت را توام توزی تاب کردن، استاندارد و ماکسیمم

F (y١, y٢ | x١, x٢, β١, β٢) = C(F١(y١ | x١, β١), F٢(y٢ | x٢, β٢); θ).

از: است عبارت آن ال چ تاب ،Θ = (β١, β٢, θ) پارامتر�های از بردار ی برای

f(y١i, y٢i,Θ) = c(F١(y١i, β١), F٢(y٢i, β٢), θ)f١(y١i, β١)f٢(y٢i, β٢). (۵)

باشند: زیر به�صورت نمای توزی دارای y٢i و y١i حاشیه�ای تواب کنید فرض .١.٣ مثال

باشد: زیر نحوه به FGM خانواده از C مفصل فرضکنید و Y٢i ∼ exp(β٢) Y١iو ∼ exp(β١)

C(u, v; θ) = uv + θu(١− u)(١− v) θ ∈ [−١,١]

مفصل ال چ تاب و

c(u, v; θ) = ١+ θ(١− ٢u)(١− ٢v) (۶)

داریم: (۵) فرمول باشد.طبق

f(y١i, y٢i, θ, β١, β٢) = β١e
−β١y١i · β٢e−β٢y٢i · c(F١(y١i, β١), F٢(y٢i, β٢), θ)

�گیریم: م نتیجه (۶) رابطه از استفاده با

f(y١i, y٢i, θ, β١, β٢) =

β١β٢e−β١y١i−β٢y٢i
[
١+ θ

(
١− ٢

(
١− e−β١y١i

)) (
١− ٢

(
١− e−β٢y٢i

))]
.

�توان م است، τX,Y = ٢θ
٩ این�که به توجه با کنیم. برآورد را θ و β٢، β١ پارامترهای �خواهیم م حال

کرد: برآورد زیر به�صورت را θ

θ̂ =
٩
٢ τ̂

۲۵۶



داریم: بنابراین

f(y١i, y٢i, θ, β١, β٢) =

β١β٢e−β١y١i−β٢y٢i
[
١+ θ̂

(
١− ٢

(
١− e−β١y١i

)) (
١− ٢

(
١− e−β٢y٢i

))]
.

بنابراین کنیم. برآورد را βو٢ β١ پارامترهای �خواهیم م ماکسیمم درستنمای روش از استفاده با حال

داریم:

L(β١, β٢) = Σni=١ln(f
{
y١i, y٢i, θ̂, β١, β٢)

}
)

= Σni=١

{
lnβ١ + lnβ٢ − β١y١i − β٢y٢i + ln

[
١+ θ̂

(
١− ١)٢− e−β١y١i)

) (
١− ١)٢− e−β٢y٢i)

)]}
.

�گیریم: م مشتق β١ به نسبت حال

∂L(β١, β٢)

∂β١
= Σni=١

∂ln(f)

∂β١

آن: در که

Σni=١
∂ln(f)

∂β١
= Σni=١[

β٢e−β١y١−β٢y٢ − β١β٢e−β١y١−β٢y٢y١
(
١+ θ̂

(
−١+ ٢e−β١y١

) (
−١+ ٢e−β٢y٢

))
β١β٢e−β١y١−β٢y٢

(
١+ θ̂ (−١+ ٢e−β١y١) (−١+ ٢e−β٢y٢)

)
−

٢β١β٢e−β١y١−β٢y٢ty١e−β١y١
(
−١+ ٢e−β٢y٢

)
β١β٢e−β١y١−β٢y٢

(
١+ θ̂ (−١+ ٢e−β١y١) (−١+ ٢e−β٢y٢)

) ].
است. β١ مشابه نیز β٢ به نسبت درستنمای تاب اریتم ل مشتق است متقارن توزی این�که به توجه با

شود: حل زیر معادلات اه دست باید β٢ و β١ پارامترهای برآورد برای بنابراین
Σni=١

∂ln(f)
∂β١

= ٠

Σni=١
∂ln(f)
∂β٢

= ٠
(٧)

صفحه از را داده�ها مثال این در �گیریم. م ار ب را ١ · ٣ مثال نتای عددی، مثال ی ارایه با حال

١٣٩٠ سال دوم ماهه شش از روز هر در که این�صورت به کرده�ایم آوری جم خراسان روزنامه اقتصادی

مد نیز هفته هر در دلار نرخ مقدار کمترین و مقدار بیشترین و است شده استخراج ریال برحسب دلار نرخ

واریانس و ١٫٠٢٣ ین میان با (y١) دلار نرخ بیشترین از مشاهده زوج ٢٠٠ شامل داده�ها است. نظر
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است. واریانس١٫٢۶٢ ١٫١٢١و ین میان با (y٢) دلار نرخ کمترین و ٠٫٩٨٧

p − value = با y١ متغیر برای کلموگروف-اسمیرنوف برازش وی نی آزمون از استفاده با ابتدا

پارامتر با نمای توزی دارای متغیر دو هر که �شود م ملاحظه p−value = ٠٫۵٣۵۶ با y٢ ٠٫٩٧۵٣و

(٠٫٠١١۴۵٧٢٩) کندال ،(٠٫٠٣٩۵۵۴۴۴) پیرسون ضرایبهمبست مقادیر همچنین هستند. ی

بنابراین است، داده مجموعه دو این بین در ضعیف وابست بر تاییدی (٠٫٠١٧٨٣۵۴۵) اسپیرمن و

(gofCopula) برازش وی نی آزمون انجام با همچنین است. مناسب داده�ها این برای FGM مفصل

پارامتر با FGM مفصل که �شود م مشخص p− value = ٠٫٩٨۶۵ با ،R در (copula) ی پ در

است. مناسب داده�ها برای θ

θ̂ = ٠٫٠۵۵٨٩٩٠٢

کرد: برآورد زیر به�صورت را β٢ و β١ پارامترهای �توان م (٧) اه دست حل با راحت به بنابراین

β̂١ = ٠٫٩٧۶۴۴۴٩

β̂٢ = ٠٫٨٩١٨۵٣۶.
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باشیم داشته آن ساده تابع حالت به نسبت رگرسیون معادله به عمیق�تری اه ن تا کردیم تلاش مقاله این در

است) آن کننده تعیین مفصل (که متغیر�ها توأم رفتار به رگرسیون، خط تاب فرم که دادیم نشان مثال با و

وتحلیل تجزیه در اصل هدف است. وابسته �گیرد) م ل ش حاشیه�ای توزی تاب با (که حاشیه�ای رفتار و

نحوه همچنین شد. بررس نیز مقاله این در که است، خط صورت به رگرسیون تاب نمایش رگرسیون،
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