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 1396 آبان 04دریافت: 
 1396 دی 23پذیرش: 

 1396 بهمن 12ارائه در سایت: 

شود که نانو گیرد. فرض میاویلر برنولی واقع بر بستر ویسکوالاستیک غیرخطی مورد بررسی قرار می در این مقاله، ارتعاشات غیرخطی یک نانوتیر 
تیر در معرض یک نیروی هارمونیک قرار دارد که می تواند تخمینی از یک میدان الکتروستاتیک باشد. بستر ویسکوالاستیک غیرخطی برای دو 

سازی در مقیاس نانو، معادلات دینامیک غیرخطی نانوتیر مورد شود. با توجه به مدلرفته میحالت دارای سخت شوندگی و نرم شوندگی درنظر گ
آید. با استفاده از روش گالرکین و شکل دست میای  بهنظر از اینرسی درون صفحهنظر از روش تئوری الاستیسیته غیرموضعی ارینگن و با صرف

شود. پس از محاسبه نقاط تعادل سیستم و دست آمده به معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل میای بهمود اول، معادله دیفرانسیل مشتقات پاره
-شوند. سپس با استفاده از روش انتگرال ملنیکوف حرکت آشوبناک سیستم بهمشاهده دوشاخگی هیتروکلنیک، مدارهای هیتروکلنیک تعیین می

دهد که وقتی بستر شود. نتایج نشان میه به فضای پارامتری مساله مشخص میصورت تحلیلی بررسی شده و محدوده امن رفتار سیستم با توج
که استفاده از  شودتواند مورد انتظار باشد. مشاهده میویسکوالاستیک دارای خاصیت سخت شوندگی باشد، بروز رفتار آشوبناک در سیستم نمی

دهد و ممکن ضروری بوده و عدم استفاده از این تئوری نتایج متفاوتی می تیرهاتئوری الاستیسیته غیرموضعی برای بررسی رفتار آشوبناک نانو
 است سیستم را در ناحیه غیرامن قرار دهد.
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 In this paper, the nonlinear vibration of a Euler–Bernoulli nanobeam resting on a non-linear viscoelastic 
foundation is investigated. It is assumed that the nanobeam is subjected to a harmonic excitation that 

can be representative of an electrostatic field. The non-linear viscoelastic foundation is considered for 

both hardening and softening cases. By neglecting of the in-plane inertia, Eringen's nonlocal elasticity 
theory is used to model and derive the equation of motion of the nanobeam. Using the Galerkin method 

and the first mode shape, the obtained partial differential equation is reduced to the ordinary differential 

equation. Calculating the system's equilibrium points lead to heteroclinic bifurcation and the 

heteroclinic orbits are obtained. Then, using the Melnikov integral method, the chaotic motion of the 

system is studied analytically, and the safe region of the system is determined respect to the parametric 

space of the problem. When the viscoelastic foundation has a hardening characteristic, the chaotic 
behavior in the system does not occur. It has been observed that the use of nonlocal elasticity theory is 

necessary to investigate the chaotic behavior of nanobeam, and using the classical theory of elasticity 

may place the system in the chaotic region. 
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 مقدمه1- 

با گذشت چند دهه از ظهور علوم و تکنولوژی نانو، هنوز هم نانوتکنولوژی به 

های علمی مورد علاقه محققین مطرح بوده و تحقیقات عنوان یکی از زمینه

آور دلیل خواص شگفتگیرد. بهای در این حوزه صورت میجدید و شایسته

ها در کارگیری آنهای زیادی جهت ساخت و بهاد و نانوساختارها تلاشنانومو

حال انجام است. با توجه به خواص جالب شیمیایی، الکتریکی و مکانیکی 

نانوساختارها، درک رفتار و تعیین خواص مختلف نانوساختارها و همچنین 

ها رفتباشد. به تبع پیشها بسیار مورد توجه محققین میسازی رفتار آنمدل

های میکرو و نانوالکترومکانیکی نیز در حوزه نانوتکنولوژی، کاربرد سیستم

دلیل خواص منحصر به فردشان رو به گسترش است. تیرهای نانومقیاس، به

های نانوالکترومکانیکی بوده که در ترین جزء ساختاری سیستماصلی

ها، سنسورهای زیستی و به طور کلی در بیشتر ، نانوسوئیچ 1نانوعملگرها

 [. 1-3روند ]کار میهای نانوالکترومکانیکی بهسیستم

                                                                                                                                  
1 Nano-actuators 
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علت مشکلات زیادی که در انجام آزمایش در مقیاس نانو وجود دارد، به

سازی سازی و شبیههای مدلعمده مطالعات رفتار مواد با استفاده از روش

بر بودن و هزینه شوند. زمانمحیط پیوسته انجام میهای اتمی و یا تئوری

سازی های شبیهمحاسباتی بالا، باعث شده است تا در بسیاری موارد روش

های های محیط پیوسته بدهد. روشدینامیک مولکولی جای خود را به روش

محیط پیوسته کلاسیک، در غالب موارد کارآیی لازم در مقیاس نانو را نداشته 

های بهبود یافته استفاده شود. برای بررسی رفتار مواد در ت از تئوریو بهتر اس

توان از تئوری الاستیسیته سازی نانوساختارها میمقیاس نانو و مدل

که دارای پارامتر مقیاس طول است، به جای تئوری  1غیرموضعی ارینگن

الاستیسیته کلاسیک استفاده نمود. در تئوری الاستیسیته غیرموضعی که 

سط ارینگن ارایه شده است بر خلاف تئوری الاستیسیته کلاسیک، تنش در تو

[، 7[. ردی ]4-6یک نقطه تابعی از کرنش در تمام نقاط محیط پیوسته است ]

برنولی، تیموشنکو، ردی و -های مهم تیر که شامل تیرهای اویلرتئوری

 است را با الاستیسیته غیرموضعی مجددا فرمولبندی کرد. وی 2لوینسون

همچنین حل تحلیلی برای خمش، کمانش و ارتعاش نانوتیرها را با بررسی اثر 

پارامتر غیرموضعی ارایه داد. محققین بسیاری از تئوری الاستیسیته 

سازی خمش، کمانش و ارتعاشات تیرهای غیرموضعی ارینگن جهت مدل

نانو، سازی در مقیاس اند که برای مدلنانومقیاس استفاده کرده و تاکید نموده

های غیرکلاسیک دارای پارامتر مقیاس طول نظیر تئوری باید از تئوری

پور و همکاران کریم [.8-11الاستیسیته غیرموضعی ارینگن استفاده نمود ]

در  3تنش کوپل به بررسی ناپایداری فروکشیدگی [، با استفاده از تئوری12]

بر ناپایداری کشیدگی را یک نانوعملگر پرداخته و تاثیر اندازه و نیروی کازمیر 

[، با استفاده از تئوری 13بنی و همکاران ]مورد بررسی قرار دادند. طادی

گرادیان کرنش بهبود یافته به بررسی اثر اندازه بر ناپایداری تیر یکسر گیردار 

ها  اثر نیروی مولکولی، جاذبه الکترواستاتیک و ولتاژ اعمالی نانو پرداختند. آن

[، به بررسی 14ر را تحلیل و بررسی نمودند. انصاری و همکاران ]بر رفتار نانوتی

ارتعاشات اجباری غیرخطی یک تیر متحرک پرداختند. در این مطالعه، تیر 

تحت اثر نیروی هارمونیک و در محیط حرارتی قرار گرفته است و پاسخ 

انصاری و نوروززاده  دست آمده است.فرکانسی آن از روش تعادل هارمونیک به

[، به آنالیز کمانش نانوصفحه هدفمند با استفاده از تئوری الاستیسیته غیر 15]

موضعی پرداختند. در این مطالعه، اثر پارامترهای تنش سطحی و پارامتر 

[، به 16انصاری و همکاران ] مقیاس کوچک بر بار کمانش بحرانی بررسی شد.

ه دارای بارگذاری بررسی پایداری دینامیکی یک نانولوله کربنی چند جداره ک

صورت یک نانوتیر غیر باشد، پرداختند. در این تحقیق، نانولوله بهحرارتی می

همچنین انصاری و  موضعی مدل شده و بر یک بستر پسترناک واقع است.

حاوی سیال  4[، به بررسی ارتعاشات آزاد یک نانولوله برن نیترید17همکاران ]

ود یافته گرادیان کرنشی استفاده شد و پرداختند. در این تحقیق از تئوری بهب

[، مدلی برای خمش، 18صورت یک نانوتیر مدل گردید. تای ]نانولوله به

کمانش و ارتعاشات نانوتیر با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرموضعی ارایه 

داد. وی با حل تحلیلی، تغییرشکل، بار کمانش و فرکانس طبیعی را برای تیر 

[، به بررسی ارتعاشات آزاد 19دست آورد. شیمشک ]به گاه سادهبا تکیه

برنولی در شرایط مرزی مختلف پرداخت. وی با استفاده از -نانوتیرهای اویلر

فرکانس غیرخطی نانوتیر را محاسبه کرد. ونگ و  5روش گالرکین و روش هی

                                                                                                                                  
1 Eringen 
2 Levinson 
3 Pull-in instability 
4 Boron nitride nanotube 
5 He 

[، به بررسی دینامیک غیرخطی یک نانوتیردارای بارگذاری محوری بر 20لی ]

تر الاستیک غیرخطی با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرموضعی روی بس

[، یک نانوعملگر میکروالکترومکانیکی را 21پرداختند. نجار و همکاران ]

برنولی و با استفاده از تئوری الاستیسیته -صورت یک نانوتیر اویلربه

، 7دروالسو وان 6غیرموضعی مدل کرده و با درنظرگرفتن نیروهای کازیمیر

[، 22ینامیک غیرخطی آن را مورد بررسی قرار دادند. حسینی و همکاران ]د

ارتعاشات آزاد غیرخطی تیرهای نانومقیاس را با در نظرگرفتن اثرات سطحی 

ها با با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرموضعی مورد مطالعه قرار دادند. آن

حاسبه نموده و های طبیعی نانوتیر را محل دقیق معادلات حرکت، فرکانس

تاثیر اثرات سطحی بر فرکانس طبیعی را بررسی کردند. البورگی و همکاران 

گاه [، ارتعاشات غیرخطی آزاد و اجباری نانوتیرهای هدفمند را با تکیه23]

-ساده بر روی بستر الاستیک غیرخطی مورد بررسی قرار دادند. تیر اویلر

یسیته غیرموضعی جهت برنولی در نظرگرفته شده براساس تئوری الاست

سازی استفاده شده و اثرات پارامترهای غیرموضعی و پارامترهای بستر مدل

های غیرخطی مورد بررسی قرار گرفته است. الاستیک غیرخطی بر فرکانس

[، به مطالعه ارتعاشات آزاد غیرخطی نانوتیر هدفمند بر بستر 24وثوقی ]

رموضعی جهت محاسبه الاستیک پرداخت. وی از تئوری الاستیسیته غی

[، به بررسی 25فرکانس غیرخطی سیستم بهره برد. سلطان پور و همکاران ]

ارتعاشات عرضی نانوتیر هدفمند با تئوری تیر تیموشنکو مبتنی بر الاستیسیته 

غیرموضعی پرداختند. این نانوتیر بر بستر الاستیک قرار داشته و دارای ترک 

برنولی بر -عاشات غیرخطی نانوتیر اویلر[، به بررسی ارت26باشد. تگان ]می

بستر الاستیک با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرموضعی پرداخت. سپس 

تاثیر پارامتر غیرموضعی و پارامترهای مربوط به بستر الاستیک را بر ارتعاشات 

 نانوتیر مورد بررسی قرار داد.

ای میکرو و هسازی ریاضی و بررسی رفتار غیرخطی سیستمعلاوه بر مدل

های غیرخطی نیز مورد نانو الکترومکانیکی، بررسی رفتار آشوبناک سیستم

[، دینامیک میکروتیر یک سر گیردار را 27باشد. یاگاساکی ]توجه محققین می

به بررسی  8ای مورد مطالعه قرار داد و با استفاده از روش ملنیکوفدر مد ضربه

آشوب در این سیستم پرداخت. بررسی رفتار غیرخطی میکروتشدیدگر 

باشد. میکروتشدیدگر مکانیکی یکی از مباحث مورد علاقه محققین می

مکانیکی، با حرکت به واسطه نیروهای الکترواستاتیک دو طرف آن، رفتار 

یکوف های تحلیلی همانند روش ملندهد که با روشآشوبناک از خود نشان می

[، به بررسی 31[. معانی و همکاران ]28-30مورد ارزیابی قرار گرفته است ]

رفتار غیرخطی تشدیدگر میکروالکترومکانیکی پرداختند که بروز آشوب 

ها روش جدیدی برای گذارد. آنتواند روی عملکرد بهینه آن تاثیر می

باتی کمی بینی آشوب ارایه دادند که بسیار ساده بوده و هزینه محاسپیش

سازی [، به مدل32نسبت به روش ملنیکوف دارد. آورجیکس و همکاران ]

پذیر پرداختند. برنولی انعطاف-ریاضی و تحلیل دینامیک آشوبناک تیر اویلر

[، به بررسی ارتعاشات آشوبناک میکرو و نانو 33فر و همکاران ]تجددیان

و مستقیم  ACهای ترکیبی متناوب تشدیدگر الکترومکانیکی تحت تحریک

DC [ به بررسی رفتار دینامیک غیرخطی 34پرداختند. مالکی و نحوی ،]

و از تئوری الاستیسیته غیرموضعی برای  نانوتشدیدگر مکانیکی پرداخته

ها با استفاده از روش بینی آشوب در این نانوتشدیدگر استفاده کردند. آنپیش

ا که منجر به حرکت ر ACتحلیلی ملنیکوف، مقدار بحرانی ولتاژ تحریک 

                                                                                                                                  
6 Casimir 
7 Van der Waals 
8 Melnikov 



  

 مسعود طهانیو  مسعود میر تیر بر روی بستر ویسکوالاستیک غیرخطی تحت تحریک هارمونیک با استفاده از تئوری غیرموضعیرفتار آشوبناک نانو

 

 02شماره  18، دوره 1397 اردیبهشتمهندسی مکانیک مدرس،  566
 

 شود، تعیین کردند.آشوبناک می

محققین بسیاری به مطالعه رفتار ارتعاشی تیرها بر بستر الاستیک خطی 

[. شیمشک 35,36اند ]و غیرخطی و همچنین بستر ویسکوالاستیک پرداخته

[، به بررسی ارتعاشات میکروتیرها بر روی بستر الاستیک غیرخطی با 37]

بهبودیافته پرداخت. همچنین مطالعه رفتار  کوپل-تنشاستفاده از تئوری 

ارتعاشی نانوتیرها با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرموضعی بر روی 

 [.23-26بسترهای مختلف نیز مورد مطالعه قرار گرفته است ]

سازی نانوتیرها مورد علاقه محققین طور که پیشتر ذکر شد، مدلهمان

سازی نانوتیرها، تئوری ها جهت مدلتئوری ترینباشد. یکی از مناسبمی

ارتعاشات نانوتیرها با  1باشد. بررسی کمیالاستیسیته غیرموضعی ارینگن می

تئوری الاستیسته مذکور به فراوانی مورد بررسی قرار گرفته است اما بررسی 

بینی وقوع و همچنین پیش 2طور کیفیها بهرفتار غیرخطی این سیستم

ی نانو بسیار ناشناخته است. تاکنون بررسی کیفی رفتار هاآشوب در سیستم

غیرخطی یک نانوتیر که بر روی بستر ویسکوالاستیک غیرخطی قرار دارد با 

های غیرکلاسیک الاستیسیته مورد مطالعه قرار نگرفته است. استفاده از تئوری

تواند در طراحی و شناخت رفتار نانورزوناتورها و دیگر این تحقیق می

 های نانوالکترومکانیکی مورد استفاده قرار گیرد. مسیست

در این مقاله رفتار کیفی ارتعاشات غیرخطی نانوتیرها بر روی بستر 

گیرد. این نانوتیر با استفاده از ویسکوالاستیک غیرخطی مورد مطالعه قرار می

برنولی و براساس تئوری الاستیسیته غیرموضعی ارینگن مدل -تئوری اویلر

ای با پس از تعیین معادله حرکت، معادله دیفرانسیل مشتق پاره گردد.می

شود. سپس استفاده از روش گالرکین به معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل می

دست آمده برای بررسی رفتار آشوبناک و معادله دیفرانسیل معمولی به

گیرد. همچنین جهت بررسی مورد بررسی قرار می 3دوشاخگی هیتروکلینیک

نیز برای سیستم مورد نظر محاسبه  4ر آشوب، بزرگترین نمای لیاپانفبهت

 شود.می

 تئوری الاستیسیته غیرموضعی -2

[. 6-4تئوری الاستیسیته غیرموضعی اولین بار توسط ارینگن ارایه شد ]

( از ماده الاستیک نه تنها به x( در یک نقطه )σبراساس این تئوری تنش )

میدان کرنش در آن نقطه بلکه به کرنش در تمامی نقاط دیگر ماده وابسته 

در معادله ساختاری تئوری  Ωاز محیط مادی  xدر نقطه  σاست. تانسور تنش 

تمام نقاط محیط  εصورت زیر با تانسور کرنش الاستیسیته غیرموضعی به

 کند:مادی ارتباط پیدا می

(1) 𝜎𝑖𝑗(𝑥) = ∫ 𝛼(|𝑥 − 𝑥́|, 𝜏) 𝜎𝑖𝑗
𝑐

𝑢

Ω

(𝑥́) 𝑑𝛺(𝑥́) 

𝛼(|𝑥تانسور تنش و  σijکه  − 𝑥́|, 𝜏) و 5تابع کرنل τa/l0=e 0، کهe  ثابت مادی

یک مشخصه طولی داخلی )برای مثال طول پیوند  aمربوط به هر ماده است، 

یک طول مشخصه خارجی )برای مثال طول ترک یا  lاتمی یا پارامتر شبکه( و 

موضعی یا تابع فرسایش انرژی باشد. تابع کرنل بیانگر مدول غیرطول موج( می

نظر موج است که اثرات کرنش نقاط مختلف جسم را بر روی تنش نقطه مورد

صورت تجربی محاسبه شود و هم تواند بههم می 0eکند. مقدار توصیف می

ز هایی که اای با آنهای صفحههای انتشار موجتواند با انطباق منحنیمی

                                                                                                                                  
1 Quantitative 
2 Qualitative 
3 Heteroclinic 
4 Largest lyapunov exponent 
5 Kernel function 

اند، تقریب زده شود. برای مقادیر مختلف دست آمدهدینامیک شبکه اتمی به

 گیرند.های متفاوتی قرار میدر بازه a0eفرکانس مقدار  

صورت یک رابطه مرتبه دوم دیفرانسیلی ( را به1ارینگن رابطه انتگرالی )

 [:5صورت زیر ساده نمود ]به

(2) (1 − 𝜇𝛻2)𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗
𝑐 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙  𝜀𝑘𝑙 

𝜎𝑖𝑗که 
𝑐  ،تانسور تنش کلاسیک𝜀𝑘𝑙  ،تانسور کرنشijklC  تانسور مدول

به پارامتر ابعاد کوچک مشهور است. با توجه به  =a0e(µ(2الاستیک بوده و 

های انتگرالی و فرم شرایط هندسی تیر، نوع تیر و شرایط بارگذاری، پاسخ

[ و در ادامه از 38-40منطبق بوده ](( تقریبا 2( و )1های )دیفرانسیلی )رابطه

برای نانوتیر  6شود. معادله ساختاری غیرموضعیفرم دیفرانسیلی استفاده می

 شود:صورت زیر نوشته میبه

(3) 𝜎𝑥𝑥 − 𝜇
𝜕2𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥2 = 𝐸 𝜀𝑥𝑥  

 باشد.کرنش محوری می εxxتنش محوری عمودی و  σxxمدول یانگ،  Eکه 

 تئوری الاستیسیته غیرموضعیمعادلات حاکم بر اساس  -3

صورت جایی یک نقطه از تیر بهبرنولی، میدان جابه-براساس تئوری تیر اویلر

 زیر است:

(4) 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 

(5) 𝑢𝑦(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 0 

(6) 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

جایی محوری و عرضی هر نقطه روی محور خنثی به ترتیب جابه wو  uکه 

بر پایه فرضیات  7کارمن-جایی غیرخطی ونجابه-باشند. روابط کرنشمی

 جایی عرضی بزرگ، چرخش نسبتا کم و کرنش کوچک به قرار زیر است:جابه

(7) 𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥
0 − 𝑧𝜅𝑥 

(8) 𝜀𝑥𝑥
0 =

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
)

2

 

(9) 𝜅𝑥 =
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2  

εxxبه طوری که 
0

 انحنای تیر است.  𝜅𝑥کرنش غیرخطی سطح میانی و  

و پهنای  h، ضخامت lدر این تحقیق، یک نانوتیر ایزوتروپیک مستقیم به طول 

b  بر روی بستر ویسکوالاستیک غیرخطی و بار هارمونیکq(x,t)  شکل "مطابق

شود، نانوتیر بر روی طور که در شکل دیده میشود. هماندرنظر گرفته می "1

ترتیب برای به NLKو  LK ،PKهای فنری بستر ویسکوالاستیک غیرخطی با ثابت

 بستر الاستیک وینکلر، بستر الاستیک پسترناک و بستر الاستیک غیرخطی و 

 

 
Fig. 1. The isotropic nanobeam on the nonlinear viscoelastic foundation 

 نانوتیر ایزوتروپیک بر روی بستر ویسکوالاستیک غیرخطی 1شکل 

                                                                                                                                  
6 Nonlocal constitutive equation 
7 Von Kármán 
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قرار دارد. در این تحقیق، از اصل همیلتون  Cهمچنین میراگر با ثابت 

 شود:صورت زیر برای تعیین معادلات حرکت استفاده میبه

(10) 𝛿 ∫ (𝐾 − 𝑊𝐼

𝑡

0

− 𝑊𝐸)𝑑𝑡 = 0 

جنبشی، کار نیروهای داخلی و کار  به ترتیب، انرژی EWو  K ،IWکه، طوریبه

 باشند. نیروهای خارجی می

وردش )تغییر( اول کار نیروهای داخلی )انرژی کرنشی( در بازه زمانی 

[0,t] صورت زیر قابل بیان است:به 

 

 

 

 

(11) 

𝛿 ∫ 𝑊𝐼

𝑡

0

𝑑𝑡 = ∫ ∫ 𝜎𝑥𝑥 𝛿𝜀𝑥𝑥 𝑑𝑣 𝑑𝑡
𝑢

Ω

 
𝑡

0

 

= ∫ ∫ 𝜎𝑥𝑥(
𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2 ) 𝑑𝑣 𝑑𝑡
𝑢

Ω

 
𝑡

0

 

= ∫ ∫ [𝑁(
𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
− 𝑀

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2 )]  𝑑𝑥 𝑑𝑡
𝑙

0

 
𝑡

0

 

 های نیرو و ممان برابر است با:طول نانوتیر است و منتجه lکه 

(12) 𝑁 = ∫ 𝜎𝑥𝑥 𝑑𝐴
𝑢

𝐴

= 𝐸𝐴 [
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

] 

(13) 𝑀 = ∫ 𝑧 𝜎𝑥𝑥 𝑑𝐴
𝑢

𝐴

= −𝐸𝐼
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2  

 ، ممان اینرسی مقطع تیر است. I، سطح مقطع تیر و Aکه 

و کار حاصل از نیروی بستر  qکار نیروهای خارجی شامل کار بار گسترده 

باشند. با توجه به پارامترهای نشان داده شده در می FounFویسکوالاستیک 

 شود:صورت زیر در نظر گرفته می، نیروی بستر ویسکوالاستیک به"1شکل "

(14) 𝐹Foun = −𝐾𝐿𝑤 − 𝜆𝐾𝑁𝐿𝑤3 + 𝐾𝑃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 − 𝐶
𝜕𝑤

𝜕𝑡
 

که بسترهای الاستیک غیرخطی دو نوع رفتار نرم شونده و با توجه به این

دهنده جهت نیروی ( نشان14های رابطه )سخت شونده دارند، علامت عبارت

باشد و تمامی ضرایب بستر اعمالی بستر ویسکوالاستیک به نانوتیر می

در رابطه  λ[، پارامتر 41-43باشند ]ویسکوالاستیک دارای مقدار مثبت می

𝜆صورت ( برای بستر نرم شونده به14) = 𝜆و برای بستر سخت شونده،  1− =

صورت زیر گردد، بهاست. بار گسترده هارمونیک که به نانوتیر اعمال می  1

 شود:فرض می

(15) 𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑓 sin 𝛺𝑡 
 باشد.به ترتیب، دامنه بار گسترده اعمالی و فرکانس متناظر آن می Ωو   fکه 

-به [t,0]وسیله نیروهای خارجی در بازه زمانی وردش اول کار انجام شده به

 صورت زیر است:

(16) 𝛿 ∫ 𝑊𝐸

𝑡

0

𝑑𝑡 = ∫ ∫ −(𝑞 + 𝐹Foun)𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡
𝑙

0

 
𝑡

0

 

زیر قابل بیان صورت به [t,0]همچنین وردش اول انرژی جنبشی در بازه زمانی 

 است:

(17) ∫ 𝛿𝐾
𝑡

0

𝑑𝑡 = ∫ ∫ 𝜌𝐴 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑡

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑡
)  𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

 
𝑡

0

 

گیری جزء به (، انتگرال10( در رابطه )17( و )16(، )11های )با قراردادن رابطه

صورت های حرکت به، معادلهδwو  δuجزء و مساوی صفر قراردادن ضرایب 

 آیند:دست میزیر به

(18) 𝜕𝑁

𝜕𝑥
=  𝜌𝐴

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2  

(19) 
𝜕2𝑀

𝜕𝑥2 +
𝜕

𝜕𝑥
(𝑁

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) + (𝑞 + 𝐹Foun) = 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2  

 صورت زیر است:که شرایط مرزی متناظر در دو انتهای نانوتیر به

(20)  𝛿𝑢 = 𝑁 یا 0 = 0 

(21) 𝛿𝑤 =  یا 0
𝜕𝑀

𝜕𝑥
+ 𝑁

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0 

(22) 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 𝑀 یا 0 = 0 

گیری روی سطح مقطع، نتیجه و انتگرال (3)در طرفین رابطه  dAبا ضرب 

 شود:می

(23) 𝑁 − 𝜇
𝜕2𝑁

𝜕𝑥2
= 𝐸𝐴 [

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)2] 

گیری روی سطح ( و انتگرال3در طرفین رابطه ) zdAبه طور مشابه با ضرب 

 شود:مقطع، نتیجه می

(24) 𝑀 − 𝜇
𝜕2𝑀

𝜕𝑥2 = −𝐸𝐼
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2  

عبارت صریح نیروی عمودی در الاستیسیته غیرموضعی با قرار دادن مشتق 

 ( قابل محاسبه است:23( در رابطه )18از رابطه ) Nدوم 

(25) 𝑁 = 𝐸𝐴 [
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

] + 𝜇𝜌𝐴
𝜕3𝑢

𝜕𝑡2𝜕𝑥
 

( و 19همچنین ممان خمشی در الاستیسیته غیرموضعی با استفاده از روابط )

 آید:دست می( به24)

 

 

(26) 

𝑀 = −𝐸𝐼
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜇 [𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
−

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

− (𝑞 + 𝐹Foun)] 

جایی باید های غیرموضعی حاکم برحسب جابهدست آوردن معادلهبرای به

 ( قرار داد:19( و )18( را در روابط )26( و )25روابط )

(27) 𝜕

𝜕𝑥
[𝐸𝐴

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝐸𝐴

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

] +  𝜌𝐴
𝜕2

𝜕𝑡2 (𝜇
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 − 𝑢) = 0 

 

 

 
(28) 

𝐸𝐼
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 −
𝜕

𝜕𝑥
(𝑁

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) + 𝜇

𝜕3

𝜕𝑥3 (𝑁
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

+ 𝜌𝐴
𝜕2

𝜕𝑡2 (𝑤 − 𝜇
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 )       

= (𝑞 + 𝐹Foun) − 𝜇
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝑞 + 𝐹Foun) 

 wو  uهای جایی( با جابه28( و )27شود، روابط )طور که مشاهده میهمان

معادله ساده  دست آمده به یکسازی معادله حاکم بهاند. برای سادهکوپل شده

نظر شده است ای صرفبرحسب تغییر شکل جانبی از اینرسی درون صفحه

آید. براساس این فرض و با دست میبه w[، بنابراین رابطه ای برحسب 44]

و پس از  u(0,t)=u(l,t)=0توجه به شرایط مرزی مربوط به حرکت محوری 

 آید:میدست صورت زیر بهبه Nکمی عملیات ریاضی، نیروی محوری 

(29) 𝑁 =
𝐸𝐴

2𝑙
∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

 𝑑𝑥
𝑙

0

 

دست به w(، معادله حرکت بر حسب 28( در رابطه )29با جایگذاری از رابطه )

 آید:می
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(30 ) 

𝐸𝐼
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ (

𝐸𝐴

2𝑙
∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)2 𝑑𝑥

𝑙

0

) (𝜇
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
−

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) 

  +𝜌𝐴
𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑤 − 𝜇

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) − (𝑞 + 𝐹Foun) 

  +𝜇
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝑞 + 𝐹Foun) = 0 

جهت عمومیت بخشیدن به بحث حاضر، بهتر است معادله دیفرانسیل حرکت 

صورت زیر بعد لازم بهبعد درآید. برای این منظور پارامترهای بیصورت بی-به

 شوند:تعریف می

 

 

 

 

 

(31 ) 

𝑥̅ =
𝑥

𝑙
, 𝑤̅ =

𝑤

𝑟
 , 𝑡̅ = √

𝐸𝐼

𝜌𝐴𝑙4 𝑡 , 𝑘𝑙 =
𝑙4

𝐸𝐼
𝐾𝐿 ,  

𝑘𝑛𝑙 =
𝑟2𝑙4

𝐸𝐼
𝐾𝑁𝐿 , 𝑘𝑝 =

𝑙2

𝐸𝐼
𝐾𝑃, 𝑐 =

𝑙2

√𝜌𝐴𝐸𝐼
𝐶, 

𝑓̅ =
𝑙4

𝐸𝐼𝑟
𝑓, 𝜇̅ =

𝑒0𝑎

𝑙
=

√𝜇

𝑙
, 𝜔 = √

𝜌𝐴𝑙4

𝐸𝐼
𝛺 

𝑟که  = √𝐼 𝐴⁄ شعاع ژیراسیون مقطع تیر است. با توجه به معادله حرکت ،

صورت توان معادله حرکت را به(، می31بعد رابطه )( و پارامترهای بی30)

 بعد بازنویسی کرد:بی

 

 

 

 
 

(32 ) 

𝐸𝐼𝑟

𝑙4

𝜕4𝑤̅

𝜕𝑥̅4 + (
𝐸𝐴𝑟3

2𝑙4 ∫ (
𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)2 𝑑𝑥̅

1

0

) (𝜇̅2
𝜕4𝑤̅

𝜕𝑥̅4 −
𝜕2𝑤̅

𝜕𝑥̅2 ) 

   +
𝐸𝐼𝑟

𝑙4

𝜕2

𝜕𝑡̅2
(𝑤̅ − 𝜇̅2

𝜕2𝑤̅

𝜕𝑥̅2 ) − (𝑞̅ + 𝐹̅Foun) 

   +𝜇̅2
𝜕2

𝜕𝑥̅2
(𝑞̅ + 𝐹̅Foun) = 0 

 کهطوریبه

(33) 𝐹̅Foun =
𝐸𝐼𝑟

𝑙4 (−𝑘𝑙𝑤̅ − 𝜆𝑘𝑛𝑙𝑤̅3 + 𝑘𝑝

𝜕2𝑤̅

𝜕𝑥̅2 − 𝑐
𝜕𝑤̅

𝜕𝑡̅
) 

(34) 𝑞̅(𝑥̅, 𝑡̅) =
𝐸𝐼𝑟

𝑙4 𝑓̅ sin 𝜔𝑡̅ 

صورت معادله ( که به32توان معادله حرکت )براساس روش گالرکین، می

ای است به معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل نمود. دیفرانسیل مشتق پاره

,𝑤̅(𝑥̅برای این کار 𝑡̅)   شود:صورت زیر درنظرگرفته میبه 

(35) 𝑤̅(𝑥̅, 𝑡̅) = ∑ 𝑣(𝑥̅) 𝜙𝑛

∞

𝑛=1
(𝑡̅) = ∑ sin(𝑛π𝑥̅) 𝜙𝑛

∞

𝑛=1
(𝑡̅) 

𝜙که 
𝑛
(𝑡̅)  یک ضریب تابع زمان و نامعلوم است و𝑣(𝑥̅)  تابعی است که باید

جا که درنظرگرفتن یک مد در شرایط مرزی سینماتیکی را ارضا نماید. از آن

[، فقط 36( فرق زیادی با درنظر گرفتن دو مد ندارد ]32حل معادله حرکت )

شود. بنابراین برای یک تیر دو سر مفصل، حالت مد اول درنظرگرفته می

𝑤̅(𝑥̅, 𝑡̅) شود:صورت زیر درنظر گرفته میبه 

(36) 𝑤̅(𝑥̅, 𝑡̅) = sin(π𝑥̅) 𝜙(𝑡̅) 

𝑣(𝑥̅)( و ضرب آن در 32( در معادله حرکت )36جایگذاری حل تقریبی ) =

sin(π𝑥̅) معمولی زیر منجر به معادله دیفرانسیل  [0,1]گیری در بازه و انتگرال

 شود:می

(37) 𝜙̈ + 𝛼𝜙̇ + 𝛽𝜙 + 𝛾𝜙3 = 𝐹 sin 𝜔𝑡̅ 

بوده و  𝑡̅گیری نسبت به ( مشتق37که علامت نقطه )دات( در رابطه )بطوری

 ضرایب این رابطه عبارتند از:

 

 

 

 

(38) 

𝛼 =c 
𝛽=𝑘𝑙 + 𝑘𝑝π2 +

π4

1+𝜇̅2π2
 

𝛾 =
3

4
𝜆𝑘𝑛𝑙 +

𝐴π4𝑟2

4𝐼
 

𝐹 =
−4𝑓̅

π(1 + 𝜇̅2π2)
 

 هیتروکلنیک و پیش بینی آشوبدوشاخگی  -4

دست آمد و معادله دیفرانسیل های قبل معادله ارتعاش نانوتیر بهدر بخش

(( تبدیل 37ای حرکت به معادله دیفرانسیل معمولی )رابطه )مشتقات پاره

( به شکل 37شد. برای بررسی رفتار این سیستم دینامیکی، ابتدا باید رابطه )

 شود: معادلات فضای حالت بازنویسی

(39) 𝜙̇ = 𝜓  
𝜓̇ = −𝛼𝜓 − 𝛽𝜙 − 𝛾𝜙3 + 𝐹 sin 𝜔𝑡̅  

 صورت( به39اگر رابطه )

(40) 𝑋̇ = 𝑓(𝑋) + 𝜖𝑔(𝑋, 𝑡̅) 

 نوشته شود، که در آن

 

 

(41) 

𝑓(𝑋) = (
𝜓

−𝛽𝜙 − 𝛾𝜙3) = (
𝑓1

𝑓2
) 

𝑔(𝑋, 𝑡̅) = (
0

−𝛼𝜓 + 𝐹 sin 𝜔𝑡̅
) = (

𝑔1

𝑔2
) 

 باشد:صورت زیر میآنگاه سیستم غیرپرتورب به

(42) 𝜙̇ = 𝜓   
𝜓̇ = −𝛽𝜙 − 𝛾𝜙3  

 صورت زیر است:و همیلتونین سیستم غیرپرتورب به

(43) 𝐻(𝜙, 𝜓) =
1

2
𝛽𝜙2 +

1

4
𝛾𝜙4 +

1

2
𝜓2 

رفتارهای  γو  β(، به ازاء علامت پارامترهای 42سیستم غیرپرتورب رابطه )

شود ( مشاهده می38دهد. با توجه به رابطه )دینامیکی مختلفی را نشان می

𝜆فقط به ازاء   γهمیشه مثبت است و پارامتر  βکه علامت پارامتر  = می 1−

تواند مقادیر منفی اختیار کند. با توجه به این که سیستم دینامیکی مورد 

[، 30تواند رفتار آشوبناک داشته باشد ]های منفی می γنظر، فقط به ازاء 

شوندگی دارد، هیچگاه بنابراین برای بستر ویسکوالاستیک غیرخطی که سخت

 آشوبناک نخواهد شد. سیستم

−√±)( دارای دو نقطه زینی 42سیستم دینامیکی رابطه ) 𝛽 𝛾⁄ , و  (0

بنابراین سیستم دارای یک مدار هیتروکلنیک  .باشدمی (0,0)یک مرکز در 

گذرد. دوشاخگی هیتروکلنیک، یک دوشاخگی است که از نقاط زینی می

تم باشد. در این تواند معیاری برای رفتار آشوبناک سیسسراسری است که می

کنند و پدیده دوشاخگی، منیفلدهای پایدار و ناپایدار سیستم تداخل پیدا می

نعل اسبی در نگاشت پوآنکاره که نشان دهنده رفتار آشوبناک است، روی 

دهد. در این تحقیق، روش ملنیکوف جهت بررسی تحلیلی آشوب مورد می

اغتشاشی به همیلتونین  هایگیرد. با اضافه نمودن جملهاستفاده قرار می

توان با سیستم، مدارهای هیتروکلنیک سیستم دچار اغتشاش شده و می

محاسبه فاصله بین منیفلدهای پایدار و ناپایدار سیستم، شرط تقاطع این 

 دست آورد.منیفلدها را به

توان همیلتونین را برابر با برای پیدا کردن مدارهای هیتروکلنیک، می

𝐻همیلتونین در نقطه زینی قرار داد،  = 𝐻saddle واضح است که  .𝐻saddle =
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−𝛽2 4𝛾⁄( مدارهای هیتروکلنیک سیستم 43، بنابراین با توجه به رابطه )

 شوند:صورت زیر تعیین میغیرپرتورب به

(44) 𝛤0
±(𝑡̅): (𝜙ℎ(𝑡̅), 𝜓ℎ(𝑡̅)) 

 که:طوریبه

(45) 

𝜙ℎ(𝑡̅) = ±√
−𝛽

𝛾
 tanh (√

𝛽

2
𝑡̅) 

𝜓ℎ(𝑡̅) = ±√
−𝛽

2𝛾
 sech2 (√

𝛽

2
𝑡̅) 

( و با تابع همیلتونین مطابق 42مدارهای سیستم غیرپرتورب براساس رابطه )

نشان داده شده است. در این شکل، مدار  "2شکل "( در 43رابطه )

کند که از دو نقطه زینی را تعریف می 1هیتروکلنیک یک دور جداساز

(±√− 𝛽 𝛾⁄ ,  گذرد.می (0

توان به پس از محاسبه پارامترهای مدار هیتروکلنیک سیستم می

 [:45-47محاسبه انتگرال ملنیکوف پرداخت ]

(46) 𝑀(𝑡0̅) = ∫  𝑓(𝛤0(𝑡̅))˄ 𝑔(𝛤0(𝑡̅), 𝑡̅ + 𝑡0̅) 𝑑𝑡̅
+∞

−∞

 

𝑓˄𝑔که  = 𝑓1𝑔2 − 𝑓2𝑔1 ور است و ضرب تعریف شده برای این منظحاصل

f  و g( تعریف شده41در رابطه )صورت زیر قابل اند. انتگرال ملنیکوف به

 محاسبه است:

 

 

(47) 

𝑀(𝑡0̅) = ∫ (𝜓ℎ(𝑡̅))[−𝛼(𝜓ℎ(𝑡̅)) + 𝐹 sin 𝜔(𝑡̅
+∞

−∞

+ 𝑡0̅)]𝑑𝑡̅ 

=
2𝛼𝛽√2𝛽

3𝛾
±

√2𝐹π𝜔 sin(𝜔𝑡0̅) csch (
π𝜔

√2𝛽
)

√−𝛾
 

شرط تقاطع منیفلدهای پایدار  𝑀(𝑡0̅)براساس آنالیز ملنیکوف، تغییر علامت 

( صفر شود، 47براساس رابطه ) 𝑀(𝑡0̅)و ناپایدار سیستم است. بنابراین اگر 

تواند از خود رفتار آشوبناک نشان دهد. در نتیجه فضای پارامتریک سیستم می

صورت باشد بهای که رفتار آشوبناک سیستم مورد انتظار میمربوط به حوزه

 زیر است:

(48) |
2𝛼𝛽√𝛽

3𝐹π𝜔√−𝛾
sinh (

π𝜔

√2𝛽
)| ≤ 1 

بنابراین رفتار آشوبناک برای مسیرهایی که نزدیک سیستم غیرپرتورب 

 جداکننده باشند مشهود است:

(49) 
𝛼

𝐹
≤ (

𝛼

𝐹
)

𝑐𝑟
= |

3π𝜔√−𝛾

2𝛽√𝛽
csch (

π𝜔

√2𝛽
)| 

نمایش " 3شکل "حالت آستانه رفتار آشوبناک است که در  𝑐𝑟(𝛼/𝐹)که 

مذکور، مرز بین حوزه رفتارهای آشوبناک داده شده است. با توجه به شکل 

 احتمالی و غیرآشوبناک سیستم مشخص شده است.

واضح است که برای مقادیر بالای منحنی آستانه حرکت آشوبناک 

افتد ولی برای وضعیتی از سیستم که زیر این (، آشوب اتفاق نمی3)شکل

ین به معنی این توان انتظار رفتار آشوبناک را داشت. اگیرد میمنحنی قرار می

است که روش ملنیکوف، شرایط لازم و نه کافی را برای بروز آشوب ارایه 

توان پارامترهای سیستم را دهد. با دانستن ناحیه آشوبناک سیستم، میمی

طوری تنظیم نمود تا از بروز آشوب در سیستم خودداری گردد. در واقع رابطه 

                                                                                                                                  
1 Separatrix 

طراح سیستم رزوناتور، با تغییر در تواند معیاری برای طراحی باشد تا ( می49)

هندسه، خواص مواد و همچنین تغییر پارامترهای بستر ویسکوالاستیک 

 غیرخطی سیستم را از آشوب مصون نگاه دارد.

شود، معیار ملنیکوف شامل ( مشاهده می48طور که در رابطه )همان     

( تابع پارامتر 38باشد. این دو پارامتر براساس رابطه )می Fو  βپارامترهای 

باشد. از آنجا که می 𝜇( تابع 31نیز با توجه به رابطه ) 𝜇̅باشند و می 𝜇̅بعد بی

𝜇 پارامتر ابعاد کوچک در الاستیسیته غیرموضعی است، معیار ملنیکوف ،

توان دریافت که در صورت شود. بنابراین میمی 𝜇(( تابعی از 48)رابطه )

سیک نتیجه متفاوتی برای معیار ملنیکوف استفاده از تئوری الاستیسیته کلا

 آید.دست میبه

 سازی سیستمنتایج شبیه -5

سازی کامپیوتری بر روی سیستم برای بررسی روش تحلیلی ملنیکوف، شبیه

توان نمودار ( می39گیری عددی رابطه )پرتورب انجام شده است. با انتگرال

سیستم برای مقادیر صفحه فاز سیستم را رسم نمود. نمودار صفحه فاز 

( رسم شده است تا رفتار منظم و آشوبناک 39مختلف پارامترهای رابطه )

 سیستم مورد بررسی قرارگیرد. 

، نمودار صفحه فاز سیستم و نمودار مقطع پوآنکاره "9تا  4های شکل"در 

نمودار صفحه فاز را به ازای مقادیر  "4شکل "سیستم نشان داده شده است. 

𝛼𝑐𝑟( مقدار 49دهد. براساس رابطه )مشخص شده نشان می = باشد می 0.40

که در بخش بالایی منحنی انتقال به آشوب قرار دارد. با توجه به نمودار 

 (، رفتار پریودیک5( و نمودار مقطع پوآنکاره )شکل 4صفحه فاز )شکل 

 سیستم کاملا مشخص است.

 
Fig. 2 Heterolinic orbit of the unperturbed system for 𝛽 = 1 and 𝛾 =
−1 

𝛽مدار هیتروکلنیک سیستم غیرپرتورب به ازاء  2شکل  = 𝛾و  1 = به همراه  1−

 مدارهای اطراف آن

 
Fig. 3 Heteroclinic bifurcation in the ((𝛼 𝐹⁄ ), 𝜔) plane for 𝛽 = −𝛾 = 1 

𝛼))دوشاخگی هیتروکلنیک در صفحه  3شکل  𝐹⁄ ), 𝜔) به ازاء ،𝛽 = −𝛾 = 1 
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نمودارهای  "9و  7های شکل"نمودارهای صفحه فاز و " 8و  6های شکل"

دهند که در نامساوی هایی از سیستم نشان میمقطع پوآنکاره را برای حالت

( صدق کرده و در پایین منحنی آستانه حرکت آشوبناک قرار دارند. 49رابطه )

توان رفتار آشوبناک را از ملنیکوف می بینی روشبنابراین براساس پیش

 "5و  4های شکل"با  "9تا  6های  شکل"سیستم انتظار داشت. از مقایسه 

تری را از خود به تر و نامنظمرسد که سیستم رفتار پیچیدهبدیهی به نظر می

توان گذارد. برای نشان دادن بهتر رفتار آشوبناک سیستم مینمایش می

هایی که سیستم در نمای لیاپانف را برای یکی از حالتنمودار بزرگترین 

قسمت پایین منحنی آستانه حرکت آشوبناک قرار دارد رسم نمود. به کمک 

توان وجود آشوب در پاسخ سیستم را بررسی نموده و این عدد این معیار می

باشد. نمای نشانگر میزان حساسیت سیستم موردنظر به شرایط اولیه می

گر حساس بودن سیستم به شرایط اولیه و در نتیجه بروز نمایان لیاپانف مثبت

بزرگترین نمای لیاپانف را به ازای  "10شکل "[. 48رفتار آشوبناک است ]

 دهد.شرایط اولیه مشخص شده نشان می

مشاهده  "9تا  6های شکل"های سازیبا توجه به مقادیر عددی شبیه

( مقادیر αستر ویسکوالاستیک )شود که وقتی ضریب مربوط به میرایی بمی

( فاصله crαکند و از ضریب ویسکوالاستیک بحرانی )کوچکتری اختیار می

 شود.گیرد، زمینه بروز رفتار آشوبناک در سیستم بیشتر فراهم میبیشتری می

 

 
Fig. 4 Phase plane trajectories of the system for 𝛼 = 1, 𝛽 = 1.5, 𝛾 =
−2, 𝐹 = 0.5, 𝜔 = 1.4 

𝛼نمودار صفحه فاز سیستم به ازاء مقادیر  4شکل  = 1, 𝛽 = 1.5, 𝛾 = −2 

𝐹 = 0.5, 𝜔 = 1.4 

 
Fig. 5 Poincaré section for 𝛼 = 1, 𝛽 = 1.5, 𝛾 = −2, 𝐹 = 0.5, 𝜔 = 1.4 

𝛼نمودار مقطع پوآنکاره سیستم به ازاء مقادیر 5شکل  = 1, 𝛽 = 1.5, 𝛾 = −2 

𝐹 = 0.5, 𝜔 = 1.4 

 

Fig. 6 Phase plane trajectories of the system for 𝛼 = 1, 𝛽 = 1.5, 𝛾 =
−2, 𝐹 = 0.5, 𝜔 = 1.4 

𝛼نمودار صفحه فاز به ازاء مقادیر  6شکل  = 0.01, 𝛽 = 0.5, 𝛾 = −0.2 

𝐹 = 0.3, 𝜔 = 1.4 

 

Fig. 7 Poincaré section for 𝛼 = 0.01, 𝛽 = 0.5, 𝛾 = −0.2, 𝐹 = 0.3, 𝜔 =
1.4 

𝛼نمودار مقطع پوآنکاره به ازاء مقادیر  7شکل  = 0.01, 𝛽 = 0.5, 𝛾 = −0.2 
𝐹 = 0.3, 𝜔 = 1.4 

 

Fig. 8 Phase plane trajectories of the system for 𝛼 = 0.001, 𝛽 =
0.5, 𝛾 = −0.2, 𝐹 = 0.3, 𝜔 = 1.4 

𝛼نمودار صفحه فاز به ازاء مقادیر  8شکل  = 0.001, 𝛽 = 0.5, 𝛾 = −0.2 
𝐹 = 0.3, 𝜔 = 1.4 
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Fig. 9 Poincaré section for 𝛼 = 0.001, 𝛽 = 0.5, 𝛾 = −0.2, 𝐹 = 0.3, 𝜔 =
1.4 

𝛼نمودار مقطع پوآنکاره به ازاء مقادیر  9شکل  = 0.001, 𝛽 = 0.5 

   𝛾 = −0.2 , 𝐹 = 0.3, 𝜔 = 1.4 

 

Fig. 10 Largest Lyapunov exponent for 𝛼 = 0.001, 𝛽 = 0.5,  
𝛾 = −0.2, 𝐹 = 0.3, 𝜔 = 1.4, 𝜙(0) = 0.1, 𝜓(0) = 0.15 

𝛼بزرگترین نمای لیاپانف به ازاء مقادیر  10شکل  = 0.001, 𝛽 = 0.5 

 𝛾 = −0.2 , 𝜙(0) = 0.1, 𝜓(0) = 0.15 , 𝐹 = 0.3, 𝜔 = 1.4 

 گیرینتیجه -6

برنولی بر روی بستر ویسکوالاستیک، -با درنظر گرفتن یک نانوتیر اویلر

ارینگن دینامیک غیرخطی آن با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرموضعی 

مورد بررسی قرار گرفت و با استفاده از روش ملنیکوف، محدوده مورد انتظار 

دست آمده که معیار بهرفتار آشوبناک سیستم تعیین گردید. با توجه به این

باشد، لزوم استفاده از الاستیسیته غیرموضعی تابع پارامتر غیرموضعی هم می

 در بررسی دینامیک غیرخطی سیستم مشخص گردید.

های عددی شامل نمودار صفحه فاز، نمودار مقطع پوآنکاره و سازیشبیه

دست آمده از روش ملنیکوف را تایید بزرگترین نمای لیاپانف هم نتایج به

شود که نانوتیر بر بستر کند. همچنین از همیلتونین سیستم نتیجه میمی

فتار شوندگی داشته باشد از خود رویسکوالاستیک غیرخطی که حالت سخت

دهد و فقط برای بسترهای ویسکوالاستیک غیرخطی آشوبناک نشان نمی
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