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 휀𝑖𝑗 = 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙𝜎𝑘𝑙 , (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3) 

εijSijkl

 휀𝑖 = 𝑎𝑖𝑗𝜎𝑗  , 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖  (𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 6)

aij

 

휀1 = 휀11, 휀2 = 휀22, 휀3 = 휀33 

휀4 = 2휀23, 휀5 = 2휀13, 휀6 = 휀12  

𝜎1 = 𝜎11, 𝜎2 = 𝜎22, 𝜎3 = 𝜎33 

𝜎4 = 2𝜎23, 𝜎5 = 2𝜎13, 𝜎6 = 𝜎12  

𝑎𝑖𝑗

𝑎𝑖𝑗   (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 6)

 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 −
𝑎𝑖3𝑎𝑗3

𝑎33
 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 6)

 휀𝑖 = 𝑏𝑖𝑗𝜎𝑗

Фk(zk)

zk=xk+i yk

xk=x+αkyyk=βk yαkβk

μk=αk+i βk 

𝑎11𝜇
4 − 2𝑎16𝜇

3 + (2𝑎12 + 𝑎66)𝜇
2 − 2𝑎26𝜇 + 𝑎22

= 0

𝜎11 =
1

√2𝜋𝑟
[𝐾𝐼𝑓11

I (𝜇1
tip

, 𝜇2
tip

, 𝜃)

+ 𝐾II𝑓11
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃)] 

𝜎22 =
1

√2𝜋𝑟
[𝐾I𝑓22

I (𝜇1
tip

, 𝜇2
tip

, 𝜃)

+ 𝐾II𝑓22
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃)] 

𝜎12 =
1

√2𝜋𝑟
[𝐾I𝑓12

I (𝜇1
tip

, 𝜇2
tip

, 𝜃)

+ 𝐾II𝑓12
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃)]

fij (μ1
tip

, μ2
tip

, θ)

 

𝑓11
I (𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

𝜇1
tip

𝜇2
tip

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

 

(

 
𝜇2

tip

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃

−
𝜇1

tip

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)

 

]
 
 
 

 

𝑓11
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

1

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

 

(

 
𝜇2

tip2

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃

−
𝜇1

tip2

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)

 

]
 
 
 

 

𝑓22
I (𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

𝜇1
tip

𝜇2
tip

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

 

(

 
𝜇1

tip

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃

−
𝜇2

tip

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)

 

]
 
 
 

 

𝑓22
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

1

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

 

(

 
1

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃

−
1

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)

 

]
 
 
 

 

𝑓12
I (𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

𝜇1
tip

𝜇2
tip

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

 

(

 
1

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃

−
1

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)

 

]
 
 
 

 

𝑓12
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

1

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

 

(

 
𝜇1

tip

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃

−
𝜇2

tip

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)

 

]
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هاي مختصاتحاوي ترک و دستگاهمادة تابعي محيط دوبعدي . 1شكل 

𝑢1 = √
2𝑟

𝜋
[𝐾I𝑔1

I(𝜇1
tip

, 𝜇2
tip

, 𝜃)

+ 𝐾II𝑔1
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃)] 

𝑢2 = √
2𝑟

𝜋
[𝐾I𝑔2

I (𝜇1
tip

, 𝜇2
tip

, 𝜃)

+ 𝐾II𝑔2
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃)] 

gi (μ1
tip

, μ2
tip

, θ)

][

𝑔1
I(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

1

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

(𝜇1
tip

𝑝2 

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝜇1
tip

𝑝1√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)] 

𝑔1
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

1

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

(𝑝2 

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑝1√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)] 

𝑔2
I(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

1

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

(𝜇1
tip

𝑞2 

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝜇1
tip

𝑞1√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)] 

𝑔2
II(𝜇1

tip
, 𝜇2

tip
, 𝜃) = 𝑅𝑒 [

1

𝜇1
tip

− 𝜇2
tip

(𝑞2 

√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇2
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑞1√𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜇1
tip

𝑠𝑖𝑛𝜃)]

J

J

 𝐽 = lim
Γs→0

∫ (𝑊𝛿𝑖𝑗 − 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1)
Γs

𝑛𝑗𝑑𝛤s  

n

 𝑊 =
1

2
𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗 

J

 𝐼 = ∮ (𝑊𝛿𝑖𝑗 − 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1)𝑚𝑗𝑞𝑑𝛤
𝛤

  

Γ=Γ0+Γ+Γ-Γsmi

Γmi=njΓ0mi=-nj

Γsq

q=1Γsq=0Γ0

 Γs→0 

𝑙𝑖𝑚
𝛤𝑠→0

𝐼 = 𝑙𝑖𝑚
𝛤𝑠→0

∮ (𝑊𝛿1𝑗 − 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1)𝑚𝑗𝑞𝑑𝛤
𝛤

  

   = 𝑙𝑖𝑚
𝛤𝑠→0

∮ (𝑊𝛿1𝑗
𝛤0+𝛤++𝛤−−𝛤𝑠

− 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1)𝑚𝑗𝑞𝑑𝛤   

   = 𝑙𝑖𝑚
𝛤𝑠→0

∮ (𝑊𝛿1𝑗 − 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1)𝑚𝑗𝑞𝑑𝛤
𝛤0+𝛤++𝛤−

  

        +∮ (𝑊𝛿1𝑗 − 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1)𝑚𝑗𝑞𝑑𝛤
−𝛤𝑠

  

   = 𝑙𝑖𝑚
𝛤𝑠→0

∮ (𝑊𝛿1𝑗 − 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1)𝑚𝑗𝑞𝑑𝛤
𝛤0+𝛤++𝛤−

  

       −∮ (𝑊𝛿1𝑗 − 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1)𝑛𝑗𝑞𝑑𝛤
𝛤𝑠
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[5] گيري  . ناحية انتگرال2شكل 

Γ0q=0

 
𝐽 = − lim

Γs→0
𝐼 = − lim

Γs→0
∮ (𝑊𝛿1𝑗
𝛤

− 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1)𝑚𝑗𝑞𝑑𝛤   

q

 
𝐽 = ∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1 − 𝑊𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑A

A

  

+∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1 − 𝑊𝛿1𝑗),𝑗
𝑞𝑑A

A

 

A

J

 

𝐽𝑠 = ∫ [(𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗
aux)(𝑢𝑖,1 + 𝑢𝑖,1

aux)
A

  

      −0.5(𝜎𝑖𝑘 + 𝜎𝑖𝑘
aux)(휀𝑖𝑘 + 휀𝑖𝑘

aux)𝛿1𝑗]𝑞,𝑗𝑑A 

            +∫ [(𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗
aux)(𝑢𝑖,1 + 𝑢𝑖,1

aux)
A

 

     −0.5(𝜎𝑖𝑘 + 𝜎𝑖𝑘
aux)(휀𝑖𝑘 + 휀𝑖𝑘

aux)𝛿1𝑗],𝑗𝑞𝑑A 

 𝐽𝑠 = 𝐽 + 𝐽𝑎𝑢𝑥 + 𝑀  

JauxJ

M

 𝑀 = ∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
aux + 𝜎𝑖𝑗

aux𝑢𝑖,1
A

− 𝑊int𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝐴  

      +∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
aux + 𝜎𝑖𝑗

aux𝑢𝑖,1
A

− 𝑊int𝛿1𝑗),𝑗
𝑞𝑑𝐴 

    = 𝑀1 + 𝑀2 

uauxauxεauxσ

σij,j
aux = 0

εij
aux =

1

2
(ui,j

aux + uj,i
aux) 

( )aux aux
ij ijkl ijC x 

( ) ( )ijkl tip ijklC C x

aux aux
ij ij ij ij   

 

𝑀 = ∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
aux + 𝜎𝑖𝑗

aux𝑢𝑖,1
A

− 𝑊int𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝐴  

         −∫ (𝑊,1
int)

expl
𝑞𝑑𝐴

A

+ 

∫
1

2
{(𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝑖𝑗

tip
)휀𝑖𝑗,1

aux

A

− (𝜎𝑖𝑗
aux(𝑥)

− 𝜎𝑖𝑗
aux)휀𝑖𝑗,1}𝑞𝑑𝐴 

Wint

J
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σij
tip

σij
tip(x) = (Cijkl)tip

εkl
aux(σij − σij

tip
)

σij
aux(x)

σij
aux(x) =

Cijkl(x)εkl
aux. (σij

aux(x) − σij
aux)

(W,1
int)

expl
Wintx1

 
(
𝜕𝑊int

𝜕𝑥1
)

expl

=
𝜕𝑊int

𝜕𝑄11
 
𝜕𝑄11

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑊int

𝜕𝑄12
 
𝜕𝑄12

𝜕𝑥1
 

+
𝜕𝑊int

𝜕𝑄22
 
𝜕𝑄22

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑊int

𝜕𝑄66
 
𝜕𝑄66

𝜕𝑥1
 

 

𝑊int =
1

2
 [(𝑄11 + 𝑄11

tip
)휀11휀11

aux

+ (𝑄22 + 𝑄22
tip

)휀22휀22
aux

+ (𝑄12 + 𝑄12
tip

)(휀11휀22
aux

+ 휀22휀11
aux)

+ 2(𝑄66 + 𝑄66
tip

)휀12휀12
aux] 

Qa

 

𝑀 = ∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
aux + 𝜎𝑖𝑗

aux𝑢𝑖,1
A

− 𝑊int𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝐴  

        +
1

2
∫ {𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

aux − 𝜎𝑖𝑗,1
aux휀𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗

aux휀𝑖𝑗,1
A

− 𝜎𝑖𝑗,1휀𝑖𝑗
aux}𝑞𝑑𝐴 

σij=Cijklεkl

r→0

𝑢𝑖
aux(√r , θ)휀𝑖𝑗

aux(√r , θ)

r→0

 

lim
𝐴→0

∫ (𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝑖𝑗
tip

)휀𝑖𝑗,1
aux𝑞𝑑𝐴

A

= 

lim
𝑟→0

∫ ∫ (𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝑖𝑗
tip

)휀𝑖𝑗,1
aux𝑞𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

θ𝑟

= 

lim
𝑟→0

∫ ∫ (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥)
θ𝑟

− (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙)tip
) 휀𝑘𝑙휀𝑖𝑗,1

aux𝑞𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 

lim
𝑟→0

∫ ∫ 𝑂(𝑟)𝑂 (𝑟−
1

2)𝑂 (𝑟−
3

2) 𝑞𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
θ𝑟

= 

lim
𝑟→0

𝑂(𝑟) = 0 

JKIKII

 𝐽 = 𝑐11𝐾I
2 + 𝑐12𝐾I𝐾II + 𝑐22𝐾II

2  

 𝑐11 = −
𝑎22

tip

2
𝐼𝑚 (

𝜇1
tip

+ 𝜇2
tip

𝜇1
tip

𝜇2
tip

), 

𝑐12 = −
𝑎22

tip

2
𝐼𝑚 (

1

𝜇1
tip

𝜇2
tip

)

+
𝑎11

tip

2
𝐼𝑚(𝜇1

tip
𝜇2

tip
),  

𝑐22 = −
𝑎11

tip

2
𝐼𝑚(𝜇1

tip
+ 𝜇2

tip
) 

M

KIKII

 
𝑀 = 2𝑐11𝐾I𝐾I

aux + 𝑐12(𝐾I𝐾II
aux + 𝐾II𝐾I

aux)
+ 2𝑐22𝐾II𝐾II

aux 

III

KIKIIM

 𝑀(1) = 2𝑐11𝐾I + 𝑐12𝐾II, (𝐾I
aux = 1,𝐾II

aux = 0) 

 3𝑀(2) = 𝑐12𝐾I + 2𝑐22𝐾II, (𝐾I
aux = 0,𝐾II

aux

= 1) 
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uh(x)

x ][

 𝑢ℎ(𝑥) = 𝛷T(𝑥)𝑈 
U ΦT(x) =

 [ϕ1(x)   ϕ2(x)  …  ϕn(x) ]

][

 𝛷T(𝑥) = 𝛾T(𝑥)𝐵(𝑥) 

 𝐴(𝑥)𝛾(𝑥) = 𝑝(𝑥) 
𝐴(𝑥) = 𝑃T𝑊(𝑥)𝑃 

𝐵(𝑥) = 𝑃T𝑊(𝑥) 

W(x) =diag [w(x-xi)]w(x-xi) i

xP(x) ][

 𝑃 =

[
 
 
 
𝑃T(𝑥1)

𝑃T(𝑥2)
⋮

𝑃T(𝑥𝑛)]
 
 
 

 

nx

x

ds

 𝑑𝑐𝑑𝑠 = 𝑎𝑠 

sdc

x

][

 𝑑𝑐 =
√𝐴𝑠

√𝑛𝐴𝑠
− 1

 

As 

 𝛷,𝑖
T(𝑥) = 𝛾,𝑖

T(𝑥)𝐵(𝑥) + 𝛾T (𝑥)𝐵,𝑖(𝑥) 

 𝐴(𝑥)𝛾,𝑖 (𝑥) = 𝑝,𝑖(𝑥) − 𝐴,𝑖(𝑥)𝛾(𝑥) 

LUA(x)

γ(x) 𝛾,𝑖 (𝑥) 

1,e th H  

][

 
∫ 𝐷∇𝑢. ∇𝜂𝑒𝑑Ω
Ω

− ∫ b𝜂𝑒𝑑Ω
Ω

− ∫ t̅𝜂𝑒𝑑Γ
Γt

− 𝛿𝑊𝑒𝑠𝑠 = 0 

H1

 ∫ 𝜆T(𝑢 − �̅�)

Γ𝑢

𝑑𝛤 

λ

0u u 

 𝐾𝑈 = 𝐹 

 𝐾𝑖𝑗 = ∫ 𝐷𝐵𝑖
T𝐵𝑗𝑑Ω

Ω

 

𝐹𝑖 = ∫ 𝑏𝜑𝑖
T𝑑Ω

Ω

− ∫ t̅𝜑𝑖
T𝑑Γ

Γt

 

 𝐵𝑖 = [

𝜕𝜙𝑖/𝜕𝑥1 0
0 𝜕𝜑𝑖/𝜕𝑥2

𝜕𝜙𝑖/𝜕𝑥2 𝜕𝜙𝑖/𝜕𝑥1

] 

 𝜑𝑖 = [
𝜙𝑖 0
0 𝜙𝑖

] 
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x

IJ

 x

 

 x

IJ

IJ

 با کاربرد معيار ديددر اطراف ترک گاهي  تكيه ةمحدودشدن ناحي. 3شكل 

J

20L W 

2 2a 

X1



 𝐸(𝑋1) = 𝐸(0)𝑒0.25𝑋1 

 
𝛾

𝜋
= 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 

 𝜎(𝑋1, 𝐿/2) = 휀0𝐸(0)𝑒0.25𝑋1 

III

γI

γ

I

 𝐾−𝑛
− =

𝐾−
−

휀0𝐸(0)√𝜋𝑎
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 𝜎(𝑋1, 𝐿/2) = 𝜎0 
 

. هندسه و بارگذاري صفحه دوبعدي داراي ترک مورب مرکزي4شكل 

 

γ. ضرايب شدت تنش در يک صفحه تابعي ايزوتروپيک در معرض بار نمايي حاوي ترک مرکزي با زواياي مختلف 1 جدول

𝛾

𝜋
 

𝐾In
+  𝐾In

−  𝐾IIn
+  𝐾IIn

−  𝐾In
+  𝐾In

−  𝐾IIn
+  𝐾IIn

−  

 هاي ضرايب شدت تنش الف( مد اول؛ . منحني5 شكل

 γتابعي ايزوتروپيک در معرض بار نمايي حاوي ترک مرکزي برحسب زواياي مختلف  ةب( مد دوم در يک صفح
 

 

2a

X1X2
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X2

E

vκo

EijGijνij(νij/Eii= νji/Ejj)(i, 

j=1, 2)

 

 γ. ضرايب شدت تنش در يک صفحه تابعي ايزوتروپيک در معرض بار يكنواخت حاوي ترک مرکزي با زواياي مختلف 2جدول 

 


 

𝐾In
+  𝐾In

−  𝐾IIn
+  𝐾IIn

−  

 

زي. هندسه و بارگذاري صفحه دوبعدي داراي ترک مرک6شكل 

 ٍٍٍٍٍٍٍ𝐸 = √𝐸11𝐸22
 

ν=√ν
12
ν

21 

𝛿4 =
𝐸11

𝐸22
=

𝜈12

𝜈21

𝜅0 =
𝐸

2𝐺12
− 𝜈 

 

𝛽 =
1

𝑊
𝑙𝑛 (

𝐸11(
𝑊

2
)

𝐸11(−
𝑊

2
)
) =

1

𝑊
𝑙𝑛 (

𝐸22(
𝑊

2
)

𝐸22(−
𝑊

2
)
)

=
1

𝑊
𝑙𝑛 (

𝐺12(
𝑊

2
)

𝐺12(−
𝑊

2
)
) 

E11E22G12

X1ν12

ν= 0.3κ0= 0.5

β

β

βν

 ν

ν
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β. ضرايب شدت تنش در يک صفحه تابعي ارتوتروپيک حاوي ترک مرکزي براي مقادير مختلف ضريب غيرهمگني 3جدول 

][
a  

𝐾In
−  𝐾In

+  𝐾In
−  𝐾In

+  

νبراي مقادير مختلف تابعي ارتوتروپيک حاوي ترک مرکزي براي  ضرايب شدت تنش در يک صفحه. 4جدول 

][  
  

𝐾In
−  𝐾In

+  𝐾In
−  𝐾In

+  

. منحني هاي ضرايب شدت تنش در يک صفحه تابعي ارتوتروپيک 7شكل 

βaني حاوي ترک مرکزي بر حسب مقادير مختلف ضريب غيرهمگ

 . منحني هاي ضرايب شدت تنش در يک صفحه تابعي8شكل 

νمختلف ارتوتروپيک حاوي ترک مرکزي بر حسب مقادير 

 𝐸11(𝑋1) = 
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𝐸11
+ + 𝐸11

−

2
+

𝐸11
+ − 𝐸11

−

2
𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛼(𝑋1 + 𝑑)) 

اياي داراي ترک لبهرکب لايه. هندسه صفحه م9شكل 

 
𝐸22(𝑋1) = 

𝐸22
+ + 𝐸22

−

2
+

𝐸22
+ − 𝐸22

−

2
𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛽(𝑋1 + 𝑑)) 

𝐺12(𝑋1) = 

𝐺12
+ + 𝐺12

−

2
+

𝐺12
+ − 𝐺12

−

2
𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛾(𝑋1 + 𝑑)) 

αβγd

L/W=2, a/W=0.5, ν12=0.3. αa=βa=γa=15. 

(E11
− , 𝐸11

+ ) = (1,3),  (E22
− , 𝐸22

+ ) = (1,3),  

(E11
− , 𝐸11

+ ) = (1.25,2.75), (G12
− , 𝐺12

+ ) = (1.5,2.5) 

d

Id

][

FG

اي. تغييرات ضريب شدت تنش در صفحة مرکب لايه10شكل 

d

 

III

I
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