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یده چ
بتا توزیع و دیریخله نوع از حاشیه ای توابع با متغیره دو بتا توزیع یعن مختلف روش دو از استفاده با متغیره دو بتای توزیع مقاله این در

م گیرد. قرار بررس مورد توزیع این ویژگ های همچنین م شود. معرف گاما تصادف متغیرهای نسبت اساس بر متغیره دو

آپل تابع ، هندس فوق تابع دیریخله، توزیع متغیره، دو بتا توزیع کلیدی: واژه های
60E05 ،62E15 :(٢٠١٠) ریاض موضوع رده بندی

مقدمه ١
مورد اهداف به رسیدن و متغیرها این تحلیل و تجزیه برای که هستیم رو به رو توأم تصادف متغیرهای از مجموعه ای با امروزه
برای جدیدی توزیع مقاله این در داریم. آن ها وابستگ ساختار و ویژگ ها و متغیرها این رفتار از کامل شناخت به نیاز نظر،
علم در متغیره دو بتا توزیع نوع چند م شود. نامیده متغیره دو بتای توزیع که م شود معرف بعدی دو تصادف متغیرهای
دارد. گوناگون رشته های در زیادی کاربردهای توزیع این شود). مراجعه [٧ ،۶ ،٢] به بیشتر اطلاعات (برای دارد وجود آمار
کاندیدا، دو با انتخابات در نامزد ی به دهندگان رأی نسبت برای [۵] مایر و هایر ، ژنتی علم در [١٣] رایت مثال، عنوان به
برای عمران مهندس در [٣] آسااُکا و گریواز آ آن، ارتفاع و درخت تنه قطر بررس برای جنگلبان در [۴] رادر اس و هافل
شدت و سال خش زمان مدت سازی مدل برای هواشناس علم در [٨] ناداراجا و خاک خیزی حاصل پارامترهای بررس

کرده اند. استفاده متغیره دو بتا توزیع از سال خش
و آپوستولاکیس که کرد استفاده بیزی آمار در پیشین توزیع عنوان به آن از توان م که است این بتا توزیع ر دی کاربرد
پیشین توزیع عنوان به متغیره دو بتا توزیع از [١٠] اولسون همچنین اند. پرداخته موضوع این به گسترده طور به [١] معین

کرد. استفاده همبسته نسبت های برای
وابستگ دارای نظر مورد متغیر دو که است گونه ای به تصادف بردار تعریف نحوه توزیع، این در که است ذکر به لازم
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استفاده مورد هستند، وابستگ دارای که داده هایی مجموعه مدل سازی برای م تواند متغیره دو بتا توزیع بنابراین م باشند.

گیرد. قرار

دیریخله نوع از حاشیه ای توابع با متغیره دو بتا توزیع ٢
بعدی سه دیریخله توزیع دارای 𝑈٠١ و 𝑈١٠ و 𝑈١١ مستقل تصادف متغیر سه اگر که دادند نشان [١٢] الینوس تری و ین اُل

م آید: دست به زیر صورت به حاشیه ای ال های چ ضرب از آن ها توأم ال چ آن گاه باشند،
𝑓(𝑢١١, 𝑢٠١, 𝑢١٠) =

𝑢 ١١ ١١١ 𝑢 ١٠ ١١٠ 𝑢 ٠١ ١٠١ (١ − 𝑢١١ − 𝑢١٠ − 𝑢٠١) ٠٠ ١
𝐵(𝛼)

. 𝛼 = 𝛼١١ + 𝛼١٠ + 𝛼٠١ + 𝛼٠٠, 𝛼 ≥ ٠ و 𝑢١١ + 𝑢١٠ + 𝑢٠١ ≤ ١ و ٠ ≤ 𝑢 ≤ ١, 𝑖, 𝑗 = ٠, ١ آن: در که
م کنیم: تعریف

𝑋 = 𝑈١١ + 𝑈١٠ , 𝑌 = 𝑈١١ + 𝑈٠١.
م شود. حاصل زیر صورت به (𝑋, 𝑌) توأم ال چ نتیجه در

𝑓(𝑥, 𝑦) =
١

𝐵(𝛼) 𝑢 ١١ ١١١ (𝑥 − 𝑢١١) ١٠ ١(𝑦 − 𝑢١١) ٠١ ١)١ − 𝑥 − 𝑦 + 𝑢١١) ٠٠ ١𝑑𝑢١١, (١)
آن: در که

Ω = {𝑢١١ ∶ 𝑚𝑎𝑥(٠, 𝑥 + 𝑦 − ١) < 𝑢١١ < 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦)}.

شده رسم ١ ل  ش در 𝛼٠٠ و 𝛼٠١ ، 𝛼١٠ ، 𝛼١١ مختلف مقادیر برای ال چ تابع نمودارهای ندارد. بسته فرم (١) ال چ تابع
تابع یابد، افزایش 𝛼 یعن متغیره دو بتا ال چ پارامترهای مقدار چه هر که گرفت نتیجه م توان ١ ل ش به توجه با است.

٣،٣،٣،٣ (ب) ٠٫٨،٠٫٨،٠٫٨،٠٫٨ (آ)

٢،۴،٢،٢ (د) ۴،٢،۴،١ (ج)

متغیره دو بتا ال چ تابع از مثال هایی :١ ل ش

متغیره دو بتا ال چ تابع یابد، کاهش ها 𝛼 مقادیر چه هر و شود م نزدی تر نرمال توزیع به و شود م متراکم تر ال چ
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نمای باشند، برابر هم با 𝛼 مقدار اگر که م شود مشاهده همچنین م شود. نواخت ی توزیع شبیه به و شود م مسطح تر نیز

م گیرد. فاصله توزیع مرکز از نما باشند، هم از متفاوت 𝛼 مقادیر اگر و م گیرد قرار توزیع مرکز در ال چ تابع
𝑥 < 𝑦 و 𝑥 + 𝑦 < ١ که وقت مثال برای داد. نمایش 𝐹١ آپل هندس فوق سری از استفاده با م توان را (١) ال چ تابع

نوشت: زیر صورت به م توان را (١) ال چ
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ١١ ١٠ ١𝑦 ٠١ ١)١ − 𝑥 − 𝑦) ٠٠ ١

١

٠
𝑢 ١١ ١١١ (١ − 𝑢١١) ١٠ ١

(١ − 𝑥
𝑦𝑢١(١١ ١)٠١ − 𝑥

𝑥 + 𝑦 − ١𝑢١(١١ ٠٠
𝑑𝑢١١. (٢)

است. زیر صورت به آن انتگرال نمایش که است متناسب 𝐹١ آپل تابع با انتگرال این
Γ(𝑎)Γ(𝑐 − 𝑎)

Γ(𝑐) 𝐹١(𝑎; 𝑏, 𝑏 ; 𝑐; 𝑥, 𝑦) =
١

٠
𝑢 ١)١ − 𝑢) ١)١ − 𝑢𝑥) (١ − 𝑢𝑦) ,

نوشت: زیر صورت به را (٢) ال چ م توان پس .(𝑐 − 𝑎) > ٠ و 𝑎 > ٠ هر ازای به
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝛼١١, 𝛼١٠)𝑥 ١١ ١٠ ١𝑦 ٠١ ١)١ − 𝑥 − 𝑦) ٠٠ ١

× 𝐹١ 𝛼١١; ١ − 𝛼٠١, ١ − 𝛼٠٠; 𝛼١١ + 𝛼١٠;
𝑥
𝑦 ,

𝑥
𝑥 + 𝑦 − ١ .

گاما تصادف متغیرهای نسبت اساس بر متغیره دو بتا توزیع ٣
باشند (𝑐, ١) و (𝑏, ١) و (𝑎, ١) پارامترهای با گاما توزیع دارای ترتیب به 𝑊 و 𝑉 و 𝑈 مستقل تصادف متغیر سه م کنیم فرض

.𝑎, 𝑏, 𝑐 > ٠ آن ها در که
م کنیم: تعریف حال

𝑋 =
𝑈

𝑈 +𝑊 , 𝑌 =
𝑉

𝑉 + 𝑊 .

دارای مستقل متغیر دو داشتن با م دانیم طرف از هستند. وابسته 𝑌 و 𝑋 متغیر دو ،𝑊 متغیر حضور دلیل به که است واضح
𝑌 و 𝑋 متغیر ساخت در موضوع همین از که ساخت بتا توزیع با متغیری م توان آن ها مجموع بر ی تقسیم و گاما توزیع
و 𝑋 متغیر دو توأم توزیع گرفتن نظر در با حال هستند. بتا توزیع دارای کدام هر 𝑌 و 𝑋 متغیر دو بنابراین است. شده استفاده

م کنیم. تعریف را متغیره دو بتا توزیع ، 𝑌
به توجه با آورد. دست به را (𝑋, 𝑌) توأم توزیع سپس و نموده محاسبه را (𝑋, 𝑌,𝑊) توأم توزیع است لازم ابتدا منظور، این به
بنابراین: م شود. حاصل حاشیه ای ال های چ حاصل ضرب از آن ها توأم ال چ هستند، مستقل (𝑋, 𝑌,𝑊) متغیر سه که این
𝑓( , , )(𝑢, 𝑣, 𝑤) =

𝑢 ١𝑣 ١𝑤 ١𝑒 ( )

Γ(𝑎)Γ(𝑏)Γ(𝑐) ; ٠ < 𝑢, 𝑣, 𝑤 < ∞ .

م شود: حاصل زیر صورت به (𝑋, 𝑌,𝑊) توأم ال چ 𝑊 = 𝑤 و 𝑉 =
𝑌

١ − 𝑌𝑊 و 𝑈 =
𝑋

١ − 𝑋𝑊 متغیرهای تبدیل با

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑤) =

𝑥 ١𝑦 ١𝑤 ١𝑒
(١ − 𝑥) ١)١ − 𝑦) ١

Γ(𝑎)Γ(𝑏)Γ(𝑐) ,

.𝑞 = ١ − 𝑥𝑦
(١ − 𝑥)(١ − 𝑦) آن در که

م آید: دست به است، متغیره دو بتای توزیع ال چ همان که زیر ال چ 𝑊 متغیر روی گیری انتگرال با

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥 ١𝑦 ١)١ − 𝑥) ١)١ − 𝑦) ١

𝐵(𝑎, 𝑏, 𝑐)(١ − 𝑥𝑦) , (٣)
آن در که

𝐵(𝑎, 𝑏, 𝑐) =
Γ(𝑎)Γ(𝑏)Γ(𝑐)
Γ(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) .
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با است. شده رسم 𝑐 و 𝑏 و 𝑎 پارامترهای برای انتخابی مقادیر ازای به متغیره دو بتای ال چ تابع نمودارهای ٢ ل ش در
،𝑐 و 𝑏 و 𝑎 به بزرگ مقادیر اختصاص با متغیره دو بتا توزیع ال چ که گرفت نتیجه ١ ل ش همانند م توان ٢ ل ش به توجه

.[١١] م شود نواخت ی توزیع ال چ تابع شبیه ،𝑐 و 𝑏 و 𝑎 به کوچ مقادیر ازای به و نرمال توزیع ال چ تابع شبیه

𝑐 = ٠٫٩ b=٢ 𝑎 = ٠٫٣ (ب) 𝑐 = ٠٫٧ ،𝑏 = ٠٫٧ ،𝑎 = ٠٫١ (آ)

c=٢ b=١ a=١ (د) c=٢ b=٢ 𝑎 = ٠٫۵ (ج)

𝑐 و 𝑏 و 𝑎 مختلف مقادیر ازای به متغیره دو بتای توزیع ال چ تابع منحن :٢ ل ش

وابستگ ساختار ٣. ١
م کنیم: استفاده زیر لم از 𝑃𝑄𝐷 و 𝑃𝑅𝐷 و 𝑃𝐿𝑅𝐷 و 𝑇𝑃٢ وابستگ مفاهیم بررس برای

اگر تنها و اگر است 𝑇𝑃٢ ، ℎ(𝑥, 𝑦) تابع آن گاه باشد، پذیر مشتق و نامنف تابع ی ℎ(𝑥, 𝑦) اگر .٣. ١ لم
𝜕٢𝑙𝑛ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦 ≥ ٠.

یعن است. 𝑇𝑃٢ ویژگ دارای 𝑓(𝑥, 𝑦) که گرفت نتیجه م توان باشد، م دارا را (٣. ١) لم شرایط 𝑓(𝑥, 𝑦) این که به توجه با
متغیره دو بتا توزیع آنگاه باشد، متغیره دو بتا توزیع تابع دارای (𝑋, 𝑌) اگر است. 𝑃𝐿𝑅𝐷 ساختار دارای متغیره دو بتا توزیع

.[٩] هست نیز 𝑃𝑄𝐷 و 𝑃𝑅𝐷 وابستگ ساختارهای دارای
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