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  چکيده
کنيم.  ارزي مسيرهاي نامتناهي در گراف معرفي مي متناهي را به عنوان رده هم هاي موضعاً  در اين مقاله ابتدا انتهاي گراف

شود. ثابت شده است که  کنيم که با استفاده از گراف کيلي تعريف مي هاي متناهي توليد شده را بازگو مي سپس انتهاي گروه
و برابر با صفر، يک، دو و يا نامتناهي است. براي هر يک از اين اعداد  ها به گراف کيلي وابسته نيست تعداد انتهاهاي گروه

به قضيه استالينگز است و ساختار  اي موسوم ها قضيه ترين آن شده ها به دست آمده است که شناخته نتايجي در ساختار گروه
تر ثابت شده  دهد. به طور خاص ارائه مي HNNاي يا توسيع  هايي با بيش از يک انتها را به عنوان حاصلضرب آزاد ملقمه گروه

کنيم و نشان  ها را معرفي مي است. بعد از آن انتهاي بديهي گراف Zاست که گروهي با دقيقا دو انتها يک گروه مجازي 
کنيم وجود انتهاي بديهي  هيم که انتهاي بديهي دقيقا وابسته به نوع خاصي از مسير نامتناهي است. در پايان ثابت ميد مي

دهد که گراف کيلي يک گروه يک انتهاي  براي گراف کيلي يک گروه معادل آن است که گروه آزاد باشد و اين نتيجه مي
  يهي باشند.بديهي دارد اگر و تنها اگر تمام انتهاهاي آن بد

  
  .، گروه آزاد همبافت، گراف کيلي، گروه متناهي توليد شده-۱فضاي انتها،  هاي کليدي: واژه

                                                
  Email: h_mirebrahimi@um.ac.ir                                                       دار مکاتبات:                                           . عهده*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش واحد علوم و تحقیقات دانشگاه آزاد اسلامی،                                                                                                   
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  مقدمه - ۱
هاي دور مورد مطالعه بوده است.  ها از سال انتهاهاي گراف

انتهاي گراف را به عنوان  ۱۹۶۴اولين بار هالين در سال 
  کرد. طرفه نامتناهي تعريف  هم ارزي مسيرهاي يک  رده

قبل از تعريف انتها مفهوم مسير در گراف را ياداوري 
کنيم. در اين مقاله، منظور از گراف، يک گراف همبند  مي

يک مسير  .موضعا متناهي بدون جهت و طوقه است
=),(  گرافي خود گرافي مانند EVPبه شکل

},,,{= 10 kxxxV  و},,,{= 12110 kk xxxxxxE  
  .]۶، ص ۱ها دو به دو متمايز هستند [ixآن  است که در
=),(گراف ثابت  EV  را در نظر بگيريد. يک مسير

گرافي نامتناهي با شروع از رأسي مشخص را يک پرتو در
 نامند. به عنوان مثال مي210 vvv يک پرتو است

و دو به دو متمايز  Vها متعلق بهivکه اولابه شرطي 
Eيک يال در 0iبراي هر1iivv  باشند و ثانيا هر

خوانند هرگاه هيچ مجموعه  ارز مي دو پرتو را هم .باشد
نکند، به اين معني که  متناهي از رئوس آن دو را جدا
وجود نداشته باشد به Fمجموعه متناهي از رئوس مانند

 F\طوري که امتداد دو پرتو در دو مولفه همبندي از
قرار گيرند. اين رابطه بين پرتوها، تشکيل يک رابطه 

  .]۲۶۴۵، ص ۲دهد [ ارزي مي هم
 

  ۱- ۱تعريف 
يک گراف همبند موضعا متناهي باشد.  فرض کنيد

 1ارزي را انتهاي ارزي اين رابطه هم هاي هم رده
نمايش )(را با نامند و مجموعه انتهاهاي مي
نشان اي آن، بارا همراه با انتهاه دهند. گراف مي
  دهيم. مي

  
  ۱- ۲مثال 

را به عنوان گرافي در نظر بگيريد  Rفضاي اعداد حقيقي
هاي  هاي آن بازه که رئوس آن اعداد صحيح هستند و يال

) اين گراف را ۱واحد بين اعداد صحيح است. شکل (
ها  اين مقاله گرافشويم که در  دهد. يادآور مي نمايش مي

ها براي سادگي و  شوند و پيکان بدون جهت فرض مي
  اند. وضوح شکل به کار رفته

پرتوهاي موجود در اين گراف به دو شکل 
2)1)((  nnn  و2)1)((  nnn 

هر يک از اين دو شکل  .Znهستند که در آن
ارز است. بنابراين اين  ي همنمايشگر يک رده از پرتوها

و گراف دو انتها دارد که آن دو را با نماد
  را ببينيد).  ۱(شکل  دهند نشان مي

  
  ۱- ۳توجه 

در حالت کلي، انتها براي هر فضاي توپولوژيک دلخواه
X تعريف شده است. روي فضاي توپولوژيک X به

شود  ، يک توپولوژي تعريف ميXآن،  انضمام انتهاهاي
Xکه فشرده است و گسترشي از توپولوژي اوليه فضاي

 ۲سازي فرويدنتهال است. اين فضاي فشرده، فشرده
 ].۲۶۴۵، ص ۲شود [ خوانده مي

را فضاي توپولوژيک به اگر گراف موضعا متناهي
در تعريف   همبافت در نظر بگيريم، انتهاهاي آن- ۱ عنوان
منطبق  ۱- ۱توپولوژيک با مفهوم انتها در تعريف  فضاي
سازي فرويدنتهال  ]. همچنين فشرده۴,۱۱، قضيه ۳است [

هاي موضعا متناهي با يک توپولوژي مطابقت  براي گراف
يک  شود. اکنون معرفي مي ۴-۱دارد که در تعريف 

به نقل از  ۴-۱است. در تعريف  مجموعه شامل گراف
معرفي ]، يک پايه توپولوژي روي۲۶۴۵، ص ۲[

، فضاي توپولوژيک کنيم و بعد از اين منظور از مي
قرار Cاي مانند در مجموعهيم انتهايمذکور است. گوي

Cدرگيرد هرگاه امتداد تمام پرتوهاي متعلق به مي
 .قرار گيرند

  

  اعداد حقيقي به عنوان گراف.): ۱( شکل
٢      ١                                                               

1. End 
2. Freudenthal compactification 
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   ۱- ۴تعريف 
هاي ذيل را روي توپولوژي توليد شده توسط مجموعه

  ر نظر بگيريد:د
 همبافت، -۱، به عنوان هاي باز (الف) مجموعه

),(هايي مانند (ب) مجموعه FC که براي هر
از و هر انتهايFمجموعه متناهي از رئوس مانند

) تنها مولفه ۱د: شو اجتماع سه دسته نقطه زير تشکيل مي
) تمام ۲گيرد،  در آن قرار ميکهF\ازCهمبندي

هاي باز  ) تمام يال۳گيرند و  قرار ميCانتهاهايي که در
ناهي است. منظور از يال باز، که تعدادشان متCوFبين

مجموعه تمام نقاط يال به جز دو رأس آغازين و پاياني 
 يال است.

سازي فرويدنتهال براي  انتهاها و توپولوژي فشرده
] به ۴هايي که لزوما موضعا متناهي نيستند، در [ گراف

نحوي متفاوت ارائه شده است که در حالت موضعا 
مطابقت دارد. اگر ۱- ۴و  ۱-۱هاي  متناهي با تعريف

موضعا متناهي باشد، ثابت  يک گراف دلخواه و نه لزوماً
فشرده است. چگال است ودر شده است که

ک فضاي ي،)(همچنين مجموعه انتهاهاي
]، به اين معنا که ۱، قضيه ۴جا ناهمبند است [ همه

عنصري هستند. فضاهاي  هاي همبندي آن تک مولفه
 .جا ناهمبند هستند گسسته مثالي از فضاهاي همه

هاي معرفي شده در  کنيم که مجموعه در لم ذيل ثابت مي
 .دهد ، پايه موضعي حول انتهاها تشکيل مي۱- ۴تعريف 

  
  ۱- ۵لم 

),(يها مجموعه FC معرفي  ۴-۱که در تعريف
حولاند، تشکيل يک پايه موضعي براي شده
  .دهند مي
 

هاي تعريف  براي اين که نشان دهيم مجموعه اثبات.
سازد، لازم  ميدر نقطهيک پايه موضعي براي ۱-۴

),(است براي هر دو عنصر دلخواه از آن، مانند 0 FC
),(و 1 FC عنصري معرفي کنيم که زيرمجموعه ،

کنيم مجموعه دو باشد. ادعا مي  اشتراک آن
),( 10 FFC   .همان مجموعه مورد نظر است

متناهي هستند، مجموعه رئوس1F و0Fچون

10 FF  نيز متناهي است. بنابراين کافي است ثابت
),(),( کنيم 010  FCFFC   و

),(),( 110  FCFFC .  
),(مجموعه باز 10 FFC  عبارت است از تنها

\)(از Cمولفه همبندي 10 FF  که   در آن
قرار Cگيرد، همراه با تمام انتهاهايي که در قرار مي

10هاي باز بين گيرند و تمام يال مي FF وC که
دهيم که تمام  تعدادشان متناهي است. اکنون نشان مي

),(اين سه بخش از 10 FFC  در  ),( 0 FC و
),( به روش مشابه در 1 FCگيرند قرار مي. 

010 چون \)(\ FFF هاي همبندي ، مولفه
)(\ 10 FF  هاي همبندي زيرمجموعه مولفه

0\ F  هستند، پس),( 0 FCC  همچنين .
قرار گيرد، در مولفه همبندي  Cدر اگر انتهايي از 

),(وابسته به 0 FC گيرد. حال يالي مانند نيز قرار مي
xye 10و  Cبين  = FF  گيريم. بايد  در نظر مي

ه آن زيرمجموعه مجموعه نشان دهيم يال باز وابسته ب
),( 0 FC است. يکي از دو رأس اين يال مثلاx  به

C وy 10به FF  تعلق دارد. اگرy0درF قرار
(ب)، يال باز در ۱-۴تعريف  داشته باشد، بنابر

),( 0 FC گيرد. در غير اين صورت رأس قرار ميy
01به \ FF تعلق دارد. رأس xبه C تعلق دارد و C

است 0F، پس از حذفCزيرمجموعه مولفه همبندي
تعلق دارد.  Cبهxگيرد. بنابراين در آن قرار مي  که

\0تعلق ندارد، به0F بهy چون F تعلق دارد. از
متصل شده yبه Cاز يک رأسeي ديگر يالسو

است. چونCزيرمجموعهeاست. بنابراين تمام يال
),( 0 FCC  است، يال e زيرمجموعه
),( 0 FC 0است. اکنون در هر دو حالتFy و

01 \ FFyيال باز ،e در),( 0 FCگيرد.  قرار مي
(ب) نيز زيرمجموعه ۱-۴هاي باز تعريف  در نتيجه يال

),( 0 FCهستند. بنابراين:  
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),(),( 010  FCFFC   
  

دهد که توپولوژي  آيد، نشان مي مثالي که در ادامه مي
 .در برخي موارد بسيار ملموس است ۱- ۴تعريف 

  
 پيشينه تحقيق - ۲

اند که  ها نيز تعريف و بررسي شده انتهاها براي گروه
ها است. ابتدا تعريف  متناظر با انتهاهاي گراف کيلي گروه

. فرض کنيم گراف کيلي يک گروه دلخواه را ياداوري مي
 Gيک مجموعه مولد براي Sيک گروه و Gکنيد

يک گراف به نام Sباشد. متناظر با هر مجموعه مولد
شود که با نماد تعريف ميGگراف کيلي براي گروه

),( SG شود نمايش داده مي. 
  

  ۲- ۱تعريف 
يک مجموعه مولد برايSيک گروه وGفرض کنيد

Gباشد. در اين صورت گراف کيلي گروهG وابسته به
),(، گرافSمجموعه مولد SG  با مجموعه رئوس

هاي آن به اين  است که يالGمتناظر با مجموعه عناصر
بهg، ازhوgشود: براي هر دو رأس صورت تعريف مي

h1يالي وجود دارد اگر و تنها اگر SSs  وجود
gshداشته باشد به طوري که   ].۱۱، ص ۵[ =

  
  ۲- ۲توجه 

است، هر عنصرGيک مجموعه مولد براي گروهSچون
Gاي متناهي از عناصر توسط دنبالهSشود و توليد مي 

),(بنابراين از هر رأس وابسته به آن عنصر در SG 
يک مسير متناهي به عنصر هماني وجود دارد. بنابراين

),( SG براي هر گروه دلخواهGو مجموعه مولد 
S .همبند است  

به انتخاب Gبا اين تعريف، گراف کيلي هر گروه
وابسته است. انتهاهاي گروه نيز با توجه Sمجموعه مولد

 ۲- ۳شود، اما در قضيه  به گراف کيلي آن تعريف مي
هاي  بينيم که فضاي انتهاهاي گراف کيلي گروه مي

نامتناهي متناهي توليد شده به انتخاب مجموعه مولد 

] ۱۱, ص ۵] و [۴,۵، نتيجه ۵اي اثبات [وابسته نيست. بر
 را ببينيد.

  
    ۲-۳قضيه 

يک گروه نامتناهي با مجموعه مولد Gفرض کنيد
),( باشد و Sمتناهي SGگراف کيلي گروه G

مجموعه مولد متناهي ديگري Sباشد. اگرSوابسته به
),( و Gبراي SG  گراف کيلي گروهGوابسته به
S باشد. در اين صورت )),(( SG با
)),(( SG  .همسانريخت است 

هاي  ، فضاي انتهاها براي گروه۲-۳ه با توجه به قضي
نامتناهي متناهي توليد شده مستقل از گراف کيلي و 
مجموعه مولد وابسته به آن قابل بررسي است. بنابراين 

هاي متناهي توليد شده را  انتهاهاي گراف کيلي گروه
مستقل از گراف کيلي و مجموعه مولد، انتهاهاي گروه 

را که ممکن است  ها خوانند و تعداد آن مفروض مي
 .دهند نشان ميGe)( متناهي يا نامتناهي باشد، با

، را با Zدر مثال زير گراف کيلي گروه دوري نامتناهي 
 .کنيم دو مجموعه مولد متناهي بررسي مي

  
  ۲- ۴مثال 

ولد متناهيرا با دو مجموعه م Zگروه دوري نامتناهي 
{1}=S {2,3}و=S در نظر بگيريد. گراف کيلي

{1}),(Z  گرافي مشابه گراف معرفي شده در مثال
همسانريخت  Rاست که از ديد توپولوژيکي با ۲-۱

براي دو انتهاي اين گراف   و  است. دو نماد
تعداد انتهاها به  ۲-۳رود. با توجه به قضيه  به کار مي

بنابراين  انتخاب مجموعه مولد وابسته نيست،
2=)(Ze. 

در {2,3}را با مجموعه مولدZحال گراف کيلي گروه
اد صحيح را به عنوان ) اعد۱گيريم. مشابه شکل ( نظر مي

ها با گراف  گيريم. اما يال رئوس گراف جديد در نظر مي
قبلي متفاوت است، زيرا مجموعه مولدها تغيير کرده 

) ۲است. گراف حاصل به صورت موضعي مشابه شکل (
  است.
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 {2,3}. با دو مولد Zيليگراف ک): ۲شکل (

  
  چند نمونه از پرتوهاي اين گراف به صورت زير است:

,0369,,0358,0257,0246 
ه هم ارزي تعلق دارند. به عنوان ها به يک رد که همه آن

تواند دو پرتو  مثال هيچ مجموعه متناهي از رئوس نمي
را جدا کند زيرا براي هر عدد صحيح 0369و  0246

kعدد صحيحي مانند ،km وجود دارد به طوري  <
qpmکه  .,Zqp براي =3=2

به همين {2,3}. با دو مولد Z): گراف کيلي۲شکل (
ارزي پرتوها  هم  ترتيب نمونه پرتوهاي زير به يک رده

  تعلق دارند:
.963,0,8530,7520,6420  

را با همچنين اين دو رده پرتوها از هم متفاوت هستند زي
قابل جدا شدن هستند.  {1,0,1-}مجموعه رئوس 

آيد، اين گراف  مي بر ۲-۳بنابراين همان طور که از قضيه 
  نيز دو انتها دارد.

ها و ارتباط آن  مطالعات متعدد روي تعداد انتهاهاي گروه
ها انجام شده و نتايج جالب توجهي در اين  با ساختار گروه

که بيان  ۲-۵قضيه  زمينه به دست آمده است، از جمله
ها صفر، يک، دو و يا تعداد نامتناهي انتها  کند گروه مي

 .] رجوع شود۵,۳، قضيه ۵دارند. براي اثبات به [
  

   ۲-۵قضيه 
Gيک گروه متناهي توليد شده باشد. اگرGفرض کنيد

ر دو انتها تعداد متناهي انتها داشته باشد، آن گاه حداکث
  دارد.

  
  ۲- ۶توجه 

هاي متناهي هيچ انتهايي ندارند زيرا رئوس پرتوها  گروه
هاي متناهي هيچ  بايد متمايز باشند و به اين دليل در گروه

پرتو و در نتيجه انتهايي وجود ندارد. همچنين اگر گروهي 
ها همبند هستند،  چون گراف کيلي گروه  نامتناهي باشد،

پرتو يافت و بنابراين انتها دارند. در توان در آن يک  مي
Gاگر و تنها اگرG ، 0=)(Geنتيجه براي گروه

 متناهي باشد. 
هايي با بيش از يک انتها به انواعي از حاصلضرب  گروه

بيان  ۲-۸اند که در قضيه  بندي شده توسط استالينگز طبقه
هايي با  ها براي گروه بندي د شد. اما مشابه اين طبقهخواه

دقيقا يک انتها ارائه نشده است. به عنوان مثال گروه
ZZ  گروهي با دقيقا يک انتها است. ثابت شده

است که حاصلضرب دو گروه نامتناهي متناهي توليد شده 
تر،  ي]. به طور کل۵,۶، لم ۵دقيقا داراي يک انتها است [

داراي يک Gثابت شده است اگر گروه متناهي توليد شده
باشد Hزيرگروه نرمال متناهي توليد شده نامتناهي مانند

يک  دقيقاGًگاه  آن  نامتناهي باشد، /HGبه طوري که
 .]۶انتها دارد [
هاي  متعددي در مورد رابطه بين ساختار گروهقضاياي 

ها اثبات شده است  متناهي توليد شده و تعداد انتهاهاي آن
اي موسوم به قضيه استالينگز  ها قضيه ترين آن که مهم

است. پيش از بيان قضيه استالينگز لازم است دو مفهوم 
را بازگو  ٢HNN و توسيع ١اي حاصلضرب آزاد ملقمه

 .]۵.۸، تعريف ۵کنيم [
  

  ۲- ۷تعريف 
به ترتيب   دو گروه با دو زيرگروه2Gو1Gفرض کنيد

:21باشند و2Hو1Hمانند HH   يکريختي
2Gو1Gاي باشد. در اين صورت حاصلضرب آزاد ملقمه

  گروهي با نمايش زير است نسبت به
.,)(|,=* 1

1
2121   HhhhGGGG   

                                                
1. Amalgamated free product 
2. HNN extension 
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21تر براي اين حاصلضرب نماد رايج * GG H است که
  است. 2H و 1Hگروهي يکريخت باHدر آن

وGهاي زيرگروه2Hو1Hيک گروه،Gفرض کنيد
21: HH   يکريختي باشد. در اين صورت توسيع

HNN  گروهG توسط گروهي با نمايش زير است  
.,)(|,=* 1

11   HhhthttGG  
توسط يک  Gگروه HNNتر براي توسيع  نماد رايج
HGيکريختي، گروهي يکريخت Hاست که در آن*

 است. 2H و 1Hبا
بندي کلي  قضيه زير موسوم به قضيه استالينگز يک رده

هاي متناهي توليد شده با بيش از يک انتها  وهبراي گر
 ].۵,۹، قضيه ۵ارائه کرده است [

  
   ۲-۸قضيه 

داراي بيش از يک انتها است Gگروه متناهي توليد شده
  :اگر و تنها اگر يکي از دو حالت زير اتفاق بيفتد

BAGـ ۱ C*که در آنCک گروه متناهي ي
  است، ياBوAنابرابر با

۲-CAG *که در آنCيک زيرگروه متناهي ازA
  است.

هايي با دقيقا يک انتها وجود  بندي براي گروه چنين طبقه
  ندارد. 

تناهي توليد شده با دقيقا دو انتها، هاي م ساختار گروه
٣ ۱هايي را مجازي تقريبا شناخته شده هستند. چنين گروه

Z خوانند. به اين معنا که زيرگروهي يکريخت با ميZ 
 .]۵,۴و تبصره  ۶,۶، قضيه ۵از انديس متناهي دارند [

  
  ۲-۹قضيه 

دقيقا دو انتها دارد اگر و تنها  Gگروه متناهي توليد شده
  باشد. ZتقريباGاگر

به اين صورت تعميم يافته است:  ۲-۹شرط کافي قضيه 
يک زيرگروه از انديس متناهي در گروه متناهي Hاگر

)(=)( گاه باشد، آنGتوليد شده HeGe]۶ گزاره ،
است که  ۲-۹شکل ديگري از قضيه  ۲-۱۰قضيه  ].۱,۲

                                                
1. Virtually Z 

هايي با دقيقا دو انتها  با جزييات بيشتري به ساختار گروه
 ] اثبات شده است.۶,۱۰، لم ۵پردازد که در [ مي
 

  ۲-۱۰قضيه 
نتها دارد اگر و تنها دقيقا دو اGگروه متناهي توليد شده

퐻مستقيم  برابر با حاصلضرب نيمGاگر × 퐾  باشد که
زيرگروهي  퐾يک زيرگروه متناهي و  퐻	در آن 

22يا Zيکريخت با *ZZ .باشد 
ها وجود دارد،  در قضايايي که در رابطه با انتهاهاي گروه

ها توجه شده است. اين در  قط به تعداد انتهاتاکنون ف
، فضاي انتهاهاي ۲-۳حالي است که بنا به قضيه 

هاي متناهي توليد شده وابسته به مجموعه مولدهاي  گروه
  متناهي متفاوت تا حد همسانريختي يکتا است. 

در اين جا قصد داريم توجه را به رفتار توپولوژيکي 
حول انتهاها جلب کنيم و تاثير آن را  موضعي فضاي
هاي نامتناهي متناهي توليد شده، بررسي  در ساختار گروه

کنيم. يکي از رفتارهاي موضعي خاص حول انتهاهاي 
 .افتد بديهي اتفاق مي

 
  ۲-۱۱تعريف 

ازرا در نظر بگيريد. انتهايگراف موضعا متناهي
 نامند اگر را انتهاي بديهي مي  در  داراي يک

  پذير باشد. همسايگي انقباض
 
  نتايج  - ۳

کنيم که انتهاهاي بديهي در بيان  در ذيل ثابت مي
 .ها بسيار ملموس هستند گراف

 
    ۳- ۱لم 

يک  متناهي و  يک گراف موضعاً فرض کنيد
يک انتهاي بديهي باشد، آن  باشد. اگر  انتهاي 

به جز تعداد متناهي وابسته به  گاه هر دو پرتو در رده
 .يال بر هم منطبق هستند

 
يک يک گراف دلخواه و فرض کنيداثبات. 

يک  انتهاي بديهي آن باشد. در اين صورت 
  دارد. بنا به  در Uپذير مانند همسايگي انقباض
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، يک عنصر از پايه موضعي مانند ۱- ۵لم 
),(= FCC وجود دارد که زيرمجموعهUاست. 

در  ارزي وابسته به  را در رده هم 2rو  1rدو پرتو 
Fارز هستند، مجموعه نظر بگيريد. چون اين دو پرتو هم

کند. در نتيجه امتدادهاي آن دو را جدا نمي Cوابسته به 

1r2وr1که به ترتيب باr2وrدهيم، در نمايش ميC
2rو 1rقرار دارند. فرض کنيد حکم در مورد پرتوهاي

2rو1rبرقرار نباشد، يعني تعداد نامتناهي يال متمايز در
هاي متمايز نامتناهي  موجود باشد. چون تعداد اين يال

دو  Uاز جملهاست، براي هر همسايگي از انتهاي 
وجود دارد، پس دو  Uمتمايز بين امتداد دو پرتو دريال 

وجود دارد. چون 2rدر 2eو1rدر1eيال متمايز مانند
C  و مولفه مسيري است، در نتيجه همبند مسيري است

وجود دارد. Cيک مسير در 2rبه هر رأس1rاز هر رأس
 2eبه رأس ابتداي1eاز رأس ابتداي 1pمسيري مانند

1eاز رأس انتهاي2pوجود دارد. همچنين مسيري مانند
است. در 1pوجود دارد که متمايز از2eبه رأس انتهاي

را  2rو  1rتواند  مي1pغير اين صورت، رئوس مسير
ها تناقض دارد. اکنون دن آنارز بو جدا کند که با هم

1
1

1
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 pepe تشکيل يک طوقه غيربديهي درU
اي  پذير است، چنين طوقه انقباض Uدهد. چون مي

همان مجموعه Fتواند در آن موجود باشد. در نتيجه نمي
  شده است و امتداد  2rو 1rمتناهي است که باعث تمايز

  

 .بر هم منطبق هستندFاين دو پرتو خارج از رئوس
برقرار نيست. مثال  ۳-۱توجه کنيد که برعکس حکم لم 

 .زير شاهد اين مدعا است
  

  ۳- ۲مثال 
 را در نظر ۳گرافي نامتناهي با شکل موضعي در شکل 

  بگيريد.
چون رئوس هر پرتو متمايز هستند، دورهاي مکرر در 

121001 سازد. مثلاً گراف بالا پرتوي جديد نمي  
تواند يک پرتو باشد. در نتيجه  نمي 1به دليل تکرار رأس

و 0123 اين گراف دو پرتوي مشخص
3210   به سمت دو انتها دارد. همچنين

شود که دو انتها همسايگي  دورهاي مکرر باعث مي
پذير نداشته باشند. در نتيجه اين گراف انتهاي  انقباض

بديهي ندارد اما رده هر انتها فارغ از رأس آغازين پرتو، 
برقرار  ۳- ۱شامل تنها يک پرتو است. بنابراين شرط لم 

د متناهي رأس بر هم است که هر دو پرتو به جز تعدا
هاي  منطبق باشند، اما انتهاي بديهي وجود ندارد. گراف

تر هستند. به  ها خيلي خاص کيلي در مقايسه با ساير گراف
ها ثابت و  کيلي گروه  عنوان مثال درجه همه رئوس گراف

برابر با دو برابر عدد اصلي مجموعه مولد وابسته به است. 
کلي منظم، متقارن و ها ش بنابراين گراف کيلي گروه

هاي نامتناهي شکل  تکرارشونده دارند و در حالت گروه
  .فرکتالي دارند

  
  
  
  
  
  
  
  

  ): گراف بدون انتهاي بديهي۳شکل(
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  ۳-۳قضيه 
وابسته به  Gگراف کيلي گروه متناهي توليد شده

),(،S مجموعه مولد متناهي SG  .را در نظر بگيريد
=),(در اين صورت  SG  انتهاي بديهي دارد اگر

 آزاد باشد. Sروي  Gو تنها اگر 
 

داشته انتهايي بديهي مانند  فرض کنيداثبات. 
آزاد نباشد، نمايش متناظر آن داراي SرويGباشد. اگر

يک رابطه غير بديهي است. اين رابطه يک دور حول هر 
کند. اين دورها که در هر راس  تعريف ميراس گراف

شوند که عناصر پايه موضعي در  گراف هستند، باعث مي
باشند. در  داراي طوقه غير بديهي هر انتهاي گراف 

هاي باز حول هر انتها داراي طوقه  نتيجه مجموعه
پذير نيستند و انتهاها  غيربديهي هستند و انقباض

 توانند انتهاي بديهي باشند نمي
آزاد  Sروي مجموعه مولد  Gحال فرض کنيد گروه 

ابراين داراي هاي آزاد نامتناهي هستند، بن باشد. گروه
 کنيم همه انتهاهاي  حداقل يک انتها هستند. ثابت مي

باشد. اگر  يک انتهاي  بديهي است. فرض کنيد 
شامل تنها يک پرتو با شروع از رأس  رده وابسته به 

، انتهاي بديهي است. در غير ۳- ۱بر لم هماني باشد، بنا 
اين صورت دو پرتو متمايز با شروع از رأس هماني در رده 

، نشان ۳- ۱وجود دارد. مشابه اثبات لم  وابسته به 
 ارز متمايز در رده  شود که وجود دو پرتو هم داده مي

قرار  شود که در گراف  باعث ايجاد دور غير بديهي مي
يک  آزاد است، پس  Sروي  Gگيرد. اما چون  مي

درخت است و دوري در آن وجود ندارد. اين يک تناقض 
 يک انتهاي بديهي است. است و در نتيجه 

 Gثابت شد که اگر  ۳- ۳در اثبات شرط کفايت قضيه 
بديهي  آزاد باشد، آن گاه همه انتهاهاي  Sروي 

  شود.  است. اين به نتيجه زير منجر مي
  

  ۳- ۴نتيجه 
=),(فرض کنيد  SG  گراف کيلي گروهG 

 باشد. در اين صورت  Sنسبت به مجموعه مولد 
انتهاي بديهي دارد اگر و تنها اگر همه انتهاهاي آن 

  بديهي باشد. 
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