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 تنش مزدوج اصلاح شده و روش حل ناویر 
 4اسکندری جم جعفر، 3بنی حیدری محسن ، 2 محمود شریعتی، 1مجید اسکندری شهرکی

 مشهد، مشهد، ايران. . دانشجوی دکتری، مهندسی هوافضا، دانشگاه فردوسی1

 .ايران مشهد، مشهد، فردوسی دانشگاه مکانیک، مهندسی استاد،. 2

 انشجوی دکتری مهندسی مکانیک، باشگاه پژوهشگران جوان و نخبگان، واحد شهرکرد، دانشگاه آزاد اسلامی، شهرکرد، ايران. د. 3

 ، ايران. تهران، صنعتی مالک اشتر. استاد، مهندسی مکانیک، دانشگاه 4

 چکیده:
توانايی بدست گرفتن کنترل ماده در ابعاد نانومتری و بهره  نانو فناوری 

ستم    ، در مواد،ين بعدهای اری از خواص و پديدهبردا سی های ابزارها و 

، صتتتف ات گرافنی  فناوری نانوترين تولیدات نوين استتتت. يکی از مهم

ستند. در  سی  به مقاله اين ه شات  برر  میندلین صف ه  نانو آزاد ارتعا

ستفاده  با گرافنی صلاح  تنش کوپل تئوری از ا ده ش  پرداخته شده  ا

  غیرکلاستتیک تئوری يک شتتده اصتتلاح کوپل تنش تئوری  .استتت

 ساختارهای پارامتر مقیاس طول مربوط به ريز  ،در اين تئوری .باشد می

 جمله تئوریهای غیر کلاسیک از  شود. تئوری گرفته میبکار ماده ورق

 یتنش کوپل قادر به تفسیر ص یح اثرات ريز ساختارها بر رفتار ارتعاش  

های کلاستیک قادر به تفستیر اين   ورق هستتند که پیش از اين تئوری 

 جنبشی،کار  انرژی کرنشی،  انرژی آوردن دست  به از بعد .اثرات نبودند

صل  در آنها دادن قرار و خارجی صلی  معادلات ن،وهمیلت ا  کمکی و ا

  مرزی شرايط  جايگذاری با سپس . دنشو می آورده دست  به صف ه  نانو

  گرافنی صتتف ه نانو ارتعاشتتات بررستتی به ،حاکم معادلات در نیرويی

ستطیلی  برای  .پردازيممی اطراف در ساده  گاهتکیه با h ضخامت  به م

تايج حاکی از ن حل معادلات حاکم از روش ناوير استتتفاده شتتده استتت.

ست که فرکانس    افزايش با ،میندلین صف ه  نانو مختلف مودهای آن ا

 اثر که هنگامی همچنین. يابدمی کاهش ضتتخامت به طول نستتبت

شود  گرفته نظر در اندازه پارامتر سیک  تئوری)ن   س،فرکان  میزان( کلا

  یداپ افزايش نیز فرکانس اندازه، اثر افزايش با و استتت مقدار کمترين

  برای و مقدار کمترين اول مود برای فرکانس مقدار همچنین. کندمی

عد  مودهای  یدا  افزايش ب   در فرکانس  مقدار  علاوه بر اين،. کند می پ

  هصتتف  نانو برای نشتتود گرفته نظر در طول مقیاس پارامتر کهحالتی

شهف  شترين  کیر   قدارم کمترين میندلین صف ه  نانو برای و مقدار بی

ست    ونان شود  گرفته نظر در طول مقیاس پارامتر کهحالتی در ولی. ا

هايت در ن .داشت  خواهد را ارتعاشی  فرکانس بیشترين  میندلین صف ه 

مقايستته نتايج به دستتت آمده از پژوهش حاضتتر با پژوهش های قبلی   

    بیانگر ص ت نتايج به دست آمده می باشد.

 های کلیدیواژه
، صف ه میندلین، نانو صف ه مستطیلی، تئوری تنش کوپل اصلاح شده

 ناوير، ارتعاشاتروش حل 

 

 مقدمه

صرب     صیات من  صو صف ات  هبا توجه به خ ستفاده از آنها  فرد  گرافنی، ا

هايی با تکنولوژی بالا در ابعاد نانو در حال افزايش استتت. به   در ستتازه

گیری از خواص اربردهای اين مواد به منظور بهرهعنوان مثال، يکی از ک

به عنوان ت    همن صتتترب  ها، استتتتفاده  کننده در ستتتاخت    قويت  فرد آن

يکی از  .]1[هايی با نستتبت استتت کا  به وزن بالاستتت   نانوکامپوزيت

 هایاز نانوصتتتف ات کربنی در کامپوزيت های اصتتتلی استتتتفادهمزيت

 ناشتتتی ازها به دلیل جذب انرژی پلیمری، افزايش چقرمگی کامپوزيت

باشتتد. مزيت ديگر استتتفاده از پذيری بالا میرفتار الاستتتیک با انعطاف

بارهای           عالی در برابر  پايین و عملکرد  نانو صتتتف ات کربنی، چگالی 

ن و استتتت کا  بالای گرافن،   فشتتتاری استتتت. با توجه به چگالی پايی      

ش در م دوده مگاهرتز و تراهرتز می ت ريک آن فرکانس ن از ياد. بنابربا

سانگرها و ارتعاش    توانآنها می ساخت نو ستم   سنج در  سی های ها در 

. با توجه به کاربردهای وستتیص صتتف ات  ]2[استتتفاده کرد  ینانومکانیک

انو ن یخصتتوص در نوستتانگرها، ت لیل مکانیکی و  ارتعاشتتات ه گرافن ب

ضروری به نظر می  صف ات گرافنی يک  سد. مطالعه  و چندلايه امری  ر

های رب آن در ستتتازهارتعاشتتتات به منظور بررستتتی اثرات مفید و مخ

یل ارتعاشتتات به منظور حذف درک و ت لو باشتتد مهندستتی مهم می

یستتتم ها بوستتیله طراحی اثرات مخرب آن و يا کاهش ارتعاشتتات ستت

تئوری  1791ها بسیار حائز اهمیت است. ارينگن در سال مناسب سازه

وان اثر تائه نمود که بوسیله اين تئوری می الاستیسیته غیرموضعی را ار   

آيدوگدو در  . ]3[مقیاس جسم را در خواص مکانیکی آن در نظر گرفت 

شات م وری نانومیله  2117ال س  سی نمو ارتعا شان داد  ها را برر د و ن

د باشت بستتیار مهم می هااين نانومیلهکه پارامتر مقیاس روی ارتعاشتتات 

به بررسی پايداری نانوصف ات مستطیلی     2117. پردهان در سال  ]4[

به مسئله خمش  2119. همچنین وانگ در سال ]5[تک لايه پرداخت 

حل  ،ای پرداخت و برای دو شتتترط مرزی از آننانوصتتتف ات دايرهدر 

سال  ]6[دقیق ارائه نمود  به بررسی ارتعاشات درون    2117. مورمو در 

. فاديکار به  ]9[ای نانو صتتف ات مستتتطیلی تک لايه پرداخت  صتتف ه

. ]8[بررسی ارتعاشات نانو صف ات مستطیلی چند لايه پرداخته است       

های طبیعی نانوصتتتف ات فرکانس 2115ل ر و همکارانش در ستتتابهف

. انصاری در   ]7[گرافنی چند لايه را روی بستر الاستیک بدست آوردند    

مدل المان م دودی را برای ارتعاشتتتات نانوصتتتف ات         2111ستتتال 

ئه نمود      یل     .]11[مستتتتطیلی چند لايه ارا هدف از اين پژوهش ت ل
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ا در نظر ارتعاشتتات آزاد يک نانو صتتف ه مستتتطیلی از جنس گرافن ب 

ست. برای اين        شده ا صلاح  سیک تنش مزدوج ا گرفتن نظريه غیر کلا

ده می کنیم. با استتتتفاده از اصتتتل هدف، ما از نظريه میندلین استتتتفا

میلتون، معادلات حرکت حاکم و شرايط مرزی را استخراج می کنیم.   ه

روش حل ناوير برای حل معادلات و به دستتتت آوردن فرکانس های          

  طبیعی مورد استفاده قرار می گیرد. 

 ( تئوری کوپل تنش اصلاح شده1

با اصتتلاح کردن تئوری کوپل  2112در ستتال  ]11[يانگ وهمکارانش

سط توپین  ستن  ،]12[تنش که تو و ] 14[کويتر،  ]13[میندلین و تیر

سال   ]15[میندلین شد،  1764در  صلاح   ارائه  يک مدل کوپل تنش ا

برای تصوير کردن  1که تنها دارای يک پارامتر مقیاس طول ماده را شده 

  که تئوری کوپل تنشدر حالی ، پیشتتتنهاد کردند باشتتتداثر اندازه می

  است.کلاسیک دارای دو پارامتر مقیاس طول ماده 

در تئوری کوپل تنش اصتتتلاح شتتتده، چگالی انرژی کرنشتتتی در 

سه بعدی برای جسمی که م دود به حجم      صات قائم  سطح   Vمخت و 

Ω 16[ شودباشد به صورت زير بیان میمی [: 

(1                 ) 
1

   , 1,2,3
2

ij ij ij ij

V

U m dV i j     

 که در آن 

(2                                                   ) , ,
1

2
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(3                                                 ) , ,
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2
ij i j j i      

ij و
ij تانسور و 2به ترتیب قسمت متقارن تانسور ان نا

i و  هستند.3کرنش iu  5چرخشیو بردار  4جابه جايیبه ترتیب بردار 

 اند.تعريف شده

(4                                                              )1
 

2
Curl  u  

ijو ijm  ترتیب تانستتور تنش و قستتمت ان رافی تانستتور کوپل  به

   :شوندتند که به صورت زير تعريف میهس 6تنش

(5)                                                   2ij kk ij ij       

(6)                                                              2
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بت لامه،    µ و λ که در آن  ثوا
ij  تای کرونکر و پارامتر مقیاس    𝑙دل

 توان دريافت که( می6( و )3از معادله ) د.نباشتتطول ماده می
ij و    

ijm .متقارن هستند 

 میندلینفحه ( مدل ص1

 وند:شمی بیانجايی برای صف ه میندلین به صورت زير معادلات جابه
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 مقدار𝑤 و y و xچرخش بردار نرمال حول م ور     𝜑𝑦و 𝜑𝑥 که در آن

صف ه در جابه ستای م ور   جايی نقطه میانی  ش می zرا سمت   .دنبا ق

                                                           
1Material length scale parameter 
2Symmetric part of the curvature tensor 
3 Strain tensor 

سور ان نا  سور کرنش  ، متقارن تان تنش و بردار چرخشی برای مدل   ،تان

 باشد:صف ه میندلین به صورت زير می
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  شود:ژی کرنشی به صورت زير بیان میتغییرات انر

4Displacement vector 
5Rotation vector 
6Deviatoric part of the couple stress tensor 
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 15F تا  1Fضرايب متغیرها را از  ،نويسیمی توان جهت ساده

 : نامگذاری و آنها را جداگانه به دست آورد( 31مطابق معادله )
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7 Body force 
8 Surface tractions 
9 couple body 
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گیرد شامل خارجی انجا  میزی که توسط نیروی مجا کارمعادله ( 1

  :]19[ سه بخش است

می            -1 ج ح یروهتتای  ن توستتتط  مجتتازی کتته  روی  7کتتار 

 ,
2 2

h hV   گیرد.انجا  می 

صف ه ای    کار م-2 شی  سط نیروی بر سطوح   8جازی که تو در 

 گیرد.( انجا  میΩ) بالايی و پايینی

سطوح روی و ای برشی صف ه   کار مجازی که توسط نیروی -3     

جانبی ,
2 2

h hS    که گیردانجا  می Ω  صتتتف ه میانی

 باشد.م یط میانی ورق می  ورق و

گر   ا , ,x y zf f f        می حج یروی   ،ن , ,x y zc c c   ممتتان

و  9حجمی , ,x y zq q q روی ستتتطح نیروهايی باشتتتند کهΩ  عمل

کنند ومی , ,x y zt t t و   10تنش برشتتتی کوشتتتی , ,x y zs s s 

سطح  شند  11ممان  صورت تغییرات  ،با صورت   کار 12در اين  مجازی به 

 باشد:زير می

(44)



 

 

[

     +

       + +s s s

x y z x y

z x x y y z z x

y z x x y y z z

w f u f v f w q u q v

q w c c c dxdy t u

t v t w d

     

    

    





     

   

   




  

باتوجه به اينکه در اين ت قیق فقط نیروی خارجی 
zq  اعمال شده

 کار مجازی به صورت : ،است

(45                          )   
0 0

, ,

a b

w q x y w x y dxdy      

ژی جنبشی به صورت زير بیان تغییرات انر از سوی ديگر می باشد.

 شود:می

(46        ) 
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 داريمهمیلتون همچنین با استفاده از اصل باشد. چگالی می  ρ که

]18[  : 

(49                                )  
0
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T

T U w dt      

10 Cauchy tractions 
11 Couple Surface 
12 Variation 
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نیروهای خارجی  کار Wانرژی کرنشی و  Uانرژی جنبشی ،  Tن آ که در

 .باشدمی

 ( معادله نهایی صفحه با اعمال نیروی کمانش و نیروی خارجی4

عادلات اصلی مطابق زير م ،(49ن )معادله ولتیهمبا به کارگیری اصل 

 آيند:به دست می
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 با در نظر گرفتن مقادير زير:
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 که در آن:  
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 معادلات کلی صف ه میندلین به صورت زير به دست خواهد آمد:
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 ( روش حل ناویر6
اده گاه س ف ات مستطیلی با شرايط مرزی تکیه  روش حل ناوير برای ص 

طبق اين روش توابص مربوط به    .قابل استتتتفاده استتتت    ها  در همه لبه  

متغیرهای مسئله به گونه ای بايد حدس زده شوند که شرايط مرزی و    

ستم را برآورده کنند.    سی شرايط مرز  معادله حاکم بر   یبه خاطر اينکه 

توابص مجهول ستتطح میانی   دشتتوخود به خود در اين روش ارضتتا می

لثاتی به صتتتورت زير بیان انه مثهای دوگ، به صتتتورت ستتتریصتتتف ه

 :]17و21[شوند می
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ناوير طبق معادلات  گاه ساده نیز توسط روششرايط مرزی تکیه

  :شوندذيل ارضاء می
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ندلین در        7 حه می عادلات صتتف ماتریس م به دستتت آوردن   )

 ترین حالت:کلی

ن        ناوير و   مک روش  به ک حل  های     پس از  يب متغیر گذاری ضتتترا ام

 به صورت زير خواهیم داشت:معادلات 
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 د شد:به شکل زير حاصل خواه
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صف ه را مواد مختلفی از جمله اپ  سی، گرافن، مس و ...  جنس  وک

له جنس صتتتف ه را گرافن در نظر        در نظر می قا ند. در اين م گیر

 :]21[فن تک لايه دارای خصوصیات زير استيک صف ه گرا گیريم.می
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 :بیان کردتوان به صورت زير را میE و  ν ، µ همچنین رابطه بین
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ستند   λ و μمدول يانگ و  Eکه در آن  . همچنین  ]22[ضرايب لامه ه

مقدار نیرو را 
21N

m
q   گیريم.ر نظر مید 

 نتایج و بحث:
تفاده از نوشته شده و نتايج با اس    13متلببرنامه م اسباتی در نر  افزار  

ست آمده  شرايط مرزی نی اين برنامه به د صورت تکیه اند.کلیه  اه گز به 

 اند.شدهساده در نظر گرفته 
های  مود فرکانس  که  دهند (  نشتتتان می4)( تا   1شتتتکل های )  

𝜔11مختلف  − 𝜔12 − 𝜔21 − 𝜔22)      ندل نانو صتتتف ه می با  (  ین 

يابد. همچنین  کاهش می ،نانوصتف ه افزايش نستبت طول به ضتخامت   

)تئوری کلاستتیک(  شتتودهنگامی که اثر پارامتر اندازه در نظر گرفته ن

است و با افزايش اثر اندازه، فرکانس نیز  مقدار، کمترين فرکانس  مقدار

فرکتانس برای مود اول   مقتدار  علاوه بر اين،کنتد.  افزايش پیتدا می 

 کند.برای مودهای بعد افزايش پیدا  میکمترين مقدار و 
 

                                                           
13 MATLAB 

 های مود اول : مقايسه فرکانس 1شکل  11   برای نسبت پارامتر طول به

متفاوت برای نانو صف ه میندلین  ضخامت و نسبت طول به ضخامت صف ه

(a/b=1,h=0.34 ) 
 

( برای نسبت پارامتر طول به ضخامت  (𝜔12 یها: مقايسه فرکانس 2شکل 

متفاوت برای نانو صف ه میندلین  و نسبت طول به ضخامت صف ه

(a/b=1,h=0.34 ) 
 

 
  یهامقايسه فرکانس:  3شکل  21  برای نسبت پارامتر طول به ضخامت

متفاوت برای نانو صف ه میندلین  و نسبت طول به ضخامت صف ه

(a/b=1,h=0.34 ) 
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  یها: مقايسه فرکانس4شکل  22  برای نسبت پارامتر طول به ضخامت

متفاوت برای نانو صف ه میندلین  و نسبت طول به ضخامت صف ه

(a/b=1,h=0.34 ) 

 

های مختلف نانو صف ه فرکانس مودکه  دهدنشان می( 5شکل)

ف ه نانوصسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت میندلین با افزايش ن

 يابد. افزايش می

 

های مود های مختلف  برای نسبت  پارامترطول به : مقايسه فرکانس 5شکل 

 (a/b=2 , a/h=30)متفاوت برای نانو صف ه میندلین ضخامت صف ه
 

کانس مود 1ول )جد  𝜔11های مختلف  ( فر − 𝜔12 − 𝜔21 −

𝜔22)  سبت  پارامتر برای  متفاوت طول به ضخامت صف ه   (  را برای ن

شان می    صف ه میندلین ن شاهده دهد. همانگونه که نانو  ا ب می گردد م

صتتف ه میندلین کم  فرکانس نانو مقدار ،افزايش نستتبت ابعاد صتتف ه 

ضخامت     می سبت پارامتر مقیاس طول به   ،شود. همچنین با افزايش ن

 فرکانس زياد خواهد شد. مقدار

کانس مود 2جدول )  𝜔11های مختلف  ( فر − 𝜔12 − 𝜔21 −

𝜔22) مقدارد. طبق جدول ده(  را برای نانو صف ات مختلف نشان می 

که پارامتر مقیاس طول در نظر گرفته نشتتتود برای     فرکانس در حالتی  

صتتف ه میندلین بیشتتترين مقدار و برای نانونانو صتتف ه کیرشتتهف  

که پارامتر مقیاس طول در نظر    کمترين مقدار استتتت. ولی در حالتی   

شود  شی را خواهد      ،گرفته  شترين فرکانس ارتعا صف ه میندلین بی نانو 

 داشت.

 
طول به  پارامترهای مود های مختلف برای نسبت مقايسه فرکانس : 1جدول 

 متفاوت برای نانو صف ه میندلین ضخامت صف ه

(a/h=30 ) 

Mode 
l/h 

0 0.5 1 2 

 a/b=1    

𝜔11 13.9429 28.7266 51.9052 99.1252 

𝜔12 34.6425 71.3140 128.0217 237.9174 

𝜔21 34.6425 71.3140 128.0217 237.9174 

𝜔22 55.0918 113.3246 202.1703 365.8010 

 a/b=1.5    

𝜔11 10.0816 20.7745 37.5829 72.1427 

𝜔21 19.3340 39.8248 71.8354 136.2116 

𝜔12 30.8284 63.4718 114.0783 213.0666 

𝜔22 39.9678 82.2599 147.4292 272.0827 

 a/b=2    

𝜔11 8.7280 17.9862 32.5528 62.6001 

𝜔21 13.9429 28.7266 051.9052 99.1252 

𝜔12 29.4914 60.7224 109.1821 204.2795 

𝜔22 34.6425 71.3140 128.0217 237.9174 

 
های مودهای مختلف برای نسبت پارامتر طول به : مقايسه فرکانس  2جدول 

 (a/b=1,a/h=30)متفاوت برای صف ات مختلف  ضخامت صف ه

Mode 
l/h 

0 0.5 1 2 

 Third order shear deformation plate 

𝜔11 13.9441 19.7447 31.2407 57.6223 

𝜔12 34.6497 49.1546 77.8533 143.6613 

𝜔21 34.6497 49.1546 77.8533 143.6613 

𝜔22 55.1098 78.3225 124.1752 229.2384 

 Kirchhoff plate 

𝜔11 13.9886 19.7828 31.2794 57.6764 

𝜔12 34.9237 49.3895 78.0917 143.9940 

𝜔21 34.9237 49.3895 78.0917 143.9940 

𝜔22 55.8018 78.9157 124.7766 230.0767 

 Mindlin plate 

𝜔11 13.9429 28.7266 51.9052 99.1252 

𝜔12 34.6425 71.3140 128.0217 237.9174 

𝜔21 34.6425 71.3140 128.0217 237.9174 

𝜔22 55.0918 113.3246 202.1703 365.8010 

 

 گیرینتیجه

گرافنی با میندلین  در اين مقاله به بررستتتی ارتعاشتتتات نانو صتتتف ه 

شد. همان      شده پرداخته  صلاح  ستفاده از تئوری کوپل تنش ا ه  گونه کا

کال ديديم      نانو صتتتف ه      مود فرکانس در جداول و اشتتت های مختلف 

ضخامت    میندل سبت طول به  صف ه کاهش می ین با افزايش ن يابد. نانو

ته ن       ندازه در نظر گرف پارامتر ا که اثر  گامی  شتتتود)تئوری همچنین هن

سیک( میزان  فرکانس  ست و با افزايش اثر اندازه،   مقدار، کمترين کلا ا

 فرکانس برای  مقدار  از ستتتوی ديگرکند.  فرکانس نیز افزايش پیدا می  

ق  یدا  می    دار و مود اول کمترين م عد افزايش پ های ب ند.  برای مود ک

  که پارامتر مقیاس طول در نظر گرفته نشتتودفرکانس در حالتی مقدار

صف ه میندلین       شترين مقدار و برای نانو  شهف بی صف ه کیر برای نانو 
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که پارامتر مقیاس طول در نظر    کمترين مقدار استتتت. ولی در حالتی   

 یشترين فرکانس ارتعاشی را خواهد  نانو صف ه میندلین ب   ،گرفته شود 

 داشت.
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