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 چکیده

شده پرداخته بیضوی هم مرکزبین دو سیلندر مجرای  شده دررقیق گازجریان تنش حرارتی غیرخطی در  جریان این مقاله به بررسی در   
سه روش عددی مختلف برای حل این  .شرط مرزی دیواره ها دما ثابت لحاظ شده استو  آرگون است ، گاز تک اتمیگاز موردبررسیاست. 

 این الگوریتم با حل عددی استفاده شده و حل (DSMC) کارلومستقیم مونت یسازروش شبیه از مساله استفاده شده است. در ابتدا
-حل عددی گسستهکارلو با تقیم مونتمس یسازهای شبیهالگوریتم حل نتایج همچنین به مقایسهشود. می سنجیمعادله بولتزمن اعتبار

معادلات کانتنیم موسوم و  DUGKS( موسوم به Shakhovشاخفُ )-(BGKکروک )-گراس-بتَِنگار-سازی حجم محدود معادله بولتزمن
، دارای جملات تنش های حرارتی غیرخطی هستند استوکس-ناویر(، که در مقایسه با معادلات SNIT)به جریان کم سرعت غیر همدما 

از عدد نودسن در رژیم لغزشی و  متنوعیدر بازه  جریاناند. هر سه حلگر مورد استفاده در نرم افزار اپن فم توسعه یافته می شود. پرداخته
 دابه های شکل گرفته در مجرا گزارش خواهد شد.  . ساختار، تعداد و قدرت گرشودمی گذرا مطالعه

 

 کارلو-مونتمستقیم  یسازشبیهروش ، عدد نودسن، معادله بولتزمن، شدهرقیق، گازغیرخطیتنش حرارتی  کلمات کلیدی:

 

  فهرست علائم

U     توزیع سرعت                                             P            فشار                                               D      جاییعملگر جابه                                                                 

T     توزیع دما                                                  f    تابع توزیع ذرات                                          Q       عملگر برخورد 

Kn                                                عدد نودسنR                                            ثابت جهانی گازها𝑘𝐵    ثابت بولتزمن 

  یونانی علائم

ξ     سرعت ذرات 

 

 مقدمه -1
رقیق در حال سکون به علت تنش حرارتی غیر خطی در هندسه بین دو ، به حرکت افتادن جریان گاز هدف اصلی این تحقیق   

باشید. ، تاثیر تنش حرارتی در جنبش سیال مییودشباشد. از نیازهایی که در این راستا احساس میسیلندر بیضوی هم مرکز می

 کیهاین بیه توجیه بیاد. را به معادله مومنتوم متصل کن غیرخطیهای مرتبه بالا حرارتی مانند تنش تواند ترممعادله بولتزمن می

ملاحظه قابل جریانشدگیرقیق اثرات است، ترکوچک یا میکرومتر مرتبه از مقیاسکوچک هایدستگاه در هندسه مشخصه طول

بیه طیول  (λ)( که نسبت طیول پیویش آزاد مولکیولی Knهای گازی با عدد بدون بعد نودسن )در جریان شدگیرقیق شد.بامی

 .شود( است، سنجیده میLمشخصه هندسه )

  .] 1[  استزیر  شرح به نودسن عدد برحسب جریان هایمرزبندی رژیم

  (Kn <10) آزاد یرژیم مولکول، (Kn>1/0<10رژیم گذرا )، (Kn>001/0<1/0رژیم لغزشی)، (Kn<001/0رژیم پیوسته)

تینش حرارتیی  ،عامل حرکت ناشی از جرییان .]2[ حالت سکون باشد تواند دریک گاز نمیعدم نیروی خارجی،  باوجودحتی    

و مستقل از مرزهای سیسیتم  جادشدهیا شدهقیرقبه قوانین ساختاری گاز اضافه شدن جملاتی  براثر. این جریان است یرخطیغ

استوکس افزودند که خیود -را به معادلات ناویر تبه بالاتر بسط پرتوربیشن معادله بولتزمنمقادیر مر ]3[. کوگان و همکاران است
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( تحقیقات زیادی پیرامون این موضیو  1330-2000باشد. )آوکی و همکاران می میتقسقابل یرحرارتیغهای حرارتی و به تنش

رای توصیف فوریه دارای دقت پایینی در نودسن های پایین ب-استوکس-انجام دادند و به این نتیجه دست یافتند که معادله ناویر

باشید کیه بیرای دریافیت آن در حیل های حرارتی میها همچنین دریافتند که عامل این جریان، تنشباشند. آناین حرکت می

تئیوری مجیانبی بیرای حیل ها از روش باشد. برای همین منظور آنهای با مرتبه بالاتر در معادله مومنتوم میتحلیلی نیاز به ترم

ییا  ها نتوانسیتند بیه روش عیددی گردابیهکردند و توانستند به جملات مرتبه بالاتر دست بیابند ولی آنتحلیلی معادله استفاده 

در محدوده رژیم لغزشی و پیوسته را گرفته و ترسیم کنند و تحلیل فیزیکی برای مسئله ارائه دهند. این روند ییافتن های بهگردا

هایی برای یافتن و ترسیم فیزیک حرکت به شته و هریک از محققان روشفیزیک جریان ناشی از تنش حرارتی همچنان ادامه دا

 گیرند. کار می

شود آهسته گفته می دماهمحرارتی به جملات معادله مومنتوم، معادلات جریان غیر  یهاعبارتمعادلات حاصل از افزودن      

(SNIF)1 لغزشی تنش حرارتیشود، جریان دیده می کنواختیریغ. برخلاف خزش حرارتی که در شرایط مرزی (TSS)2  و

، یرخطیغباشند. جریان حرارتی می مشاهدهقابلدر شرایط مرزی با حرارت یکنواخت  3(NTS) حرارتی یرخطیغجریان تنش 

هدف کلی این تحقیق،  .باشدمی یبررسقابلبا یکدیگر موازی نیستند،  دماهمو در نواحی که خطوط هم مرتبه نودسن بوده جمله 

باشد. برای این منظور، روش تحقیق به شیوه شکل گرفته در مجرا می هایگردابه علت، تعداد و قدرت و های سرعت و دمابررسی نیمرخ

  باشد. ها با یکدیگر میعددی و با استفاده از سه روش عددی و مقایسه روش

تصادفی برای یافتن حل تقریبی معادله بولتزمن  در  صورتبه، رویه احتمالی 4(DSMC) کارلومونتمستقیم  سازشبیهروش    

، این روش به گسسته 5(DUGKSروش حل مبتنی بر گسسته سازی جنبش گاز ) .]4[ شوداستفاده می شدهرقیقجریان گاز 

روش جریان با  .]5[ پردازدو یا تابع برخورد شاخُف می BGKWمحدود، معادله بولتزمن با تابع برخورد -حجم برمبنا سازی

 باشدمی KGFتابع برخورد  برمبنامحدود برای یافتن حل عددی معادله بولتزمن -، یک روش حجم6(SNIT) دماهمسرعت کم 

]6[ . 

های حرارتی . ترمباشنددارای دقت پایینی می  وکس و معادله انرژی هدایتی فوریهاست-، معادله مومنتوم ناویردر این مطالعه    

د. معادله بولتزمن در حقیقت، معادله بولتزمن برای این مسئله باید حل شو شود.به معادلات اضافی می 7از طریق تئوری جنبشی

شی از طریق با کمک تئوری جنب را نودسن مانند تنش حرارتی به معادله مومنتوم جملات مرتبه بالا بر حسب عددارتباط بین 

را یافت. های درشت مقیاس مانند چگالی، سرعت و دما توان خصیصهکه با کمک آن میکند برقرار می 1انسکوک-بسط چاپمن

گیرد. گردابه بزرگتر به دلیل جریان تنش حرارتی غیرخطی و گردابه دو گردابه در مجرا شکل میشود، در نهایت دیده می

   شود.می کوچکتر به دلیل اثرات لبه ایجاد

  ساختار مقاله -2
بندی و سپس به بررسی استقلال از شبکهها معرفی ررسی، معادلات حاکم، الگوریتمابتدا هندسه مورد ب در این تحقیق   

و ساختار، تعداد و مقایسه  حاصل از هر الگوریتم با یکدیگرسرعت و دما رخ نیم نتایج .شودجی هر روش پرداخته میاعتبارسن

    شوند. میدر هر روش رسم و تحلیل  و در نهایت خطوط جریان ا شکل گرفته در مجرا بررسی شدههگردابهقدرت 

شود، هندسه مورد بررسی از دو دیواره بیضوی بیرونی و درونی و دو مرز تقارن تشکیل مشاهده می 1طور که در شکل همان

  شده است. 

                                                      
1 Slow nonisothermal flow  
2Thermal slip stress  
3 Non-linear thermal stress 
4 Direct simulation Monte Carlo 
5 Discrete unified gas kinetic scheme  
6 Slow nonisothermal  
7 Kinetic Theory 
8 Chapman-Enskog expansion 
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 معادلات حاکم -2-1

 شود: مسئله مورد نظر و شرایط مرزی آن پرداخته می معادلات به بررسیدر این قسمت    

برابر طول مشخصه در نظر  5/1،  3/0، 7/0به ترتیب برابر مقدار  𝑏0 ،𝑎0 ،𝑎1( برابر واحد و مقدار Lمقدار طول مشخصه )   

 باشند.چنین، تمامی خصوصیات به دست آمده به صورت بدون بعد میگرفته شده است. هم

) های دما و فشار نسبت به دمااند. کمیتدر این تحقیق کلیه پارامترهای درشت مقیاس بی بعد شده   
1

𝑇0
) و فشار (

1

𝑃0
مرجع  (

و چگالی طبق فرمول 
1

𝜌0𝑅𝑇0
رخ سرعت بر اساس فرمول شوند. بی بعد سازی نیممیبدون بعد   

1

(2𝑅𝑇0)2𝑘
گیرد که صورت می 

𝑘𝐵ثابت جهانی گازها و برابر  Rدر آن 
𝑚⁄ باشد که می𝑘𝐵  ثابت بولتزمن وm باشد. جرم مولکول میk  نیز ضریبی از عدد

𝜋𝐾𝑛√نودسن بر طبق رابطه 
2
𝑔𝑟جرم مولکولی گاز آرگون برابر  mو K300برابر  𝑇0باشد. می ⁄

𝑚𝑜𝑙⁄  باشد.  می 341/33   

 های سیلندرهای بیرونی و درونی با دما ثابت و دو مرزمرزی دیواره مساله موردنظر دوبعدی، مستقل از زمان و دارای دوشرط   

 شود. یک چهارم شکل پرداخته میفقط به حل  رزهای تقارن،ای در مباشد. بنابراین با در نظرگرفتن بازتاب آینهتقارن می

با کمک تئوری مجانبی در معادله بولتزمن باشد. استوکس دارای دقت پایین برای این مساله می-از آنجاکه معادله مومنتوم ناویر

 شود. با استفاده از سری توانی عدد نودسن، به اضافه کردن جمله تنش حرارتی به معادله مومنتوم پرداخته می

کند. این معادله یک معادله مولکولی توصیف میهای پیوسته، گذرا و آزاد معادله بولتزمن رفتار جریان را در همه رژیم   

های خاص این معادله برای توصیف . حالتاستخراج شد 1172در سال  1انتگرالی است که توسط لودوینگ بولتزمن-دیفرانسیلی

قابل استخراج است. این معادله  ،وکس و اویلر در شرایط پویش آزاد مولکولی اندکاست-جریان پیوسته به صورت معادلات ناویر

 برای یک گاز رقیق به صورت زیر است:

(1) 𝜕𝑓

𝜕𝑡
= 𝐷[𝑓] + 𝑄[𝑓, 𝑓∗] 

𝑓که در آن  = 𝑓(𝛏, 𝐱, 𝑡)  یا𝑓∗  تابع توزیع سرعت ذرات با سرعت𝛏  است و عملگرهای𝐷  و𝑄  عملگرهایی هستند که

 .کنندجابجایی و برخورد دوتایی ذره را توصیف می

 

 

 

                                                      
1 Ludwig Boltzmann 

 مرزی تعیین شده: سیلندرهای بیضوی هم مرکز با شرایط 1شکل 
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 کارلومونتمستقیم  سازشبیهالگوریتم  -2-1-3

روش تصادفی برای یافتن حل تقریبی جریان گاز رقیق در مسائل ( یک DSMC) کارلومونتمستقیم  سازشبیهروش    

 ،مراحلاین الگوریتم از  .]7[معرفی شد 1363توسط پروفسور برد در سال این روش اولین دفعه باشد. محاسباتی فیزیکی می

ها و در دیواره سلول-برخورد ذرات با یکدیگر حرکت ذرات، جانمایی ذرات با جریان مشخص در هر سلول،توزیع اولیه ذرات، 

 باشد. گیری از پارامترهای جریان مینهایت نمونه
 

 سازی جنبش گاز حل مبتنی بر گسستهالگوریتم  -2-1-4

ی های غیرتعادلی در گسترهسازی جریانشبیه کردن و مدل (DUGKSروش حل مبتنی بر گسسته سازی جنبش گاز )   

. از مزایای این الگوریتم ماهیت قطعی، ساختار ذرات به صورت ی استزیبرانگچالشی های عدد نودسن مسئلهبزرگی از رژیم

-گراس-محدود معادله بولتزمن با دو تابع برخورد بتنگار-این رو به گسسته سازی حجم .توزیع شار در فضای بین سلولی است

های سرعت پایین و نزدیک رژیم پیوسته پس روشی پرکاربرد برای جریان پردازد( میShakhov( و شاخف )BGKکروک )

 باشد.   می

 

 دما آهستهغیر هم الگوریتم -2-1-5

باشد. با دادن مقادیر مایی به معادله مومنتوم می( بر مبنای اضافه کردن ترم دSNITسته )دما آهروش حل الگوریتم غیر هم   

آید، اولیه به دما، سرعت و فشار، با استفاده از حلقه تکرار و روش سعی و خطا، ابتدا معادله انرژی حل شده و دما به دست می

آید. الگوریتم سیمپل حل شده و سرعت و فشار به دست می سپس با داشتن دما، معادله مومنتوم با وجود ترم دمایی براساس

با کمک  باشد.گوریتم بر مبنای اضافه شدن ترم دمایی به معادله مومنتوم که ویژگی مساله مورد نظر است، میاساس این ال

سنجش براساس و در نهایت  1(KGFفریدلندر )-گالکین-ه جریان پیوسته با کمک بسط توانی کوگانتحلیل مجانبی در محدود

 رسیم: می زرگی مرتبه متغیرها به معادله زیر برای مرتبه دومب
 

 مرتبه دوم:

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝑢𝑖𝐻2

𝑇𝐻0
) =

𝑢𝑖𝐻1

𝑇𝐻0

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝑇𝐻1

𝑇𝐻0
)  (4) 

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝑢𝑖𝐻1𝑢𝑗𝐻1

𝑇𝐻0
) −

𝛾1
2

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(√𝑇𝐻0 (

𝜕𝑢𝑖𝐻1
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗𝐻1

𝜕𝑥𝑖
−
2

3

𝜕𝑢𝑘𝐻1
𝜕𝑥𝑘

𝛿𝑖𝑗))

−
𝛾7
𝑇𝐻0

𝜕𝑇𝐻0
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑇𝐻0
𝜕𝑥𝑗

(
𝑢𝑗𝐻1

𝛾2√𝑇𝐻0
−
1

4

𝜕𝑇𝐻0
𝜕𝑥𝑗

) = −
1

2

𝜕𝑝𝐻2
+

𝜕𝑥𝑖
+
𝑝𝐻0𝐹𝑖𝐻2
2

𝑇𝐻0
 

(5) 

𝜕𝑢𝑖𝐻2

𝜕𝑥𝑖
=
𝛾2
2

𝜕2

𝜕𝑥𝑖
2 (𝑇𝐻1√𝑇𝐻0) 

(6) 

𝑃𝐻2که در آن 
 شود: به صورت زیر تعریف می +

(7) 𝑃𝐻2
+ = 𝑃𝐻0𝑃𝐻2 +

2𝛾3
3

𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝑇𝐻0

𝜕𝑇𝐻0
𝜕𝑥𝑘

) −
𝛾7
6
(
𝜕𝑇𝐻0
𝜕𝑥𝑘

)2 

 :میباشد زیر ترتیب به سخت، کره با گاز سازی ذرات مدل در بعد بی ضرایب

                                                      
1 Kogan-Galkin-Friedlander 
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(1) 
𝛾1 = 1.270042427                                             𝛾2 = 1.922284066 

𝛾3 = 1.947906335                                            𝛾7 = 1.758705 

( نشان دهنده جمله تنش حرارتی غیر خطی اضافه شیده بیه معادلیه مومنتیوم 5در سمت راست معادله مومنتوم ) 𝛾7جمله دارای ضریب 

  باشد.می

 

 های عددی روش-1-3
 روش حلگر مستقیم مونت کارلو -1-3-1

شود با دیده می 2شکل  طور که درهمانشود. هر سلول در این روش پرداخته می در ابتدا به بررسی تعداد ذرات مختلف در   

ول تر از طهای برخوردی درون بخشی به مراتب کوچکشود که جفتافزایش تعداد ذرات در هر سلول، این ویژگی تضمین می

سازی شده در هر سلول بیشتر باشد، احتمال برخورد تکراری بسیار هرچه تعداد ذرات شبیه. اندپویش آزاد محلی انتخاب شده

 .دهدو همگرایی سیستم را افزایش میشود و پایداری تر میکم

 20بندی با به بررسی تعداد مختلف شبکه 3شکل  شود. دربندی در این روش پرداخته میسپس به بررسی استقلال از شبکه   

 یابد ولیها اگرچه که هزینه محاسباتی افزایش میشود که با افزایش تعداد سلولشود. دیده میذره در هر سلول پرداخته می

های سرعت و رخشده و نیمها به خصوص در نزدیک مرزها به علت استفاده از مش غیریکنواخت با دقت بهتری تشکیل گردابه

  باشند.دما هموارتر می
 

 

 

  

 

 

    

 

 

 

 

 
 

 

 

 

در هر سلول در روش شبیه سازی  100*100پروفیل سرعت و دما در مرزهای بیرونی و داخلی با تعداد متفاوت ذره با شبکه بندی  :2شکل

 کارلو-مستقیم مونت
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 کارلو-مونتدر روش شبیه سازی  PPC=20پروفیل سرعت و دما در مرزهای بیرونی و داخلی با تعداد شبکه بندی متفاوت با  :3شکل
GRID 1=50*50      GRID 2=75*75      GRID 3=100*100 

 Boltzmannو حل مستقیم عددی  DSMCهای الگوریتم شود، تطبیقی خوبی بین دادهمشاهده می 4شکل گونه در همان

 باشد. برای حل معادله بولتزمن می DSMCکه این نشان از الگوریتم مناسب روش  ]6[ شوددیده می02/0در نودسن 

 

 
 

 

 

 

 

 

 Boltzmannو حلگر مستقیم  DSMCسرعت در روش  رخنیم :4شکل

 

 سازی جنبش گاز روش حل مبتنی بر گسسته 1-3-2

دیده  5طور که در شکل همان شود.ز ورودی و خروجی پرداخته میدر دو مر و دما در این روش به بررسی نیمرخ سرعت   

 ( سیلندر درونی2) ( سیلندر بیرونی1)
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 یابد. عت در مرزهای ورودی و خروجی کاهش میبا افزایش نودسن، سر، شودمی

  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 در مرزهای بیرونی و داخلی DUGKSپروفیل سرعت و دما در دو نودسن متفاوت در روش  :5شکل

 

 روش جریان هم دما آهسته  1-3-3

شود که با افزایش پرداخته شده است. دیده می 005/0به بررسی استقلال از شبکه بندی در این روش در نودسن  6در شکل 

    شود. ها انجام نمیها شده و تغییرات زیادی در آنها مستقل از تعداد سلول، جواب100*100بندی به اندازه تعداد شبکه

 

  

 

 

 

 

 

 

 00005در نودسن  SNIT: استقلال از شبکه بندی در روش 6شکل

GRID 1 = 30*30   GRID 2 = 60*60   GRID 3 = 90*90   GRID 4 = 120*120   GRID 5 = 150*150   GRID 6 = 180*180 

 ( مرز داخلی2) ( مرز بیرونی1)
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شیود بیا افیزایش عیدد نودسین، مقیدار شود. دیده میبه بررسی نیمرخ سرعت و دما در مرزهای ورودی و خروجی پرداخته می 7در شکل 

 یابد. تغییرات سرعت و دما کاهش می

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 در مرزهای بیرونی و داخلی SNIT.: پروفیل سرعت و دما در نودسن های متفاوت در روش 7شکل

 گیری بحث و نتیجه -3

یابد. این های تشکیل شده کاهش میشود، با افزایش عدد نودسن، اندازه قدرت گردابهدیده می 1شکل طور که در همان   

تر و با دقت بیشتری انجام ها سریعهای پایین، رهیافت اطلاعات از مرزها و تغییرات آننشان از این موضو  دارد که در نودسن

 شود. می
 

 

 

 

 

 

 

 
 های مختلفروشمقدار گردش نسبی در  :1 شکل
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طور که دیده ها اعتبار قابل قبولی با حل عددی معادله بولتزمن دارند. همانشود، روشدیده می 3طور که در شکل همان   

روش چنین اند. همکردهتر عملهای بالا دقیقدر نودسن DSMCهای پایین و روش در نودسن SNITشود، روش می

DUGKS باشد. ا دارای عملکرد مناسبی مینیز در هردو رژیم لغزشی و گذر  

 

    

 

 

 

 

 
 

 

 بولتزمنرخ سرعت در سیلندرهای بیرونی و داخلی در الگوریتم های بررسی شده و مقایسه با حل عددی نیم: 3شکل 

 

 نتایج  -4
مرکز پرداختیه شید. دییده شید کیه  تنش حرارتی غیر خطی در مجرای بین دو استوانه بیضوی همدر این تحقیق به بررسی    

جمله تنش علاوه بر تنشهای لزجی باید شامل عباراتی موسوم به تنش حرارتی که متناسب با گرادیان دما بوده و از مرتبیه عیدد 

شیود. ساز حرکت جریان در یک محفظه بسته با شرایط میرزی دمیا ثابیت میکه این تنش حرارتی زمینه نودسن هستند، باشد

قیادر  SNITشود کیه الگیوریتم دیده میشود. تر میهای تشکیل شده کمدابههرچه عدد نودسن افزایش یابد، تعداد و قدرت گر

گیرند و ها را به طور کامل میگردابه DSMC  و DUGKSهای باشد در حالیکه الگوریتمها نمیبه گرفتن تعداد کامل گردابه

   دهد. های پایین به خوبی تحت پوشش قرار میرا در نودسن DSMCپر هزینه بودن روش  DUGKSروش 
های شود کیه بیا افیزایش عیدد نودسین تعیداد گردابیهمشاهده می رسم شده و 1در نهایت، برای جمع بندی موضو  جدول     

 یابد. تشکیل شده کاهش می

 
 : خطوط جریان در دو نودسن متفاوت در الگوریتم های بررسی شده1جدول

 

 02/0 005/0 عدد نودسن حلگر

DSMC 

  

 ( مرز درونی2) ( مرز بیرونی1)
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DUGKS 

  

 

SNIT 
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