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  چکیده
بیضوی، بر  بریدگیضریب تمرکز تنش صفحات حاوی  خمینی صریحی جهت تسیون خطی چندگانه، رابطهشود تا به کمک روش رگردر این مقاله سعی می

ی ها به کمک روش حل تحلیلی بر پایهی چرخش گشودگی ارائه گردد. ابتدا ضریب تمرکز تنش برای تعداد بیشماری از کامپوزیتحسب خواص مکانیکی و زاویه

های بدست آمده و با استفاده از روش رگرسیون خطی ها محاسبه شد؛ به کمک دادهادیر مختلف خواص مکانیکی کامپوزیتروش متغیر مختلط و با استفاده از مق

ی صریحی برای تخمین ضریب تمرکز تنش در صفحات نامحدود کامپوزیتی حاوی گشودگی بیضوی تحت بار کششی ارائه گردید. توجه به اینکه چندگانه رابطه

توان به میزان قابل توجهی تمرکز با انتخاب صحیح این پارامترها می روازاینباشد؛ حائز اهمیت است. رکز تنش اطراف گشودگی اثر گذار میعوامل متعددی بر تم

گردد. رابطهیی چرخش گشودگی اشاره کرد که در این مقاله بررسی متوان به زاویهتنش را کاهش داد و باعث افزایش استحکام سازه شد. از جمله این عوامل می

آورد تا ی حل تحلیلی، در زمان صرفه جویی کرده و این امکان را برای طراح فراهم میی ارائه شده علاوه بر سهولت استفاده، با حذف محاسبات سخت و پیچیده

به تخمین ضریب تمرکز تنش با خطای کمتر از یابی به تنش مطلوب را بدست آورد. نتایج نشان داد که مدل رگرسیونی قادر بتواند پارامترهای مدنظر جهت دست

 یک درصد است.
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 مقدمه -1

بسیاری از موارد طراح برای ها و کاربرد این مواد در صنایع گوناگون بر کسی پوشیده نیست. در امروزه اهمیت استفاده از کامپوزیت

های هندسی باعث ایجاد یک تنش موضعی شدید ی یک طرح بهینه ناگزیر به ایجاد گشودگی در طرح است. وجود این ناپیوستگیارائه

عث ها همواره بادهد اما تمرکز تنش ناشی از آنها وزن سازه را کاهش میگیبریدهرچند وجود این  گردند.)تمرکز تنش( در سازه می

گردد. تجربه نشان داده که در صفحات حاوی گشودگی، تنش واقعی شکست اساساً کمتر از استحکام کشش نهایی نگرانی طراح می

درستی محاسبه کند. برای دستیابی به را دگیبریدگی است. برای رفع این نگرانی طراح بایستی توزیع تنش اطراف بریهمان ماده بدون 

ها را برای دستیابی به طراحی بهینه بهی اثر گذاری آنرامترهای حاکم بر طراحی را به خوبی بشناسد و نحوهاو بایستی پا ،به این هدف

 درستی تحلیل کند. 

های مختلف عددی، تجربی و تحلیلی که خود اهمیت موضوع را ی تمرکز تنش توسط روشهای فراوان در زمینهبا وجود تحقیق 

تر، پژوهش در این زمینه همچنان ادامه دارد. در این تحلیل از یک صفحهمسأله و ارائه راهکارهای ساده سازد؛ به دلیل کاربردآشکار می

 دگی مرکزی تحت کشش استفاده شده است. برینهایت حاوی ی بی

 
 مرور کارهای انجام شده -1-1

ی دو بعدی برای مواد ی روش متغیر مختلط، فصل جدیدی برای حل مسائل مقدار مرزی در الاستیسیتهبا ارائه [1]موشخیلشویلی 

های متعددی در این زمینه ی روش متغیر مختلط تحلیلبسط و توسعهطوری که محققان بسیاری با الاستیک همسانگرد بوجود آورد. به

با استفاده از روش متغیر مختلط موشخیلشویلی  [5]و گلدول [4]، لخنیتسکی [3]، اشترو[2]انجام دادند. افرادی همچون ساوین

های مختلف( و غیر همسانگرد )فقط دگیبریمطالعاتی را انجام دادند. ساوین توزیع تنش در صفحات نامحدود همسانگرد )حاوی 

دی مواد غیر ی دو بعای و بیضوی( تحت کشش را تحلیل کرد. اشترو روش موشخیلشویلی را به مسائل الاستیسیتههای دایرهدگیبری

ای و بیضوی محاسبه کرد. دگی دایرهبریهمسانگرد توسعه داد. لخنیتسکی نیز توزیع تنش را برای صفحات نامحدود ناهمسانگرد حاوی 

ها را ی توابع تنش نیاز است؛ گلدول با بسط روش متغیر مختلط موشخیلشویلی توانست این انتگرالهای متفاوتی جهت محاسبهانتگرال

  د.بررسی کن

ها آن .[6]ی ناهمسانگرد تحت کشش توسط قاضی اسمر و تونی جابور بررسی شددگی مربعی در یک صفحهبریتوزیع تنش اطراف 

پژند و جعفری دند. رضایی دگی و زاویه بار را بر روی تمرکز تنش بررسی کربریی به کمک روش لخنیتسکی تأثیر شعاع انحنای گوشه

ها نتایج آن .[7]ارائه کردند یایرهدا یرغ هایدگیبریحاوی  یتیتنش در صفحات کامپوز یلو تحل یهتجز یساده برا یلیروش تحل یک

 دگی مستطیلی نیز توسط یانگ و همکاران مورد بررسی قراربریخود را با اجزای محدود مقایسه کردند. تمرکز تنش صفحات حاوی 

  ها صفحه را تحت بارگذاری دو محوری قرار دادند.. آن[8]گرفت

تحت کشش  عیمربدگی شبه بریتوزیع تنش در صفحات کامپوزیتی حاوی  ی پژند و جعفری با استفاده از حل لخنیتسکیرضای

ا با انتخاب توان توزیع تنش رمی مربعیدگی شبه بریها نشان دادند در صفحات کامپوزیتی حاوی آن .[9]یکنواخت را تحلیل کردند

ی بارگذاری، خواص مواد به شکل قابل توجهی کاهش داد. هافنباخ و همکاران میدان تنش و ی الیاف، زاویهمناسب پارامترهای زاویه

ها نتایج خود را با اجزای محدود مقایسه کردند. آن .[10]ی ناهمسانگرد محاسبه کردندجایی حول گشودگی بیضوی را در صفحهجابه

  ایشان در پژوهش خود میزان تمرکز تنش را برای زوایای الیاف و زوایای بار متفاوت ارائه کردند.

دگی در صفحات بریجعفری و رضایی پژند با بسط حل تحلیلی لخنیتسکی تأثیر پارامترهای مختلف بر توزیع تنش حول 

ها پارامترهای بهینه جهت دستیابی به کمترین ضریب تمرکز تنش را معرفی کرده و نشان شش را بررسی کردند. آنناهمسانگرد تحت ک

ی دیگری توزیع ها در مقاله. آن[11]ای دست یافتدگی دایرهبریتوان به تمرکز تنشی کمتر از دادند با انتخاب پارامترهای مناسب می

زاویه  ثر بر شدت تنش شامل زاویه بار،ؤپارامترهای مختلف مها . آن[12]دگی مثلثی را بررسی کردندبریتنش صفحات ناهمسانگرد با 

 شدگی در تحلیل تنبری یشعاع انحنای گوشهثیر أررسی تکردند. ببررسی  را گیدبریاثر انحنای گوشه  و گیدبریالیاف، زاویه چرخش 

ها با استفاده ار بسط روش حل آن .[13]جعفری و رضایی پژند صورت پذیرفت توسط شش ی و تحت کزرکمدگی بریا بصفحات 

ACCEPTE تحلیلی لخنیتسکی حل خود را ارائه دادند و در نهایت برای بررسی درستی نتایج خود از اجزای محدود استفاده کردند. 
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ای های کامپوزیتی متقارن تحت بارگذاری درون صفحهدگی شبه مستطیلی در چندلایهبریعفری و مشیری اول توزیع تنش حول ج

 دگی، زاویهبریض ها با بررسی حل تحلیلی لخنیتسکی تأثیر پارامترهای مختلفی همچون نسبت طول به عرآن .[14]را تحلیل کردند

تر ها و زاویه اعمال بار را بررسی کردند. ایشان نشان دادند که با نرمدگی، نوع چیدمان لایهبریدگی، شعاع انحنای گوشه بریچرخش 

توان تمرکز تنش را کاهش داد. جعفری و قندی دگی مناسب میبریدگی و همچنین با انتخاب زاویه چرخش بریهای شدن گوشه

. آن[15]دگی شبه مستطیلی ارائه دادندنش در صفحات همسانگرد حاوی دو بریی حلی شبه تحلیلی برای ضریب تمرکز تورنوسفادران

دگی شبه مستطیلی را بریی حاوی دو ی شوارتز، توزیع تنش در صفحهشونده ها با بسط توابع تنش موشخیلشویلی و روش تکرار

دگی و بریهای دو دگی نسبت به هم، شعاع انحنای گوشهبریها تأثیر پارامترهای مختلفی همچون محل قرارگیری دو بررسی کردند. آن

پارامترهای بهینه به منظور کاهش ضریب تمرکز ها بر ضریب تمرکز تنش را مطالعه کردند. منصوری و شیبانی دگیبرینسبت ابعاد 

 . [16]دگی در صفحات کامپوزیتی تحت کشش ارائه دادندبریتنش حول 

بر ها . آن[11]توسط جعفری و نظری صورت پذیرفت دگی بر تمرکز تنش ناشی از شار حرارتیبری هانحنای گوششعاع بررسی تأثیر 

 نامحدود همسانگرد یههای مختلف در یک صفحدگیبریدر اطراف را تئوری ترموالاستیسیته دوبعدی حالت پایدار میدان تنش  یهپای

 .دگی مرکزی عایق اسـتبریصفحه در بینهایت تحت جریان حرارتی یکنواخت است و مرز در این مطالعه . دادندمورد بررسی قرار 

حاوی  های متقارنلایهدتأثیر پارامترهای مختلف بر توزیع تنش چناز روش متغیر مختلط لخنیتسکی  مشیری اول و جعفری با استفاده

ی جدید نیا و همکاران یک معادلهعباسها نتایج را با نتایج اجزای محدود مقایسه کردند. آن .[17]کردند بررسیرا  دگی مثلثیبری

موفق به  روش رگرسیون با استفاده از هاآن .[18]را ارائه دادند ای در ورق ارتوتروپیکدگی دایرهبریضریب تمرکز تنش جهت تخمین 

ها ای در صفحات ارتوتروپیک تحت کشش شدند. آندگی دایرهبریی ضریب تمرکز تنش حول ای صریح جهت محاسبهی رابطهارائه

  درصد است. 1نشان دادند که مدل پیشنهادیشان قادر به پیش بینی ضریب تمرکز تنش با حداکثر خطای 

در هیچ یک از مقالات مشابه  اماگرفته است  صورت مختلفدگی در مواد بری توزیع تنش حول نی در زمینههای فراواگرچه پژوهشا

در  دگیبریزاویه چرخش و  دگیبری شعاع انحنای گوشه، خواص مکانیکیبر حسب  تمرکز تنش بیضر یی محاسبهبرا یحیصررابطه 

ی چند جملها توجه به سادگی رابطه ارائه شده در این مقاله )معادلهی ارائه نشده است. بنامحدود تحت بار کشش کامپوزیتیصفحات 

دگی بیضوی را با بریتوان مقادیر تنش در صفحات حاوی ی حل تحلیلی، به سادگی میای( به جای انجام پروسه سخت و پیچیده

  آورد.بدست دلخواه دگی بریچرخش  زاویه استفاده از خواص مکانیکی ماده در

 هامواد و روش -2

 مشخصات مواد -1-2

و نامحدود در نظر  یمحور یشکل، تحت بارگذار یضیب یگشودگ یمقاله، صفحات حاو نیمورد مطالعه در ا یتیصفحات کامپوز

مورد  یو عموم یمختصات محل شودیم دهید 1همانطور که در شکل  (.1در مرکز صفحه واقع است )شکل  گشودگی. اندگرفته شده

 هیصورت گرفته و رفتار صفحات در ناح ایمسأله با فرض تنش صفحه لی. تحلاستشده  دهیکش ریه تصومقاله ب نیاستفاده در ا

  شده است. یبررس یخط کیالاست

و همکاران  انیباشد. عباس یجامع و کاف یستیمجموعه داده با نیاست. ا ازنی مورد هااز داده ایمجموعه یونیرگرس لیتحل یبرا

 بیضر یبرا یقیدق نیتخم توانیمتفاوت م یکیماده مختلف با خواص مکان 103 یکیمکان اتیاز خصوص نشان دادند که با استفاده

 بیبه تقر یابیجهت دست شتریب یهابه داده ازین لدلیبه هاآن .[18]بدست آورد ایرهیدا یگشودگ یتمرکز تنش در صفحات حاو

 با هاآن یکیو خواص مکان سیو ماتر افیمختلف ال یحجم یماده مرکب به کمک درصدها یکیمناسب، از روابط محاسبه خواص مکان

 هاآن یکیاز خواص مکان یکه برخ گرددیمواد استفاده م نیهم زا زیپژوهش ن نیدر ا روازاینقانون اختلاط استفاده کردند.  یربکارگی

  .[19, 18] است شده ارائه 1 جدول در
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 طرفهتحت کشش یک بیضویشماتیک ورق نامحدود دارای گشودگی  :1شکل 

 
 [19, 18]مواد مکانیکی  خواص :1جدول 

 1E (GPa)2E (GPa)12G(GPa) نام مادّه
12 

 28/0 8/3 6/8 0/39 شیشه/اپوکسی-ای

 27/0 5/4 9/8 0/43 شیشه/اپوکسی-اس

 17/0 3/5 7/29 7/29 شده/اپوکسیشیشه با الیاف بافته

 34/0 2/2 5/5 0/87 کولار/اپوکسی

 27/0 2/7 3/10 0/142 کربن/اپوکسی

 28/0 0/5 7/8 0/131 کربن/پیک

 
 حل تحلیلی -2-2

 بیضرا یتابع تنش را محدود به محاسبه یمحاسبه توانیدر اجسام ناهمسانگرد، م یتسکیلخن تهیسیالاست یبا توجه به تئور

و  [2] نیهمانند ساو ی. افرادشوندیمحاسبه م یدگبریحول  یمرز طینامعلوم با توجه به شرا بیضرا نیدانست. ا ینامشخص

 شده ارائه روابط در. اندرا محاسبه کرده ایرهیو دا یضویب یدگبری یناهمسانگرد دارا دتابع تنش در صفحات نامحدو [4] یتسکیلخن

مقاله  نی.  لذا در اخوردیبه عنوان پارامتر مؤثر بر تمرکز تنش به چشم نم یدگبریچرخش  یهیتمرکز تنش، زاو بیضر یمحاسبه برای

 یهیو زاو یکیتمرکز تنش بر حسب خواص مکان بیموجود، ضر وابطر ری( نسبت به سااید جملهچن یعلاوه بر شکل ساده )رابطه

 یونیرگرس لیآمده جهت تحل بدست های. از تنش[18]شودی. در ادامه به روند محاسبه تنش پرداخته مگرددیارائه م یدگبریچرخش 

  .گرددیاستفاده م

هر مؤلفه تغییر  های تغییر شکل نسبی وهر مؤلفه تــنش را به تمام مؤلفه توانمیمطابق تعمیم قانون هوك در حالت سه بعدی 

 :((2( و )1)روابط ) ختشکل نسبی را به تمام مؤلفه های تنش مربوط سا
(1) 

i ij jC   

(2) 
i ij jS   

 [ ]C  و[ ]S  ( 3ی )؛ که ارتباط بین این دو پارامتر در رابطهتی ماده هستندفس نرمی یا انعطاف پذیری و تانسورهایبه ترتیب

  :شودمشاهده می

(3) 1[ ] [ ]C S   ACCEPTE
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ای گیریم. بـرای حـــالت کـرنش صـفحهای را درنظر مینش صفحهای و تو حالت کرنش صفحهدر ادامه کار د 0 yzxzz   اعضـا

 آید: بدست می (4ی )رابطهبصورت ijRماتریس نرمی کاهش یافته 

(4) 

33

2

13331111 /)( SSSSR   

332313331212 /)( SSSSSR   

333613331616 /)( SSSSSR   

33

2

23332222 /)( SSSSR   

333623332626 /)( SSSSSR   

33

2

36336666 /)( SSSSR   

0ای)حالت تنش صفحهو برای  yzxzz ) ( نشان داده شده است.5ی )در رابطه 

(5) 
ij ijR S     , (1, 2,6)i j   

 شود:بیان می (6ی )رابطهدر حالت دو بعدی رابطه سازگاری بصورت  هستنداعضا  ماتریس نرمی  ijRکه در این روابط

(6) 
yxxy

xy

2

2

y

2

2

x

2














 

 است: (7ی )معادلهرابطه تنش و کرنش برای ماتریس نرمی کاهش یافته بصورت 

(7) 

xy66y26x16xy

xy26y22x12y

xy16y12x11x

RRR

RRR

RRR







 

)تابع تنش  یستیارضا شدن معادلات تعادل با یبرا از طرفی , )F x y شود فیتعر رزی صورتبه: 

(8) 

2

2

2

2

2

x

y

xy

F

y

F

x

F

x y
















 

 

 

ACCEPTE . دآیمی دستب Fمرتبه چهارم بر حسب تابع تنش لیفرانسیمعادله د ،یسازگار یدر معادله (8) یرابطه یگذاریجا با
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(9) 
4 4 4 4 4

22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 4
2 (2 ) 2 0

F F F F F
R R R R R R

x x y x y x y y

    
     

       
 

)که  باشدیم گردرهمسانیغ یهماد یبرا یسازگار ی، معادله(9) یمعادلهواقع  در , )F x y تابع تنش وijR ینرم سیماتر یاعضا 

( قابل 5( و )4مطابق روابط ) ijSای بصورت تابعی ازای یا تنش صفحهصفحه است که براساس فرض کرنش صفحه افتهیکاهش 

 یرابطه صورتبه kD لاو یمرتبه یبه کمک چهار اپراتور مشتق خط (9) یمعادلهنشان داده است که  یتسکیلخن باشند.محاسبه می

 : شودیساده م (10)

(10) 

 
1 2 3 4 0

, 1,2,3,4k k

D D D D F

D k
y x





 
  
 

 

 
a باشدیم (11) یمعادله یصهمشخ یمعادله هایهشیر . 

(11) 
4 3 2

11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0R R R R R R         

دو به  یهاشهیر یدارا صهمشخ یمعادله نیاثبات کرد که ا یتسکیدارد. لخن یموهوم یشهیچهار ر یکلدر حالت  (11) یمعادله

 : باشندیم (12) یرابطه صورتدو مزدوج به

(12) 
1,2 1 1

3,4 2 2

i

i

  

  

 

 
 

 خواهد بود:  (13) یرابطه صورتبه Fتابع تنش یکل انیمعادله مشخصه، ب هایشهیتوجه به ر با

(13) 
1 1 2 2( , ) 2Re[ ( ) ( )]F x y f z f z  

1f  2وf  1,2 یراب مختلط  ریمتغتوابع دلخواه از=k دو  نییمسأله به تع کرد،یرو نیا یرکارگی. با بهباشندیم

یم نییتع (14) یرابطه از هاتنش نی. بنابراشودیرا ارضا کند؛ محدود م یدگبری یلبه یمرز طیکه شرا ایبه گونه 2fو  1fتابع 

 . شوند

(14) 

2 " 2 "

1 1 1 2 2 2

" "

1 1 2 2

" "

1 1 1 2 2 2

2Re[ ( ) ( )]

2Re[ ( ) ( )]

2Re[ ( ) ( )]

x

y

xy

f z f z

f z f z

f z f z

  



  

 

 

  

 

 یدستگاه در مرز گشودگ نیارائه شوند. چون در ا یفوق در دستگاه مختصات قطب هایبهتر است تا تنش یتوجه به مرز گشودگ با

=0) یو شعاع یبرش یهاتنش
r=r) یطیتنش مح ماندهیصفر خواهند بود و تنها تنش باق )

( .است 

 
 و استخراج مدل یونیرگرس لیتحل -3-2

 ی. در صورتماندیم یباق یطیتنها تنش مح نیمحاسبه شدند. بنابرا قطبی مختصات دستگاه در هاشد که تنش انیدر قسمت قبل ب

 نیوجود خواهند داشت که در ا یدر مرز گشودگ xyو  yو  xاستفاده شود؛ هر سه تنش  یکه اگر از دستگاه مختصات دکارت

سهولت از دستگاه  لدلیاما به شودیم یجواب منته کیهر دو روش به  جهیکرد. نت فادهاست سزیاز تنش معادل فون م دیصورت با

) یاطراف گشودگ یطیتنش مح نیشتریتمرکز تنش به صورت ب بیضر نرویا استفاده شده است. از یمختصات قطب
max)  به تنش

)  یاعمال
0 ) در مرز ورق  یتنش اعمال زانی. مشودیم فیتعرPa1 یتمرکز تنش در صفحات حاو بیضر نکهی. با علم به اباشدیم 

) یکیص مکاناز خوا یتابع یضویب یگشودگ
1E،2E،1212وG) یدگبریچرخش  یهیو زاو (م )یساز بعدیاشد؛ جهت ببی 
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مختلف باتیاز ترک زین رهایمتغ
1E،2E  و

12G مستقل مدل  یرهامتغی عنوانبه  نهیشش گز تیاستفاده شده است که در نها

  استفاده شد. 1چندگانه یخط یونیرگرس

 هایمدل نی. بنابرا[18]و اثرات متقابل فاکتورها قابل برآورد هستند  ونیمدل رگرس بیضرا هیکل یطرح آمار نیکمک ا به

 ی)رابطه 2یعبارتند از: مدل خط بیتمرکز تنش مورد استفاده قرار گرفتند به ترت بیضر نیتخم یکه برا ((15) ی)رابطه یونیرگرس

 (. (91) ی)رابطه 5افتهی( و مدل درجه دوم کاهش (81) ی)رابطه 4دوم درجهمدل ، ((71) ی)رابطه 3،مدل با اثرات متقابل((16)

 

 

(15) 2

0

1 1 2 1

m m l m

i i ij i j ii i

i i i i

Y x x x x    
   

        

(16) 
0 1 1 2 2 3 3 4 4Y b b x b x b x b x         

(17) 
0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4 23 2 3 24 2 4 34 3 4Y b b x b x b x b x b x x b x x b x x b x x b x x b x x               

(18) 
2

0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4 23 2 3 24 2 4 34 3 4 11 1

2 2 2

22 2 33 3 44 4

Y b b x b x b x b x b x x b x x b x x b x x b x x b x x b x

b x b x b x 

           

   
 

(19) 
2 2 2 2

0 1 1 2 2 3 3 4 4 11 1 22 2 33 3 44 4Y b b x b x b x b x b x b x b x b x             

 

2همان  ،1x یطیتنش مح Y ها،که در آن

1

E

E
 ،

2x  1برابر

12

E

G
،

3x نسبت پواسون 
12  و

4x یدگبریچرخش  یهیزاو   و

 نیهمچن
0bثابت،  بی، ضر

ib یاثر خط، 
iib  ،اثرات درجه دومijb  واثرات متقابل  باشندیمدل م یخطا.  

مجموع شامل  یکل مدل به دو عامل اصل انسیگانه گزارش شده است. وارچند یخط ونیمدل رگرس انسیوار هیتجز 2جدول  در

  شده است. میتقس 7و مجموع مربعات خطا 6ونیمربعات رگرس

 
 تجزیه واریانس مدل رگرسیونی :2جدول 

تغییراتمنبع   متوسط مربّعات مجموع مربّعات درجه آزادی 

1p رگرسیون    
2

1

ˆ( )
m

R i

i

SS y y


   
/ 1R RMS SS p   

ماندهباقی  n p  
2

1

ˆ( )
m

E i i

i

SS y y


   
/E EMS SS n p   

1n کل  
2

1

( )
m

T i

i

SS y y


   

- 

 
 عملکرد مدل یابیارز یارهایمع -4-2

 میو تست تقس ونیبراسیبه دو بخش کال تصادفی طور به هاچندگانه، داده یخط ونیبهتر عملکرد مدل رگرس یابیبه منظور ارز

داده یتست در نظر گرفته شد. سپس برا یبرا زنی هاداده ماندهیدرصد باق 20 ون،یبراسیکال برای هادرصد داده 80شدند. با اختصاص 
                                                           
1 Multiple Linear Regression 
2 Linear 
3 Two Factor Interaction (2FI) 
4 Quadratic 
5 Reduce Quadratic 
6 sum of squared regression (SSR) 
7 sum of squared errors (SSE) ACCEPTE
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قرار  یابیمورد ارز 3و بازده مدل 2مدل یخطا اری، انحراف مع1مدل یمربعات خطا نیانگیمهمچون  ییارهایو تست مع ونیبراسیکال های

 کال،یراد تم،یلگار ریظن لاتیتمرکز تنش، انواع تبد بیبهتر ضر نیجهت تخم یونیبه مدل رگرس یابیدست یگرفتند. پس از آن برا

 یاستخراج شده است. لازم به ذکر است که انتخاب مدل مناسب با توجه به نمودار پراکندگ ناسبو مدل م دندیمعکوس و ... اعمال گرد

  .[18]ربع اول انجام شده است  مسازیحول ن یواقع ریشده در مقابل مقاد ینبیشیپ ریمقاد

 یبرا ازیمورد ن هایتنش لیدر پژوهش حاضر از نرم افزار متلب استفاده شده است. در ابتدا محاسبات جهت تحل لیتحل جهت

 یسیمختلط با کد نو ریروش متغ هیبرپا یلیتحل یو به کمک حل یکیمختلف خواص مکان ریچندگانه، با استفاده از مقاد یخط ونیرگرس

کد  از استفاده با هامدل یابیارز نیو همچن یونیرگرس هایمدل استخراج ها،داده لیو تحل کیدر نرم افزار متلب انجام شد. سپس تفک

 یهیو زاو یکیتمرکز تنش برحسب خواص مکان بیضر یبرا حیصر ایرابطه تیتا در نها رفتیدر نرم افزار متلب صورت پذ نویسی

 . دیارائه گرد یدگبریچرخش 

 نتایج و بحث -3

2 یرهایدر پژوهش خود نشان دادند که با انتخاب متغ [18]و همکاران  انیعباس

1

E

E
 ،1

12

E

G
و  

12 مقدار  نیبه کمتر توانیم

ذکر شده به  یرهایاز متغ زیپژوهش ن نیدر ا نروی. ازافتیتمرکز تنش دست  بیضر نیدر تخم خطای مدل اریو انحراف مع نیانگیم

محاسبه کند؛  یضویب یدگبری یفحات حاوتمرکز تنش را در ص بیکه ضر ایبه معادله یابیجهت دست  چرخش هیزاو ریهمراه متغ

 یشناس بی. در ادامه به عباشدیدرجه دوم م ،رگرسیونشکل مدل  نینشان دادند که بهتر [18] شانیا نیاستفاده شده است. همچن

  .شودیمدل پرداخته م یریپذ میتعم تیبلمدل و قا یآمار یابیمدل، ارز نسایوار هیتجز ون،یمدل رگرس
 
 عیب شناسی مدل رگرسیون -1-3

نشان  2در شکل  ونیبراسیکال یتمرکز تنش در مرحله بیضر نیتخم یدرجه دوم انتخاب شده برا ونیمدل رگرس یشناس بیع 

و مستقل خطاها  کنواختی عی((، توزcو  a) 2)شکل  ونیمدل رگرس یخطاها یآمار عیداده شده است. با توجه به نرمال بودن توز

و  ابدییاعتبار م یونی( مدل رگرس(d) 2)شکل   یونیمدل رگرس یخطاها نیب یگعدم وجود خود همبست نی( و همچن(b) 2)شکل 

  شده اعتماد کرد. شنهادیدرجه دوم پ یونیمدل رگرس جیبه نتا توانیم

 

                                                           
1 Root Mean Square Error (RMSE) 
2 Mean Absolute Percentage Error (MAPE) 
3 Efficiency (EF) ACCEPTE
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 رگرسیون خطی چندگانه اعتبار مدلنتایج ارزیابی  :2شکل 

 
 تجزیه واریانس مدل رگرسیون -2-3

 دهدینشان م p-value ریآورده شده است. همانطور که مقاد 3در جدول  ونیمدل درجه دوم رگرس انسیوار هیتجز یجهینت

. اندشده داریدرصد معن کی یدار معنی سطح در اندگام به گام انتخاب شده ونیمدل که توسط روش رگرس های(، همه عامل00/0)

 ق انتخاب شد.یطر نیبد زیشکل مدل ن نیبهتر نبنابری
 

 رگرسیون خطی چندگانهمدل درجه دوم   انسیوار هیتجز جهی: نت3جدول 
 DF SS MS F-value p-value 

 00/0 0/34811 36/10 55/144 14 مدل

2
1

1

( )
E

x
E

 1 03/15 03/15 5/50096 00/0 

1
2

12

( )
E

x
G

 1 50/16 50/16 6/55016 00/0 

3 12( )x  1 06/0 06/0 4/187 05/0 

4(sin( ))x  1 11/36 11/36 1/120397 00/0 

1 2x x 1 13/0 13/0 6/449 00/0 

1 3x x 1 06/0 06/0 4/208 00/0 

1 4x x 1 24/11 24/11 5/37461 00/0 

2 3x x 1 00/0 00/0 8/3 00/0 

2 4x x 1 23/0 23/0 1/772 00/0 

3 4x x 1 00/0 00/0 6/1 08/0 

2

1x 1 34/1 34/1 3/4473 00/0 

2

2x 1 25/0 25/0 2/832 00/0 

2

3x 1 05/0 05/0 8/181 00/0 ACCEPTE
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2

4x 1 54/63 54/63 6/211848 00/0 

   00/0 67/4 15569 خطا

   01/0 22/149  کل

 
 ارزیابی آماری مدل رگرسیون -3-3

در سطح  رنویاسم-و کولموگروف شری، فt-test یآمار هایاز آزمون یآمار عیو توز انسیوار ن،یانگیم یسهیمقا یبرا بیبه ترت

 شیو پ یواقع ریمقاد یفیتوص یآمار هاییژگیو نیب یزیناچ اریکه اختلاف بس دهدینشان م جیشد. نتادرصد استفاده  5 یدار یمعن

 05/0نشان داد که در تمام موارد بزرگتر از  p-valueمقدار  نیو تست وجود دارد. همـچن ونیبراسیلشده در هر دو مرحله کا ینیب

هستند.  گریکدیمشابه  یضویب یشده از تمرکز تنش گشودگ ینبیشیو پ یاقعو یکرد که هر دو مجموعه داده انیب توانیاست لذا م

  .اندمحاسبه شده یبه خوب یونیمدل رگرس بیضرا نیبنابرا

دو مجموعه داده نیب یهمبستگ بیمدل و تست، مقدار ضر ونیبراسیدر هر دو مرحله کال شود،یم دهید زین 3همانطورکه در شکل 

 کیبرابر با  باً یدو مجموعه داده تقر نیما ب یونیو عرض از مبدا خط رگرس بیش نیشد. همچن 98/0ابر با شده بر ینیب شیو پ یواقع ی

  کاملاً قابل قبول است. زیتست ن یدر مرحله رگرسیون خطی چندگانهعملکرد مدل  نیرابه صفر است. بناب کیو نزد

 

 
( مرحله کالیبراسیون و a) رگرسیون خطی چندگانهبینی شده توسط مدل  ارزیابی توافق مقادیر ضریب تمرکز تنش واقعی و پیش :3شکل 

(bمرحله تست )  

 

 مدل رگرسیون پایداری و قابلیت تعمیم پذیریارزیابی  -4-3

کاهش داده شـده  ون،یبراسیکال هایدرصد مجموعه داده رگرسیون خطی چندگانهمدل  یریپذ میتعم یژگینشان دادن و یبرا

تست استفاده شد.  هایمجموعه داده یبرا یو الباق ونیبراسیکال هـایمجـموعه داده یبـرا 50 یال 100 یاز درصدها نیاست. بنــابرا

و انحراف  نیانگیم ریشد. مقاد دهیسنج ونیبراسیکال هایمدل در مقابل کاهش اندازه مجموعه داده یرپذیمیتعم تیقابل قیطر نیبد

نشان داده شده است. همانطور که  4در جدول  k-foldمختلف حاصل از روش  یدادهمجموعه  100 یمدل برا خطای مدل اریمع

با  یادیاختلاف ز زیدرصد ن 50تا اندازه  ونیبراسیکال هایمدل با کاهش اندازه مجموعه داده یخطاها نیانگیم ریمقاد شود،یملاحظه م

 100 نیاست، لذا از ب ونیبراسیکال هایوابسته به مجموعه داده محاسبه شده یونیرگرس بیضر ریندارند. با توجه به آنکه مقاد گریکدی

 نیا یسهیانتخاب شد. مقا شود؛یو تست م ونیبراسیقابل قبول در هر دو مرحله کال جیمجموعه داده را که منجر به نتا نیمجموعه بهتر

 تیاز قابل یکه مدل رگرسون دهدینشان م شوند،یماستفاده  ونیبراسیکال برای هاکه همه داده یزمان یمدل برا یخطا ریبا مقاد جینتا

 توانیار خطاها، میبودن مقدار انحراف مع نییپا لیبه دل نیکرد. همچن نانیبه آن اطم توانیبرخوردار است و م یخوب یریپذ میتعم

 برخوردار است. یخوب ینیب شیپ یداریپا تیکرد که مدل از خاص انیب
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 رگرسیون خطی چندگانهپذیری مدل درجه دوم  ارزیابی قابلیت تعمیم :4جدول

 کل تست کالیبراسیون 

 RMSE MAPE EF RMSE MAPE EF RMSE MAPE EF 
100 - - - - - - 20/0 61/3 98/0 

90 22/0 59/3 98/0 23/0 78/3 98/0 22/0 61/3 98/0 

80 22/0 60/3 98/0 23/0 66/3 98/0 22/0 61/3 98/0 

70 20/0 62/3 98/0 19/0 59/3 98/0 20/0 61/3 98/0 

60 20/0 61/3 98/0 20/0 61/3 98/0 20/0 61/3 98/0 

50 20/0 61/3 98/0 20/0 61/3 98/0 20/0 61/3 98/0 

 

 181 یکیمکان اتیبا خصوص ی/اپوکستیگراف هماد یمحدود برا یاجزا حلحاضر با  یمطالعه جینتا
1E  ،3/10 

2E  ،17/7 

12G  28/0و 
12  یگزارش شده است. علاوه بر آن برا 5آن در قالب جدول  جیشده که نتا سهیمقا یچرخش گشودگ یایدر زوا 

محدود  اجزای حل با حاضری مطالعه زیآورده شده است. اختلاف ناچ 4در شکل  جینتا یسهیمقا زین یچرخش گشودگ یایزوا یتمام

 یچرخش گشودگ یهیزاو-بعدیتنش ب یمنحن یضویب یگشودگ ی. براباشدیارائه شده در مقاله موجود م یرابطه تصحبر  یدیتاک

ان که در واقع هم بعدیمقدار تنش ب نیکمتردرجه  180صفر و  یایتناوب، در زوا کی. در باشدیدرجه م 180تناوب  یهدور یدارا

 .دهدیتنش نـامطلوب رخ م ای بعدیمقـدار تنش ب نیشتریدرجه، ب 90 هیو در زاو افتدیاتفاق م باشدیتنش مطلوب م

 
اجزای محدود در زوایای چرخش مختلف برای صفحه گرافیت/اپوکسی  حلی حاضر و ی مقادیر تنش محاسبه شده در مطالعهمقایسه :5جدول 

 حاوی گشودگی بیضوی

 درصد خطا اجزای محدود حل ی حاضرمطالعه 

25 4694/5  4363/5  62/0  

75 8109/11  9271/11  98/0  

85 4110/12  4359/12  20/0  

90 4901/12  5010/12  08/0  

100 1809/12  2393/12  48/0  

155 4696/5  4350/4  64/0  
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گرافیت/اپوکسی حاوی گشودگی  هماداجزای محدود در  حلی حاضر و تمرکز تنش مطالعهی چرخش گشودگی بر ی تأثیر زاویهمقایسه :4شکل 

 بیضوی

 

 یتمرکز تنش گشودگ بیضر نیجهت تخم یونیروش رگرس هیبه مدل استخراج شده بر پا توانینشان داد که م جینتا نیبنابرا

جهت  ییمدل نها بیضرا  6در جدول  .((20ی )ابطه)ر کرد نانیاطم ،یچرخش گشودگ هیماده و زاو یکیبر حسب خواص مکان یضویب

 تمرکز تنش، ارائه شده است. بیبرآورد ضر

 
 ضرایب مدل نهایی رگرسیون :6جدول 

 مقدار ضرایب عامل
 عرض از مبدأ

0 01352/0 

2
1

1

( )
E

x
E

 
1 70887/0- 

1
2

12

( )
E

x
G

 
2 01113/0 

3 12( )x  
3 15140/0 

4(sin( ))x  
4 72089/0 

2

1x 11 28523/0 

2

2x 22 00005/0- 

2

3x 33 21080/0- 

2

4x 44 01320/0- 

1 2x x 
12 01535/0 

1 3x x 
13 31710/0 

1 4x x 
14 15934/0 

2 3x x 
23 00441/0 

2 4x x 
24 00263/0- 

3 4x x 
34 08083/0 

β 

ACCEPTE
D M

ANUSCRIPT



13 

 

 

(20) 
4 4 4

2

0

1 , 1 10

ln( ) ( ) i i ij i j ii i

i i j i

f x x x x x    
   

        

 نتیجه گیری -4

از صفحات  یادیتعداد ز یتنش برا عیمختلط، توز ریروش متغ هیپا بر یلیتحل روش حل کیپژوهش، با استفاده از  نیدر ا

شد تا رابطه یچندگانه سع یخط ونیمحاسبه شد؛ سپس با استفاده از رگرس یضویب یگشودگ یرادا تحت تنش محوری، کیارتوتروپ

 ارائه گردد. یضویب یگشودگ یدارا کیرتوتروپا یصفحه یبرا یکیتمرکز تنش و خواص مکان بیضر نیب حیصر ای

برای صفحات نامحدود تحت کشش یک طرفه های صورت گرفته دقت مدل ریاضی ارائه شده را به اثبات رساند. این رابطه، ارزیابی 

 .را ارائه داده استزاویه چرخش بریدگی  خواص مکانیکی ماده وبین ضریب تمرکز تنش با  ای صریحرابطهدست آمـده است که بـه

تست )برابر ی واقعی و پیش بینی شده در مراحل کالیبراسیون مدل و علاوه بر آن برابری مقدار ضریب همبستگی بین دو مجموعه داده

 سازد.( حلّ پیشنهادی ارائه شده را قابل اعتماد می98/0با 

تنش نامطلوب. طراح  زیدرجه ن 90 هیو در زاو دهدیدرجه تنش مطلوب رخ م 180چرخش صفر و  یایدر زوا یضویب یگشودگ در

با در نظر  تواندیمقاله طراح م نیدر ا از تنش نامطلوب اجتناب کند. به کمک رابطه ارائه شده یستیبا نهیبه طرح به یابیدست یبرا

 خود را مرتفع سازد. ازیرا محاسبه و ن ،یضویب یگشودگ یدارا کیدر مواد ارتوتروپ طلوبتنش م یطراح هایتیگرفتن محدود

 

 فهرست علایم -5

0b  ضریب ثابت   

ijb  
 اثرات درجه دوم

ib  
 اثرات متقابل

1E  (Nm-2) مدول الاستیک طولی  

2E  (Nm-2) الاستیک عرضیمدول   

12G   (Nm-2) مدول برشی  

F  (Nm-2)تابع تنش  

n هاتعداد داده   
p p پارامترهای مدل 

ijR  ماتریس نرمی 

ix  
مستقل رمتغی  

y   
به شده از روش تحلیلی ضریب تمرکز تنش محاس

(2-Nm) 

ŷ   
مدل  توسطضریب تمرکز تنش محاسبه شده 

(2-Nm) 
y  (Nm-2)میانگین ضریب تمرکز تنش   

12  نسبت پواسون  

0  (Nm-2)تنش اعمالی   

, ,x y xy    (Nm-2)اجزای تنش در مختصات کارتزین  

, ,r r     (Nm-2)اجزای تنش در مختصات قطبی  

  خطای مدل 
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ABSTRACT  
In this paper, we try to use a multiple linear regression method to explicitly describe the explicit relation 

between the stress concentration coefficient of plates containing elliptic openings in terms of mechanical 

properties and the angle of rotation of openness. First, the stress concentration coefficient for a lot of 

composites was calculated by analytical method based on the mixed variable method and using different values 

of the mechanical properties of the composites. Using the obtained data, using the regression method Multiple 

Linear The explicit relation was used to estimate the stress concentration coefficient in unbounded composite 

plates containing elliptic openings under tensile load. It is important to note that several factors affect the 

concentration of tension around the openness. Therefore, by correct selection of these parameters, it can be 

significantly reduced the stress concentration and increased the structural strength. One of these factors is the 

angle of rotation of openness, which is discussed in this article. In addition to the ease of use, the proposed 

relationship, by eliminating complex and complex analytical solutions, saves time and allows the designer to 

obtain the desired parameters to achieve the desired stress. The results showed that the regression model was 

able to estimate the coefficient of stress concentration with an error of less than 1 percent. 
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