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 مقدمه -1

ترین روش آزماایش در در مقیااس کوچاک مطمئنبرای مطاالعاه مواد 

بااشاااد. در این روش ناانوساااااتاار در ابعااد مقیااس اتمی و مولکولی می

گیرد. در این روش برای تعیین اواص واقعی مورد مطااالعااه قرار می

ای اعمال  رب(  AFM) مکانیکی نانوساااتارها از میکروساکون نیروی اتمی

گیری پااسااا   ات و انادازهانوصااافحا انیکی مختلف بر روی نا باارهاای مکا 

کنند. مشااکلات اساااساای در این روش دشااواری کنترل بر اسااتفاده می

های اقتصاادی سانگین و نیز شارایط آزمایش در این مقیاس و نیز هزینه

باشد. از این رو از این روش تنها برای اعتبارسنجی  بر بودن روش میزمان

 شود.نه دیگر استفاده میهای ساده و کم هزیشرو

ساازی اتمی راه حل دیگری در مطالعه ساااتارها در مقیاس  شابیه     

ها با در نظر گرفتن ها و مولکول باشاد. در این روش رفتار اتمکوچک می

هاا کاه در نهاایات ت ییر فرم اثر بین مولکولی و بین اتمی بر حرکات آن

یرد. اساتفاده از این گمورد بررسای قرار میشاود، کل جسام را شاامل می

باشاد و یا مقیاس  گامی که مسائله دارای ت ییر شاکل بزرم میروش هن

تر از یک یا چند اتم باشاد، هزینه محاساباتی بسایار زیادی داشاته و بزرم

مقرون به صارفه نیسات. بنابراین، از این روش تنها برای مساابل با ت ییر  

 شود.شکل کوچک استفاده می

های فوق برای مطالعه شده در روشهای مطرحدودیتبا توجه به مح     

تر در بررسااای ناانوساااااتاارهاا، محققین باه دنباال راهکاارهاای سااااده

سااازی سااااتارهای در مقیاس کوچک، با اند. مدل نانوسااااتارها بوده

اساتفاده از مکانیک محیط پیوساته راه حل دیگری در مطالعه این مواد 

متنوعی وجود ی وابسااته به اندازه  های محیط پیوسااتهری باشااد. تئومی

اناد از جملاهت تئوری میکرومورفیاک، دارناد کاه آثاار انادازه را در نظر گرفتاه

تئوری میکروساااااتاار، تئوری میکروپولار، تئوری کوسااارات، تئوری  

تئوری الاستیسیته گرادیان  غیرموضاعی، تئوری کوپل تنش اصالاح شده،

ند  ی میدانی کلاسایک هساتهای تئوری تهرش یافها گساتکرنشای که این

 است.ها آثار اندازه گنجانده شدهکه در آن

قرار  یمورد بررسا  یگرافن نیندلینانو ورق م یمقاله رفتار کمانشا   نیدر ا

  ریغ ی کوچک، تئور اسیاثرات مق ی ریگرفته اسااات. به منظور در نظرگ

عادلات  تنش کوپل اصالاح شاده به کار گرفته شاده اسات. م کیکلاسا 

 ی برا ریاساتخراج و با روش ناو ون،لتیق بر اسااس اصال همحاکم نانو ور

  ،یرموضعیپارامتر غ  راتیگاه ساده حل شده است. تأث  هیکت  ی مرز  طیشرا

قرار  یمورد بررسا  یکمانشا  یبار بحران ی نسابت ابعاد و ضاخامت، بر رو

 گرفته است.

 کوپل تنش اصلاح شده یتئور  -2

کوپل تنش  ی صالاح کردن تئوربا ا 2002در ساال   ]1[وهمکارانش انگی

  ]5[نیندلیو م  ]4[تری، کو]3[رسااتنیو ت نیندلیم  ]2[نیکه توسااط توپ

مدل کوپل تنش اصاالاح شااده که تنها   کی ارابه شااد، 1964در سااال 

 Material length scale) طاول ماااده اسیاا پاااراماتار ماقا  کیاا  ی دارا

parameter )  ند،کرد دهاشانیرا پ باشادیکردن اثر اندازه م  ریتصاو ی برا  

طول  اسیدو پارامتر مق ی دارا کیکوپل تنش کلاساا  ی تئور کهیحال در

 ماده است.

در  یکرنشااا  ی انرژ یچگاال کوپال تنش اصااالاح شاااده، ی تئور در     

و ساط    Vکه محدود به حجم  یجسام ی برا ی مختصاات قابم ساه بعد

Ω ت]6[شودیم انیب ریبه صورت ز باشدیم 

𝑈 =
1

2
∫  

𝑉

(𝜎𝑖𝑗ℇ𝑖𝑗 +𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗)𝑑𝑉    𝑖, 𝑗 = 1,2,3 (1)  

 که در آنت 

ℇ𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) (2)  

𝜒𝑖𝑗 =
1

2
(𝜃𝑖,𝑗 + 𝜃𝑗,𝑖) (3)  

χij      وεij  ترتیاب قسااامات متقاارن تاانساااور انحناا) باه Symmetric 

partof the curvaturetensorو تاانساااور کرن ) (شStrain tensor )

( و Displacement vectorجایی) به ترتیب بردار جابه    u𝑖 وθ𝑖هساتند.

 اند.( تعریف شدهRotation vectorبردار چراشی) 

𝜃 =
1

2
 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝒖 (4)  

𝜎𝑖𝑗 به ترتیب تانسااور تنش و قساامت انحرافی تانسااور کوپل  𝑚𝑖𝑗و      

( هساتند که Deviatoric part of  the couple stress tensorتنش) 

 شوندتبه صورت زیر تعریف می

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆ℇ𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇ℇ𝑖𝑗 (5)  

𝑚𝑖,𝑗 = 2𝜇 𝑙
2𝜒𝑖𝑗 (6)  

پاارامتر مقیااس  lدلتاای کرونکر و δ𝑖𝑗ثوابات لاماه،  μو  λکاه در آن      

 m𝑖𝑗و   χ𝑖𝑗توان دریافت که ( می6( و ) 3باشاد. از معادله ) طول ماده می

   متقارن هستند.
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 :نیندلیمدل صفحه م -3

،  a( نانو صاافحه مسااتطیلی ضااخیم و همسااانگرد به طول 1در شااکل) 

 است.هشدنمایش داده hو ضخامت  bعرض 

 
 ی از صفحه و موقعیت محورها شماتیک -1شکل

 

عریف معادلات جابه جایی برای صااافحه میندلین به صاااورت زیر ت     

 شوندتمی

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦) 

(7)  
𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝑧𝜑𝑦(𝑥, 𝑦) 

𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤(𝑥, 𝑦) 

باشاند می yو  xچراش بردار نرمال حول محور   φ𝑦و φ𝑥 که در آن     

 zجاایی نقطاه میاانی صااافحاه درراساااتاای محور هاای میزان جااباه 𝑤و 

 Symmetric part of theتانسااور انحنا) ساامت متقارن باشااد. قمی

curvaturetensor )    و تانسور کرنش و تنش و بردار چراشی برای مدل

 باشدتصفحه میندلین به صورت زیر می

ℇ𝑥𝑥 = 𝑧
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

 (8)  

ℇ𝑦𝑦 = 𝑧
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

 (9)  

ℇ𝑧𝑧 = 0 (10)  

ℇ𝑥𝑦 = ℇ𝑦𝑥 =
1

2
𝑧 (
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑥

) (11)  

ℇ𝑥𝑧 = ℇ𝑧𝑥 =
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥) (12)  

ℇ𝑦𝑧 = ℇ𝑧𝑦 =
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦) (13)  

𝜃𝑥 =
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝜑𝑦) 

(14)  

𝜃𝑦 =
1

2
(𝜑𝑥 −

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

 (15)  

𝜃𝑧 =
1

2
𝑧 (
𝜕 𝜑𝑦
𝜕𝑥

−
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

) 
 (16)  

𝑥𝑥𝑥 =
1

2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝑦
−
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑥

) 
 (17)  

𝑥𝑦𝑦 =
1

2
(
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 

 (18)  

𝑥𝑧𝑧 =
1

2
(
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑥

−
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

) 
(19)  

𝑥𝑥𝑦 =
1

4
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

) 
(20)  

𝑥𝑥𝑧 =
1

4
 𝑧 (

𝜕2𝜑𝑦
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦 𝜕𝑥

) 
(21)  

𝑥𝑦𝑧 =
1

4
𝑧 (
𝜕2𝜑𝑦
𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦2

) 
(22)  

𝜎𝑥𝑥 = (𝜆 + 2𝜇) 𝑧 
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜆 𝑧 
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

 
(32)  

𝜎𝑦𝑦 = 𝜆 𝑧 
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
  + (𝜆 + 2𝜇) 𝑧 

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
 (24)  

𝜎𝑧𝑧 = 𝜆(𝑧 
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑧 
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

) 
(25)  

𝜎𝑦𝑥 = 𝜎𝑥𝑦 = 𝜇 𝑧 (
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑥

) 
(26)  

𝜎𝑥𝑧 = 𝜎𝑧𝑥 = 𝜇 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥) 

(27)  

𝜎𝑦𝑧 = 𝜎𝑧𝑦 = 𝜇 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦) 

(28)  

 شودتت ییرات انرژی کرنشی به صورت زیر بیان می     

𝛿𝑈 = ∫  
𝑉

𝜎𝑥𝑥 𝛿 ℇ𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 𝛿ℇ𝑦𝑦

+ 2𝜎𝑥𝑦 𝛿 ℇ𝑥𝑦
+ 2𝜎𝑥𝑧 𝛿 ℇ𝑥𝑧 + 2𝜎𝑦𝑧 𝛿 ℇ𝑦𝑧
+𝑚𝑥𝑥 𝛿 𝑥𝑥𝑥 +𝑚𝑦𝑦 𝛿𝑥𝑦𝑦
+𝑚𝑧𝑧 𝛿𝑥𝑧𝑧 + 2𝑚𝑥𝑦 𝛿𝑥𝑥𝑦
+ 2𝑚𝑥𝑧 𝛿𝑥𝑥𝑧
+ 2𝑚𝑦𝑧 𝛿 𝑥𝑦𝑧)𝑑𝑉 

(29)  

مطابق F15 تا   F1توان جهت سااده نویسای ضارایب مت یرها را از  می     

 دست آورد.ها را جداگانه به( نامگذاری کرد و آن30معادله) 
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𝛿𝑈 = ∫  

𝑉

(𝐹1𝛿𝑤,𝑥𝑥+ 𝐹2 𝛿𝑤,𝑦𝑦

+ 𝐹3 𝛿𝑤,𝑥𝑦+ 𝐹4𝛿 𝑤,𝑥

+ 𝐹5 𝛿 𝑤,𝑦+ 𝐹6 𝛿 𝜑𝑥,𝑦𝑦

+ 𝐹7𝛿 𝜑𝑦,𝑥𝑥 + 𝐹8 𝛿  𝜑𝑦,𝑥𝑦

+ 𝐹9 𝛿𝜑𝑥,𝑦𝑥 + 𝐹10 𝛿 𝜑𝑥,𝑥

+ 𝐹11 𝛿𝜑𝑦,𝑦 + 𝐹12𝛿𝜑𝑥,𝑦

+ 𝐹13 𝛿 𝜑𝑦,𝑥 + +𝐹14 𝛿𝜑𝑥

+ 𝐹15 𝛿𝜑𝑦)𝑑𝑉  

(30)  

 که در آن     

𝐹1 = −
1

4
𝜇𝑙2 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

) (31)  

𝐹2 = 
1

4
𝜇𝑙2 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

) (32)  

𝐹3 = 𝜇𝑙
2 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1

2
 
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑥

−
1

2

𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

) (33)  

𝐹4 = 𝜇 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥) (34)  

𝐹5 = 𝜇 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦) (35)  

𝐹6 = 𝐹8 =
1

4
𝜇𝑙2𝑧2 (

𝜕2𝜑𝑦
𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦2

)              (36)  

𝐹7 = 𝐹9 =
1

4
𝜇𝑙2𝑧2 (

𝜕2𝜑𝑦
𝜕𝑥2 

−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

)                  
(37)  

𝐹10 = (𝜆 + 2𝜇)𝑧
2
𝜕𝜑𝑋
𝜕𝑥

+ 𝜆𝑧2
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

+
1

4
𝜇𝑙2 (

𝜕2𝑤

 𝜕𝑦2
− 
𝜕2𝑤

 𝜕𝑥2

+ 
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

− 
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

) 

(38)  

𝐹11 = 𝜆𝑍
2
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

+ (𝜆 + 2𝜇)𝑧2  
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

−
1

4
𝜇𝑙2 ( 

𝜕2𝑤

 𝜕𝑦2
− 
𝜕2𝑤

 𝜕𝑥2

+ 
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

− 
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑦

) 

(39)  

𝐹12 = 𝜇𝑧
2 (
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑥

)

+ 𝜇𝑙2 (
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

−
1

2

𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑥

−
1

2
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 

(40)  

𝐹13 = 𝜇𝑧
2 (
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑥

)

+ 𝜇𝑙2 (
𝜕𝜑𝑦
𝜕𝑥

−
1

2
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

−
1

2
 
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

) 

(41)  

𝐹14 = 𝜇 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥) (42)  

𝐹15 = 𝜇 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦) (43)  

 

 نیروی کمانش: -4

با نیروهای    hو ضااخامت   bو عرض  aبرای صاافحه مسااتطیلی به طول 

,Pxyمحورهای  P𝑦, P𝑥که در آنت 

P𝑥 ت نیروی محوری در راساااتایx   وP𝑦 ت نیروی محوری در راساااتایy 

ای  نیروی ااارج صااافحاه q(x,y) و xyت نیروی برشااای صااافحاه Pxyو

 ت]8و7[باشد. معادله نیروی کمانش به صورت زیر اواهد بودمی

𝑃𝑥
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2𝑃𝑥𝑦  

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑃𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 𝑞(𝑥, 𝑦) (44)  

 

معادله کار مجازی که توسط نیروی خارجی  -5

 : ]9[گرددحاصل می

گیرد شااامل سااه بخش می نیروی اارجی انجامکارمجازی که توسااط 

 تتاس
گیرد که  انجام می (  force body) کار مجازی که توسط نیروهای حجمی -1

Vروی  = Ω ∗ (−h 2⁄ , h 2⁄  گیرد.انجام می  (

در   (surface tractions)ایکار مجازی که توسط نیروی برشی صفحه -2

 گیرد.انجام می (Ω)سطوح بالایی و پایینی

 بر روی سطوح جانبی  ای ویروی برشی صفحهکار مجازی که توسط ن -3

S = Γ ∗ (−h 2⁄ , h 2⁄ صفحه میانی ورق   Ωگیرد. که انجام می   (

 باشد.محیط میانی ورق می Γ  و
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,𝑓𝑥)اگاار       𝑓𝑦, 𝑓𝑧)  ،ناایااروی حااجااماای(𝑐𝑥, 𝑐𝑦 , 𝑐𝑧)   ماامااان

,𝑞𝑥)حجمی، 𝑞𝑦, 𝑞𝑧)   ط  نیروهاایی بااشاااناد کاه بروی ساااΩ  عمال

,𝑡𝑥)کنند، می 𝑡𝑦, 𝑡𝑧) تنش برشای کوشای و(𝑆𝑥, 𝑆𝑦, 𝑆𝑧)    ممان ساط

 باشدتباشند. در این صورت ت ییرات کارمجازی به صورت زیر می

𝛿𝑤 = −[∫  
𝛺

(𝑓𝑥𝛿𝑢 + 𝑓𝑦𝛿𝑉 + 𝑓𝑧𝛿𝑤 + 𝑞𝑥𝛿𝑢

+ 𝑞𝑦𝛿𝑉 + 𝑞𝑧𝛿𝑤 + 𝑐𝑥𝛿𝜃𝑥
+ 𝑐𝑦 𝛿𝜃𝑦 + 𝑐𝑧𝛿𝜃𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

+ ∫  
𝛤

(𝑡𝑥𝛿𝑢 + 𝑡𝑦𝛿𝑉

+ 𝑡𝑧𝛿𝑤 + 𝑠𝑥𝜃𝑥   + 𝑠𝑦𝛿𝜃𝑦
+ 𝑠𝑧𝛿𝜃𝑧)𝑑𝛤] 

(45)  

اعماال  qzبااتوجاه باه اینکاه در این تحقیق فقط نیروی ااارجی      

 صورتتاست کار مجازی بهشده

𝛿𝑤 = ∫ ∫ 𝑞(𝑥, 𝑦)𝛿𝑤(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 
𝑏

0

𝑎

0

 (46)  

 ت]8[باشد. همچنین با استفاده از اصل همیلتون داریممی     

𝛿(𝑈 − 𝑤) = 0 (47)  

  .باشدکارنیروهای اارجی می Wانرژی کرنشی و  Uن آ که در     
 

معادله نهایی صفحه با اعمال نیروی کمانش و  -6

 نیروی خارجی

عادلات اصالی مطابق زیر به ( م47ملتین )معادله با به کارگیری اصال ه

 آیندتدست می

[∫ (
𝜕2𝐹1
𝜕𝑥2

−
𝜕𝐹4
𝜕𝑥

+
𝜕2𝐹2
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝐹3
𝜕𝑥𝜕𝑦

ℎ
2⁄

−ℎ 2⁄

−
𝜕𝐹5
𝜕𝑦
)𝑑𝑧] + 𝑃𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

+ 2𝑃𝑥𝑦
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑃𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

= 𝑞(𝑥, 𝑦) 

(48)  

∫ (
𝜕2𝐹6
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝐹9
𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕𝐹12
𝜕𝑦

−
𝜕𝐹10
𝜕𝑥

ℎ
2⁄

−ℎ 2⁄

+ 𝐹14)𝑑𝑧 = 0 

(49)  

∫ (
𝜕2𝐹7
𝜕𝑥2

−
𝜕𝐹13
𝜕𝑥

+
𝜕2𝐹8
𝜕𝑥𝜕𝑦

 −
𝜕𝐹11
𝜕𝑦

ℎ
2⁄

−ℎ 2⁄

+ 𝐹15)𝑑𝑧 = 0 

(50)  

 

دست آوردن معادلات صفحه میندلین در به -7

 ترین حالت:کلی

 مقادیر زیرتبا در نظر گرفتن 

𝐶1 =
1

4
𝜇𝑙2ℎ       𝐶2 =  𝜇ℎ 𝑘𝑠      𝐶3 =

1

4
𝜇𝑙2𝐼2    

𝐶4 = −𝜇𝐼2 − 𝜇𝑙
2ℎ 

𝐶5 = −𝜆𝐼2 − 2𝜇𝐼2 −
1

4
𝜇𝑙2ℎ 

𝐶6 = −𝜇𝐼2 − 𝜆𝐼2 +
3

4
𝜇𝑙2ℎ     

𝑘𝑠 =
5

6
= 0.8 

 

(51)  

 که در آنت     

𝐼𝑖 = ∫ 𝑍𝑖  𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 (52)  

 معادلات کلی صفحه میندلین به صورت زیر به دست اواهد آمدت     

2𝐶1
𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝐶1

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 
+ 𝐶1

𝜕4𝑤

 𝜕𝑦4
− 𝐶2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 
−

𝐶2
𝜕2𝑤

 𝜕𝑦2
− 𝐶1

𝜕3𝜑𝑥

𝜕𝑥3 
− 𝐶1

𝜕3𝜑𝑦

𝜕𝑦3 
  

−𝐶1
𝜕3𝜑𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑦2 
− 𝐶1

𝜕3𝜑𝑦

𝜕𝑥2𝜕𝑦 
−𝐶2

𝜕𝜑𝑋

𝜕𝑥 
− 𝐶2

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦 
+

𝑃𝑥  
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 
+ 2𝑃𝑥𝑦

𝜕2𝑤

 𝜕𝑥𝜕𝑦
  + 𝑃𝑦

𝜕2𝑤

  𝜕𝑦2
= 𝑞(𝑥, 𝑦)  

(53)  

𝐶3 (
𝜕4𝜑𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦3 
− 

𝜕4𝜑𝑥

𝜕𝑦4  
+ 

𝜕4𝜑𝑦

𝜕𝑥3𝜕𝑦 
−  

𝜕4𝜑𝑥

𝜕𝑥2𝜕𝑦 2
) +

𝐶4  
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑦2  
+ 𝐶5

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥2  
   + 𝐶6

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦 
 + 𝐶1

𝜕3𝑤

 𝜕𝑥 𝜕𝑦2
+

𝐶1
𝜕3𝑤

 𝜕𝑥3 
+ 𝐶2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝐶2𝜑𝑥 = 0  

(54)  

𝐶3 (
𝜕4𝜑𝑦

 𝜕𝑥4 
− 

𝜕4𝜑𝑥

𝜕𝑥3𝜕𝑦  
+ 

𝜕4𝜑𝑦

𝜕𝑥2𝜕𝑦2 
−  

𝜕4𝜑𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑦 3
) +

𝐶6  
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑦  
+ 𝐶4

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2  
+ 𝐶5

𝜕2𝜑𝑦

 𝜕𝑦2 
 + 𝐶1

𝜕3𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥2 
+

𝐶1
𝜕3𝑤

𝜕𝑦3
+ 𝐶2

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+𝐶2𝜑𝑥 = 0  

(55)  

 

 روش حل ناویر -8

روش حل ناویر برای صافحات مساتطیلی با شارایط مرزی تکیه گاه سااده 

ها قابل اساتفاده اسات. به ااطر اینکه شارایط مرزی اود به در همه لبه
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شاوند تواب  مجهول ساط  میانی صافحه به اود در این روش ارضاا می

 ت ]11و12[شوند  های دوگانه مثلثاتی به صورت زیر بیان میصورت سری 

𝑊(𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑊𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦 

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 (56)  

𝜑𝑥(𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑋𝑚𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦 

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 (57)  

𝜑𝑦(𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑦𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑦 

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 (58)  

 باشدتیر قابل محاسبه مینیرو نیز از رابطه ز     

𝑞 = ∑∑𝑄𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦 

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 (59)  

𝑄𝑚𝑛 =
4

𝑎𝑏
∫ ∫ 𝑞(𝑥, 𝑦)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

0

 (60)  

𝑄𝑚𝑛 =

{
 
 

 
 𝑞0       برای  نیروی سینوسی 

16𝑞0
𝑚𝑛𝜋2

 برای  نیروی یکنواات     

4𝑄0
𝑎𝑏

برای  نیروی نقطه در  مرکز  صفحه 

 (61)  

 که در آنت     

𝛼 =
𝜋𝑚

𝑎
   , 𝛽 =

𝜋𝑛

𝑏
 , 𝑖 = √−1 (62)  

گاه ساااده نیز توسااط روش ناویر طبق معادلات شاارایط مرزی تکیه     

 شوند تذیل ارضاء می

𝑥 =  در0
,

𝑥 = 𝑎

{
  
 

  
 

𝑤(0, 𝑦) = 𝑤(𝑎, 𝑦) = 

∑∑𝑤𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋

𝑎
 𝑥 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝑏
 𝑦 = 0   

𝜑𝑦(0, 𝑦) = 𝜑𝑦(𝑎, 𝑦) =

∑∑𝑦𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋

𝑎
 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋

𝑏
 𝑦 = 0

 

 

(63)  

𝑦 =  در0
,

𝑦 = 𝑏

{
 
 

 
 

𝑤(𝑥, 0) = 𝑤(𝑥, 𝑏) =

∑∑𝑤𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋

𝑎
 𝑥 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝑏
 𝑦 = 0

𝜑𝑥(𝑥, 0) = 𝜑𝑥(𝑥, 𝑏) =

∑∑𝑋𝑚𝑛 𝑐𝑜𝑠
𝑚𝜋

𝑎
 𝑥 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝑏
 𝑦 = 0

 (64)  

 

دست آوردن ماتریس معادلات صفحه به -9

 میندلین در کلی ترین حالت: 

پس از حل به کمک روش ناویر و نامگذاری ضارایب مت یرهای معادلات  

 به صورت زیر اواهیم داشتت
𝑈1 = 2𝐶1 𝛼

2𝛽2 + 𝐶1𝛼
4 + 𝐶1𝛽

4 + 𝐶2𝛼
2

+ 𝐶2𝛽
2 − 𝑃𝑥𝛼

2 − 𝑃𝑦𝛽
2 

(65)  

𝑈2 = 𝑈4 = − 𝐶1 𝛼
3 − 𝐶1𝛼𝛽

2 + 𝐶2𝛼 (66)  

𝑈3 = 𝑈7 = − 𝐶1 𝛽
3 − 𝐶1𝛼

2𝛽 + 𝐶2𝛽 (67)  

𝑈5 = −𝐶3  𝛽
4 − 𝐶3𝛼

2𝛽2 − 𝐶4𝛽
2 − 𝐶5𝛼

2

+ 𝐶2 
(68)  

𝑈6 =  𝐶3𝛼 𝛽
3 + 𝐶3𝛼

3𝛽 − 𝐶6𝛼 𝛽 (69)  

𝑈8 = −𝐶3𝛼
3𝛽 − 𝐶3𝛼𝛽

3 − 𝐶6𝛼 𝛽 (70)  

𝑈9 = 𝐶3  𝛼
4 + 𝐶3𝛼

2𝛽2 − 𝐶4𝛼
2 − 𝐶5𝛽

2

+ 𝐶2 
(71)  

ادلات صافحه میندلین به همراه معادلات کمکی به ماتریس کلی مع     

 شکل زیر حاصل اواهند شدت

[

𝑈1 𝑈2 𝑈3
𝑈4 𝑈5 𝑈6
𝑈7 𝑈8 𝑈9

] [

𝑤𝑚𝑛
𝑋𝑚𝑛
𝑦𝑚𝑛

] = [
𝑄𝑚𝑛
0
0
]  (72)  

ر جنس صفحه را مواد مختلفی از جمله اپوکسی، گرافن، مس و ... د     

گیریم.  گیرناد. در این مقاالاه جنس صااافحاه را گرافن در نظر مینظر می

 ت]13[لایه دارای اصوصیات زیر استیک صفحه گرافن تک

𝘌 = 1.06𝑇𝑃𝑎, 𝜈 = 0.25 , ℎ = 0.34𝑛𝑚, 𝜌 = 2250
𝑘𝑔

𝑚3⁄  

 :توان به صورت زیر نوشترا می𝜈و 𝜇 و 𝘌همچنین رابطه بین     

𝜆 =
𝜈𝘌

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
     , 𝜇 =

𝘌

2(1 + 𝜈)
 (73)  

. ]14[ضااارایاب لاماه هساااتناد  λ و μمادول یااناگ و  Eکاه در آن      

qهمچنین مقدار نیرو را  = 1N m2⁄ گیریم.در نظر می 
 

 نتایج و بحث: -10

نوشاته شاده و نتایج با اساتفاده از   Matlabبرنامه محاساباتی در نرم افزار  

گاه  ی نیز به صااورت تکیهاند.کلیه شاارایط مرزاین برنامه به دساات آمده

 اند.ساده در نظر گرفته شده

بحرانی کمانش نانو صافحات   دهد میزان نیروی ( نشاان می1جدول )      

ام( تحت   nمختلف)کیرشاهف، میندلین، برشای مرتبه ساوم، برشای مرتبه 
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، با افزایش نساابت طول به xای در جهت اثر نیروی تک محوره صاافحه

د. همچنین میزان نیروی بحرانی  برای کاهش میاب ضاخامت نانو صافحه

رتبه ساوم  نانوصافحه میندلین بیشاترین مقدار و برای نانوصافحه برشای م

 کمترین مقدار است.

دهد میزان نیروی بحرانی نانوصاافحه میندلین  ( نشااان می1شااکل)      

با افزایش نساابت   yوxتحت اثر نیروی دو محوره صاافحه ای در جهت 

مت نانو صافحه افزایش و با افزایش نسابت  پارامتر مقیاس طول به ضاخا

 طول به ضخامت نانو صفحه کاهش میابد. 

دهد میزان نیروی بحرانی بدون بعد  نانوصافحه ان می( نشا 2جدول)      

، باا افزایش xای در جهات مینادلین تحات اثر نیروی تاک محوره صااافحاه

نسابت طول به ضاخامت صافحه افزایش میابد. همچنین هنگامی که اثر 

امتر اندازه در نظر گرفته نشود)تئوری کلاسیک( مقدار نیروی بحرانی پار

و با افزایش اثر اندازه نیروی بحرانی بدون   بدون بعد کمترین مقدار است

 کند.بعد نیز افزایش پیدا می

دهد میزان نیروی بحرانی نانوصاافحه میندلین  ( نشااان می2شااکل)      

برای مودهاای  yو x ای در جهات تحات اثر نیروی دو محوره صااافحاه

متفاوت، با افزایش نسابت پارامتر مقیاس طول به ضاخامت نانو صافحه 

باد. همچنین میزان نیروی بحرانی برای مود اول کمترین  افزایش میاا

 شود.مقدار است و برای مودهای بعدی به ترتیب بیشتر می

میزان نیروی بحرانی نانوصااافحات مختلف  ( به مقایساااه  3جدول)      

نیروی دو محوره  و تک محوره  برای نسابت طول به ضاخامت    تحت اثر

بینیم میزان نیروی بحرانی پردازد. هماانطور کاه میمتفااوت می صااافحاه

نانوصافحه مرتبه ساوم کمترین مقدار و نانو صافحه میندلین بیشاترین  

 مقدار است.

تحت  میندلینمیزان نیروی بحرانی نانوصافحه  ( به مقایساه 4جدول)      

ی دو محوره و تک محوره برای نسابت پارامتر طول به ضاخامت  اثر نیرو

بینیم میزان نیروی بحرانی می گونه کهپردازد. همانمی صاافحه متفاوت

  باشد.کمانش تک محوره به مراتب بیشتر از دو محوره می

 

 گیری:نتیجه -11

در این مقاله به بررسای کمانش نانو صافحه میندلین گرافنی با اساتفاده  

شاااهده  که مشااده پردااته شااد. همانگونه وپل تنش اصاالاحاز تئوری ک

 شدت

)کیرشاااهف،   بحرانی کمانش نانو صااافحات مختلف میزان نیروی  ✓

ام( تحت اثر نیروی    nمیندلین، برشای مرتبه ساوم، برشای مرتبه 

، باا افزایش نسااابات طول باه xای در جهات محوره صااافحاه تاک

 ابد. ی کاهش می ضخامت نانو صفحه

برای نانوصاافحه میندلین بیشااترین مقدار و  نیان نیروی بحرامیز ✓

  بعلاوه،برای نانوصاافحه برشاای مرتبه سااوم کمترین مقدار اساات. 

میزان نیروی بحرانی ناانوصااافحاه مینادلین تحات اثر نیروی دو 

برای مودهای متفاوت، با افزایش   yو   xدر جهت   ای محوره صفحه

 ینساابت پارامتر مقیاس طول به ضااخامت نانو صاافحه افزایش م

 ابد. ی

میزان نیروی بحرانی برای مود اول کمترین مقادار اسااات و برای  ✓

شااود. همچنین میزان نیروی  مودهای بعدی به ترتیب بیشااتر می

 باشد.محوره میبحرانی کمانش تک محوره به مراتب بیشتر از دو 

 

 

 ( a/b=1,l/h=1برای نسبت طول به ضخامت متفاوت )  x: میزان نیروی بحرانی نانوصفحات مختلف تحت اثر نیروی تک محوره در جهت  1جدول 

a/h Kirchhoff plate Mindlin plate 
Third order shear 

deformation plate 
N order shear deformation 

plate (n=5) 

5 284.5604 467.4653 260.2116 263.0590 

10 71.1401 172.0725 69.4801 69.6959 

20 17.7850 47.9569 17.6789 17.6930 

30 7.9045 21.7629 7.8834 7.8862 

40 4.4463 12.3319 4.4396 4.4405 

50 2.8456 7.9194 2.8429 2.8432 
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برای نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به  y ،x میزان نیروی بحرانی نانوصفحه میندلین تحت اثر نیروی دو محوره در جهت    -2شکل 

 ( a/b=1متفاوت ) ضخامت صفحه

خامت و نسبت برای نسبت پارامتر طول به ض x: میزان نیروی بحرانی بدون بعد  نانوصفحه میندلین تحت اثر نیروی تک محوره در جهت  2جدول 

 (  a/b=1متفاوت ) طول به ضخامت صفحه

a/h 
 l/h 

0 0.5 1 1.5 2 

10 1 4.2060 12.8101 24.1479 34.7963 

20 1 4.2382 13.6820 28.5468 47.6159 

30 1 4.2447 13.8568 29.4760 50.5210 

40 1 4.2470 13.9191 29.8111 51.5877 

50 1 4.2481 13.9481 29.9681 52.0907 
 

 

برای نسبت پارامتر طول به  y ، x میزان نیروی بحرانی نانوصفحه میندلین در مودهای مختلف تحت اثر نیروی دو محوره در جهت    -3شکل 

 (  a/b=1, a/h=30فاوت)مت  ضخامت صفحه
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طول به ضخامت متفاوت برای صفحات  بحرانی کمانش تحت اثر نیروی تک محوره و دو محوره برای نسبت   : مقایسه میزان نیروی 3جدول 

 ( l/h=1, a/b=1مختلف)

a/h 

Kirchhoff plate 

 

Mindlin plate 

 

Third order shear 

deformation plate 

 

N order shear deformation 

plate (n=5) 

Biaxial 

buckling 
Uniaxial 

buckling 
Biaxial 

buckling 
Uniaxial 

buckling 
Biaxial 

buckling 
Uniaxial 

buckling 
Biaxial 

buckling 
Uniaxial 

buckling 

5 142.2802 284.5604 233.7327 467.4653 130.1058 260.2116 131.5295 263.0590 

10 35.5701 71.1401 86.0362 172.0725 34.7400 69.4801 34.8479 69.6959 

20 8.8925 17.7850 23.9784 47.9569 8.8394 17.6789 8.8465 17.6930 

30 3.9522 7.9045 10.8814 21.7629 3.9417 7.8834 3.9431 7.8862 

40 2.2231 4.4463 6.16595 12.3319 2.2198 4.4396 2.2202 4.4405 

50 1.4228 2.8456 3.9597 7.9194 1.4214 2.8429 1.4216 2.8432 

 

و پارامتر   بحرانی کمانش نانو صفحه میندلین تحت اثر نیروی تک محوره و دو محوره برای نسبت طول به ضخامت نیروی: مقایسه میزان  4جدول 

 ( a/b=1طول به ضخامت متفاوت )
 

a/h 

l/h 

0 

 

0.5 

 

1 

 

1.5 

 

2 

Biaxial 

buckling 
Uniaxial 

buckling 
Biaxial 

buckling 
Uniaxial 

buckling 
Biaxial 

buckling 
Uniaxial 

buckling 
Biaxial 

buckling 
Uniaxial 

buckling 
Biaxial 

buckling 
Uniaxial 

buckling 

10 6.7163 13.4326 28.2488 56.4977 86.0362 172.0725 162.1843 324.3686 233.7019 467.4037 

20 1.7526 3.5051 7.4278 14.8555 23.9784 47.9569 50.02999 100.0510 83.4495 166.8990 

30 0.7853 1.5706 3.3333 6.6666 10.8814 21.7629 23.1469 46.2937 39.6731 79.3461 

40 0.4430 0.8860 1.8814 3.7627 6.1660 12.3319 13.2059 26.4118 22.8526 45.7053 

50 0.2839 0.5678 1.2060 2.4120 3.9597 7.9194 8.5076 17.0152 14.7879 29.5759 
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