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 چکیده 

 اسیمنظور در نظر گرفتن اثرات مق قرارگرفته است. به ینانو ورق مرتبه سوم موردبررس یمقاله رفتار کمانش نیدر ا

شده است. معادلات حاکم نانو ورق بر اساس  شده به کار گرفته تنش کوپل اصلاح تهیسیالاست یرموضعیغ یکوچک، تئور

 ،یرموضعیپارامتر غ راتیشده است. تأث ساده حل گاه هیتک یزمر طیشرا یبرا ریاستخراج و با روش ناو لتون،یاصل هم

که میزان نیروی بحرانی  دهد ینشان م جیست. نتاقرارگرفته ا یموردبررس یکمانش یبار بحران یطول، نسبت ابعاد، بر رو

طول  اسبا افزایش نسبت پارامتر مقی yو  xدر جهت  یا کمانش نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر نیروی دومحوره صفحه

 یروین زانیم نی. همچنابدیبه ضخامت نانوصفحه افزایش و با افزایش نسبت طول به ضخامت نانوصفحه کاهش می

 یبحران یروین زانیم گرید ی. از سوباشدمی ترمحوره نانوصفحه مرتبه سوم از مرتبه پنجم کم کمانش تک یبحران

 .دباشیدومحوره م زا ترشبی مراتب به سوم مرتبه نانوصفحه محوره کمانش تک

 

 کمانش. ر،ناوی حل روش سوم، مرتبه صفحه نانو شده، تئوری تنش کوپل اصلاح: واژه های کلیدی

 

 مقدمه

نانو صفحات به دلیل کوچک بودن و داشتن خواص بسیار جالب و کاربردی همچون سختی بالا، مقاومت در برابر 

بسیاری از دانشمندان  موردتوجهو رسانایی گرما و الکتریسیته بسیار خوب،  العاده فوقسایش و خوردگی 

ی الکترومکانیکی ها کنندهساختارها را در ارتعاش گونه  ینا. به دلیل دارا بودن رفتارهای الکترومکانیکی، اند قرارگرفته

ی تئوری کلاسیک الاستیسیته جا به. لازم به توضیح است که در نانو صفحات از تئوری غیرمحلی ]1[برند یمبکار 

های تانسوری تنش و کرنش  یدانمهای کلاسیک، پیوستگی محیط مادی و  یتئورشود. فرض بنیادی در  یماستفاده 

های  یتئورباشد. تفاوت اصلی بین تئوری کلاسیک و تئوری غیرمحلی الاستیسیته در تعریف تنش است. بیشتر  یم

 صورت بهکند تنش هر نقطه،  یمهای پیوسته، بر اساس روابط ساختاری استوار است، که فرض  یطمحکلاسیک 
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ن ارائه شد، بیانگر این است که تنش هر ی همان نقطه است. تئوری غیرمحلی که ابتدا توسط ارینگها کرنشتابعی از 

نقطه نه تنها تابعی از کرنش آن نقطه است، بلکه تابع میدان کرنش همه نقاط محیط پیوسته است. این قبیل 

ی داخلی) اثر مقیاس کوچک( که در روابط ها طولو اندازه  ها اتمها دربرگیرنده اطلاعاتی از نیروهای مابین  یتئور

 .]2[شوند، هستند یمرامترهای مادی تعریف پا صورت بهساختاری 

-4-3[یابد یمبرخی از محققان نشان دادند که با افزایش پارامتر غیرمحلی، نیروی بحرانی کمانش بدون بعد کاهش 

. برخی دیگر نیز نشان دادند که با افزایش پارامتر غیرمحلی، نسبت نیروی بحرانی کمانش ) نیروی بحرانی ]5

 .]6-11[یابد یمیروی بحرانی کمانش محلی( نیز کاهش کمانش غیرمحلی بر ن

مقادیر بالاتری نسبت به  محوره تکبرخی از محققان نشان دادند که نیروی بحرانی کمانش بدون بعد در حالت 

 . ]12و11[دارند دومحوره حالت

 .]11و3[یابد یمچند محقق نشان دادند که با افزایش شماره مود، نیروی بحرانی کمانش بدون بعد افزایش 

تحت  شدهتنش کوپل اصلاح تئوری با استفاده از مستطیلی مرتبه سه نانو صفحهکمانش  در این مقاله بررسی

 است. شده پرداختهگاهی ساده شرایط تکیه

 :شده اصلاحتئوری کوپل تنش 

میندلین و ، ]14[با اصلاح کردن تئوری کوپل تنش که توسط توپین 2112در سال  ]13[یانگ و همکارانش

که تنها دارای  شده اصلاحارائه شد، یک مدل کوپل تنش  1164در سال  ]11[و میندلین] 16[، کویتر]15[تیرستن

تئوری کوپل تنش  که یدرحالباشد را پیشنهاد کردند،  برای تصویر کردن اثر اندازه می1یک پارامتر مقیاس طول ماده

 کلاسیک دارای دو پارامتر مقیاس طول ماده است.

بعدی برای جسمی که محدود به حجم شده، چگالی انرژی کرنشی در مختصات قائم سهدر تئوری کوپل تنش اصلاح

V  و سطحΩ 18[شودزیر بیان می صورت بهباشد می[: 
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(             )                (1) 

 که در آن:
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(         ) (3) 

  

و بردار  4جاییبه ترتیب بردار جابه     و  هستند.3و تانسور کرنش 2به ترتیب قسمت متقارن تانسور انحنا     و    

 .اند شده فیتعر 5چرخشی

  
 

 
        (4) 

σ
  

 شوند:زیر تعریف می صورت بههستند که  6به ترتیب تانسور تنش و قسمت انحرافی تانسور کوپل تنش    و 

                                                 
1Material length scale parameter 
2Symmetric part of the curvature tensor 
3 Strain tensor 
4Displacement vector 
5Rotation vector 
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                  (5) 

 

              (6) 
 

توان ( می6( و )3باشد. از معادله)پارامتر مقیاس طول ماده می   دلتای کرونکر و    های لامه، ثابت و که در آن 

 متقارن هستند.    و     دریافت که 

 سوم:مرتبه مدل صفحه 

است. مبدا  شده دادهنمایش  hو ضخامت  b، عرض a(، نانوصفحه مستطیلی ضخیم و همسانگرد به طول 1در شکل)

به ترتیب در  zو  x ،y( در گوشه سمت چپ صفحه میانی واقع شده است و محورهای x,y,zدستگاه مختصات)

 راستای طول، عرض و ضخامت نانوصفحه قرار دارند.

 
 شماتیکی از صفحه و موقعیت محورها .1شکل 

 شوند:زیر تعریف می صورت بهسوم مرتبه جایی برای صفحه معادلات جابه
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راستای  جایی نقطه میانی صفحه دریزان جابهم  و  yو xچرخش بردار نرمال حول محور      و    آنکه در 

 مرتبه سومقسمت متقارن تانسور انحنا، تانسور کرنش و تنش و بردار چرخشی برای مدل صفحه  .باشدمی zمحور 

 باشد:زیر می صورت به
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6Deviatoric part of  the couple stress tensor 
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 شود:زیر بیان می صورت بهکرنشی  یانرژتغییرات 

   ∫  
 

                                                             

                                                     
(21) 

ها را جداگانه به گذاری و آن( نام31مطابق معادله )    تا    ضرایب متغیرها را از یسینو سادهتوان جهت می

 دست آورد:
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   ∫       

 
 

  
 

                                  (56) 

 نیروی کمانش:

معادله نیروی کمانش           با نیروهای محوری  hو ضخامت  b، عرض aبرای صفحه مستطیلی به طول 

 :]21و11[زیر خواهد بود صورت به

  

   

   
      

   

    
   

   

   
        (51) 

 

 :]21[گرددمجازی که توسط نیروی خارجی حاصل می معادله کار

 گیرد شامل سه بخش است:کار مجازی که توسط نیروی خارجی انجام می

  )    کار مجازی که توسط نیروهای حجمی روی -1
 ⁄    ⁄  گیرد.انجام می (

 گیرد.انجام می  Ω ای در سطوح بالایی و پایینی کار مجازی که توسط نیروی برشی صفحه -2
  )     ای و بر روی سططوح جطانبی  کار مجازی که توسط نیروی برشی صفحه -3

 ⁄    ⁄ انجطام    (

 باشد.محیط میانی ورق می  صفحه میانی ورق و     که در آن. گیردمی

عمل   نیروهایی باشند که بروی سطح   (        )،ممان حجمی (        )، نیروی حجمی (        )اگر 

ممان سطح باشند، در این صورت تغییرات کار مجازی به   (        )و تنش برشی کوشی (        )کنند، می

 :باشدصورت زیر می

δ   [∫  
 

                                                        

 ∫  
 

                                       

(58) 

، کار نظر شده است صرف روهاین هیو از بقاعمال شده    در این تحقیق فقط نیروی خارجی  که نیابا توجه به 

 :صورت بهمجازی 

   ∫ ∫                    
 

 

 

 

 (51) 

 :]22[ن داریموهمچنین با استفاده از اصل همیلت. باشدمی

         (61) 

 .باشدخارجی می یروهایکار ن Wانرژی کرنشی و  Uن آ که در

 اعمال نیروی کمانش و نیروی خارجیمعادله نهایی صفحه با 

 آیند:(، معادلات اصلی مطابق زیر به دست می61)معادله لتونیهمکارگیری اصل با به
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 حالت نیتر یکلبه دست آوردن معادلات صفحه مرتبه سوم در 

 با در نظر گرفتن مقادیر زیر: 
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 زیر به دست خواهد آمد: صورت بهمعادلات کلی صفحه مرتبه سوم 
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(16) 

 روش حل ناویر

است. به خاطر  استفاده قابلها گاه ساده در همه لبهمستطیلی با شرایط مرزی تکیهروش حل ناویر برای صفحات 

های سری صورت بهتوابع مجهول سطح میانی صفحه  .شوندمی ءدر این روش ارضا خود خودبهشرایط مرزی  که نیا

 :]23و24[شوندزیر بیان می صورت بهدوگانه مثلثاتی 

 

       ∑ ∑               
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 باشد:می محاسبه قابلنیرو نیز از رابطه زیر 
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 برای نیروی سینوسی         

    

    
 برای نیروی یکنواخت    

   

  
برای نیروی نقطه در مرکز صفحه 

 (82) 

 :که در آن

   
  

 
      

  

 
    √   (38)  

 :شوندمعادلات ذیل ارضاء میگاه ساده نیز توسط روش ناویر طبق شرایط مرزی تکیه
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(85) 

 ترین حالت: در کلی مرتبه سومبه دست آوردن ماتریس معادلات صفحه 

 زیر خواهیم داشت: صورت بهگذاری ضرایب متغیرهای معادلات پس از حل به کمک روش ناویر و نام
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 صفحه مرتبه سوم به همراه معادلات کمکی به شکل زیر حاصل خواهند شد:ماتریس کلی معادلات 
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] (13) 

یه شرایط کل.اند آمده دست بهو نتایج با استفاده از این برنامه  شده نوشته MATLAB افزار نرمبرنامه محاسباتی در 

اپوکسی، گرافن، مس  ازجملهجنس صفحه را مواد مختلفی . اند شده گرفته نظر در ساده گاه هیتک صورت بهمرزی نیز 

لایه دارای گیریم. یک صفحه گرافن تکگیرند. در این مقاله جنس صفحه را گرافن در نظر میو ... در نظر می

 :]25[خصوصیات زیر است

                                 
  

  ⁄  

 :زیر نوشت صورت بهتوان ا میر   و   و  بطه بینهمچنین را

  
  

           
        

 

      
 (14) 

    . همچنین مقدار نیرو را ]26[ضرایب لامه هستند   و  مدول یانگ و  Eکه در آن 
 گیریم.در نظر می ⁄  

 نتایج و بحث:

بحرانی کمانش نانو صفحات مختلف )کیرشهف، میندلین، برشی مرتبه سوم،  میزان نیرویدهد ، نشان می(1ل)جدو

 ، با افزایش نسبت طول به ضخامت نانوصفحهyو xای در جهت ام( تحت اثر نیروی دومحوره صفحه nبرشی مرتبه 
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برشی ترین مقدار و برای نانوصفحه یابد. همچنین میزان نیروی بحرانی برای نانوصفحه میندلین بیشکاهش می

 ترین مقدار است.مرتبه سوم کم
 

برای نسبت طول به ضخامت    y,xدر جهت    دومحورهبحرانی کمانش نانوصفحات مختلف تحت اثر نیروی  میزان نیروی:  1جدول

  ( a/b=1, l/h=1) متفاوت

a/h Kirchhoff 
plate 

Mindlin 
plate 

Third order shear 
deformation plate 

N order shear 
deformation plate 

(n=5) 
5 142.2802 233.7327 130.1058 131.5295 

10 35.5701 86.0362 34.7400 34.8479 
20 8.8925 23.9784 8.8394 8.8465 
30 3.9522 10.8814 3.9417 3.9431 
40 2.2231 6.16595 2.2198 2.2202 
50 1.4228 3.9597 1.4214 1.4216 

 
ای در صفحه دومحورهتحت اثر نیروی  مرتبه سومدهد میزان نیروی بحرانی کمانش نانوصفحه (، نشان می2شکل)

با افزایش نسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت نانوصفحه افزایش و با افزایش نسبت طول به ضخامت  yو  xجهت 

 یابد.نانو صفحه کاهش می

 
برای نسبت پارامتر   y,xدر جهت    دومحورهبه سوم تحت اثر نیروی بحرانی کمانش نانوصفحه مرت مقایسه میزان نیروی: 2شکل 

 ( a/b=1) طول به ضخامت متفاوت  طول به ضخامت صفحه و

برای  xدر جهت  محوره تکتحت اثر نیروی  سومکمانش بدون بعد نانوصفحه مرتبه  میزان نیروی بحرانی(، 2)جدول

گونه که مشاهده دهد. همانرا نشان می طول به ضخامت متفاوت مقیاس نسبت طول به ضخامت و نسبت پارامتر

میزان نیروی بحرانی بدون بعد نانو صفحه مرتبه سوم با افزایش نسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت  شود یم

 یابد. نانوصفحه افزایش و با افزایش نسبت طول به ضخامت نانو صفحه کاهش می
برای نسبت  xدر جهت   محوره تکبحرانی کمانش بدون بعد  نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر نیروی  مقایسه میزان نیروی: 2جدول 

  (a/b=1)طول به ضخامت متفاوت   پارامتر طول به ضخامت صفحه و

a/h 
 l/h 

0 0.5 1 1.5 2 
5 1.0000 2.1654 5.6521 11.4581 19.5847 

10 1.0000 2.0442 5.1723 10.3835 17.6785 
20 1.0000 2.0113 5.0437 10.0972 17.1718 
30 1.0000 2.0050 5.0195 10.0433 17.0765 
40 1.0000 2.0028 5.0110 10.0244 17.0431 



 

 
 

 

1318ماه آبان  22  ,   NCNNN2019 

 
12 

 

 

 

 

 

 

 
 

ای در جهت صفحهدهد که میزان نیروی بحرانی نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر نیروی دومحوره (، نشان می3جدول)

x  وy یابد. همچنین برای مودهای متفاوت، با افزایش نسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت نانوصفحه افزایش می

 شود.تر میترین مقدار و برای مودهای بعدی به ترتیب بیشمیزان نیروی بحرانی برای مود اول کم
  y,xدر جهت   دومحورههای مختلف تحت اثر نیروی مرتبه سوم برای موده بحرانی کمانش نانوصفح مقایسه میزان نیروی: 3جدول 

 ( a/h=30, a/b=1)متفاوت  برای نسبت پارامتر طول به ضخامت صفحه

Mode 
l/h 

0 0.5 1 2 
    0.7853 1.5745 3.9417 13.4099 
    1.9441 3.9126 9.8151 33.4214 
    1.9441 3.9126 9.8151 33.4214 
    3.0807 6.2228 15.6422 53.3102 

محوره در جهت میزان نیروی بحرانی کمانش نانوصفحه مرتبه سوم و پنجم تحت اثر نیروی تک(، به بررسی 4جدول)

x میزان نیروی بحرانی  شود یمگونه که مشاهده پردازد. همانمی صفحه متفاوت برای نسبت طول به ضخامت

 باشد.تر مینانوصفحه مرتبه سوم از مرتبه پنجم کم محوره تککمانش 
برای نسبت طول   xدر جهت   محوره تکبحرانی کمانش نانوصفحه مرتبه سوم و پنجم تحت اثر نیروی  مقایسه میزان نیروی: 4جدول 

 ( a/b=1)متفاوت  به ضخامت صفحه

a/

h 

l/h 

0 

 

0.5 

 

1 

 

1.5 

 

2 

n=3 n=5 n=3 n=5 n=3 n=5 n=3 n=5 n=3 n=5 

5 46.037
8 

46.202
1 

99.689
0 

100.742
2 

260.211
6 

263.059
0 

527.505
4 

532.985
6 

901.635
2 

910.705
9 

10 13.433
1 

13.448
1 

27.459
8 27.5460 69.4801 69.6959 139.483

0 
139.885

2 
237.477

2 
238.133

5 
20 3.5051 3.5062 7.0497 7.0555 17.6789 17.6930 35.3919 35.4180 60.1893 60.2319 
30 1.5706 1.5708 3.1490 3.1502 7.8834 7.8862 15.7736 15.7788 26.8197 26.8282 
40 0.8860 0.8860 1.7744 1.7748 4.4396 4.4405 8.8813 8.8830 15.0997 15.1024 
50 0.5678 0.5678 1.1366 1.1367 2.8429 2.8432 5.6867 5.6873 9.6679 9.6690 

50 1.0000 2.0018 5.0070 10.0156 17.0276 
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محوره برای نسبت تحت اثر نیروی دومحوره و تک مرتبه سوممیزان نیروی بحرانی نانوصفحه (، به مقایسه 5جدول)

-میزان نیروی بحرانی کمانش تک شود یمگونه که مشاهده پردازد. همانمی طول به ضخامت صفحه متفاوت پارامتر
 باشد.میتر از دومحوره بیش مراتب بهمحوره 

 
 
 
 
 
 

طول به محوره برای نسبت و دو محورهتکبحرانی کمانش نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر نیروی  مقایسه میزان نیروی:  5جدول 

 ( a/b=1) متفاوت و پارامتر طول به ضخامت صفحه ضخامت

 

 :یریگ جهینت

شده پرداخته شد. در این مقاله، به بررسی کمانش نانو صفحه مرتبه سوم با استفاده از تئوری کوپل تنش اصلاح

 گونه که در جداول و اشکال مشاهده شد: همان

  در جهت  ای صفحه دومحورهتحت اثر نیروی  مرتبه سوممیزان نیروی بحرانی کمانش نانوصفحهx  وy  با

افزایش نسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت نانوصفحه افزایش و با افزایش نسبت طول به ضخامت 

 یابد. نانوصفحه کاهش می

  باشد. تر مینانوصفحه مرتبه سوم از مرتبه پنجم کم محوره تکهمچنین میزان نیروی بحرانی کمانش 

 باشد.تر از دومحوره میبیش مراتب بهمحوره نانوصفحه مرتبه سوم میزان نیروی بحرانی کمانش تک 
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