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و مرتبه اول  کیکلاس یهاهیاز نظر یریگبا شکل دلخواه با بهره یهاپوسته یکیاستات لیتحل

 کیزوژئومتریو استفاده از روش ا یبرش

 

 

 2,*بهروز حسنی، 1 سجاد نیکویی

 دانشگاه فردوسی مشهد، مشهد، ایران گروه مهندسی مکانیک، -1

 مشهد، ایراندانشگاه فردوسی مشهد،  گروه مهندسی مکانیک،استاد  -2

 

 

 خلاصه

لاو( و مرتبه اول -های کلاسیک )کیرشهفدر این پژوهش با استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک و بر اساس نظریه 

سازی با شکل دلخواه پرداخته شده است. در روش ایزوژئومتریک برای مدل هایمیندلین( به تحلیل پوسته -برشی )رایزنر

شود. برای تعریف هندسه پوسته در هر تغیرهای مجهول از توابع پایه یکسانی استفاده میدقیق هندسه مسئله و تقریب م

میندلین، با  -دو نظریه از سطوح تولید شده با استفاده از تکنیک نربز استفاده شده است. در استفاده از نظریه رایزنر

لاو برای -شود. نظریه کیرشهفدقیق محاسبه می صورتپوسته بهگیری از مفهوم نقاط مهار، بردار نرمال بر سطح میانبهره

جوید، میجایی برای هر نقطه کنترلی و برای درجات آزاد چرخشی نیز از همان متغیرها بهرهپوسته از سه درجه آزادی جابه

ل جایی و دو درجه آزادی چرخشی مستقمیندلین از سه درجه آزادی جابه -است. نظریه رایزنر 1Cپس نیازمند پیوستگی 

ها چند مثال از شود. برای بررسی دقت این روشنیاز آن تأمین می 0Cجوید که با پیوستگی برای هر نقطه کنترلی بهره می

ها، مسئله پوسته با شکل دلخواه طرح های دارای حل تحلیلی ارائه شده و برای نشان دادن کارایی و توانایی این روشپوسته

  سی قرار گرفته است.آمده مورد بحث و بررو نتایج بدست
 

های با شکل دلخواه، نظریه کلاسییک، نظرییه مرتبیه    تحلیل استاتیکی، روش تحلیل ایزوژئومتریک، پوستهکلمات کلیدی: 

 .اول برشی

 

 

 مقدمه  .1

 عمران، مهندسی جمله از مختلف هایزمینه در که هستند پرکاربردی بسیار مهندسی هایسازه واقع در هاپوسته

 توانمی را هوافضا و مکانیک مهندسی در هاپوسته کاربردهای ترینمهم از برخی. دارند فراوانی کاربردهای هوافضا و مکانیک

 .نمود بیان موشک و هواپیما خودرو، صنایع فشار، تحت مخازن سیالات، انتقال خطوط در وسیع استفاده

با نام پوسته معروف هستند. دو پارامتر لازم جهت شوند صورت سطوح انحنادار نمایش داده میهایی که بهتمامی سازه

ها ارتباط تنگاتنگی با ها عبارتند از شکل سطح میانی و ضخامت در هر نقطه از پوسته. تحلیل پوستهتعریف هندسی پوسته

ا کرده است. دو هها مانند تیرها و یا ورقتر از سایر سازهها را به مراتب پیچیدهانحنا داشته و همین امر تحلیل این سازه

                                                 
* Corresponding author: 
Email: b_hassani@um.ac.ir 

mailto:b_hassani@um.ac.ir


 

 

 

 
www. mechaero.ir         2 

-نظریه کیرشهف"ها معروف به ها مطرح است. یکی از این نظریههای خمشی و پوستهنظریه مهم و پرکاربرد در تحلیل ورق

20Rهای نازک )برای پوسته "لاو t  )]1  های ضخیم برای پوسته "میندلین -نظریه رایزنر"و نظریه دیگر  ]2و

(20R t  ها های برشی را در پوستهمیندلین اثر تغییرشکل -توان گفت که نظریه رایزنرطور خلاصه می. به]3[( هستند

های نازک نظر کردن است. به همین دلیل برای پوستههای نازک ناچیز و قابل صرفگیرد که این اثر برای پوستهدر نظر می

ها با استفاده از روش شود. با این حال در توسعه تحلیل صفحات خمشی و پوستهلاو تجویز می-یرشهفاستفاده از نظریه ک

های ضخیم مورد توجه بیشتری قرار های نازک و هم برای پوستهمیندلین، هم برای پوسته -اجزای محدود، نظریه رایزنر

عنوان دو متغیر مستقل از هم در نظر تغییر مکان بهگرفته است. این موضوع به این دلیل است که در این نظریه چرخش و 

لاو نیازمند -باشد. در حالی که نظریه کیرشهفها کافی میبرای آن 0C هایی با پیوستگیشوند و استفاده از المانگرفته می

های نازک وجود برای پوستهمیندلین به خصوص  -است. مشکلی که در استفاده از نظریه رایزنر 1C هایی با پیوستگیالمان

های مختلفی برای کاهش شود. راهشدگی برشی است که به استفاده از توابع پایه مرتبه پایین مربوط میدارد، پدیده قفل

، ]4[های آدام توان به پژوهششدگی برشی در روش تحلیل ایزوژئومتریک پیشنهاد شده است که در این زمینه میقفل

 اشاره کرد. ]6[و اکتر  ]5[بوکلیر 

ی پوسته پیشنهاد شده است. توصیف برای هر دو نظریه ]7[در این پژوهش استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک 

ارائه شده است. در این مرجع  2004در سال  ]8[ها توسط بیسچف ی مهم حاکم بر آنها و دو نظریهکاملی از پوسته

ها و نیز نحوه حل به روش اجزای محدود ارائه شده است. از اولین پوسته سازی دری کاملی از فرضیات رایج مدلخلاصه

توان به لاو می-ها بر اساس نظریه کیرشهفکارها در مورد استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک برای حل پوسته

ند به خوبی استفاده کاشاره کرد که در آن از پیوستگی بالایی که روش ایزوژئومتریک فراهم می ]9[های کایندل پژوهش

های بدون چرخش را برای پوسته اسپلاین -ها موسوم به تیشده  است. نگوین و همکارانش از نوع دیگری از اسپلاین

سازی استفاده کرده است. ها در نقاط گسستهلاو و اقناع آن-از فرضیات کیرشهف ]10[پیشنهاد دادند. بنسون و همکاران 

 ها با استفاده از نربزها پرداخته است.سازی آنلاو و گسسته-های کیرشهفبررسی پوستهبه  ]11[گویال و همکارانش 

 ]13[اجرا کردند. اهم و یون  Ls-dynaافزار میندلین را در نرم -تحلیل پوسته رایزنر ]12[بنسون و همکارانش 

ها انجام دادند. حسینی و اسپلاین -یبندی ایزوژئومتریک و تمیندلین را با استفاده از فرمول -ای رایزنرتحلیل پوسته

المان پوسته جامد ایزوژئومتریک را پیشنهاد دادند. دارنیچ و همکاران  ]15[و همچنین بوکلیر و همکارانش  ]14[همکاران 

بندی غیرخطی هندسی و روش ایزوژئومتریک برای میندلین با استفاده از فرمول -های رایزنرنیز به تحلیل پوسته ]16[

 ای خود را توسعه دادند.ه بردار جهتی آن پرداختند. ایشان همچنین نسخه چند وصلهمحاسب

میندلین مطرح است، بحث بردار جهتی )بردار  -ی رایزنرخصیصه مهم دیگری که در تحلیل ایزوژئومتریک پوسته

یف آنها بر روی نقاط سوئی( برای بیان درجات آزادی چرخشی است. علت مشکل در تعریف بردار جهتی و عدم امکان تعر

کنترلی دو مسئله زیر است. اولا توابع مرسوم در روش ایزوژئومتریک، مانند نربزها، بر خلاف توابع شکل اجزای محدود، 

سازی را تشکیل داده و ای، اکثر نقاط کنترلی، که در واقع نقاط گسسته. ثانیا در بیشتر مسائل پوسته]17[درونیاب نیستند 

شوند و مختصات در فضای پارامتریک تعریف کنند، بر روی سطح پوسته واقع نمیجزای محدود را بازی میها در انقش گره

ارائه شده  ]4[و آدام و همکاران  ]18[هایی برای تصویر نقاط کنترلی توسط بنسون شود. برای رفع این مشکل روشنمی

 است.

لخواه و آزاد با استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک و با های با شکل ددر این مقاله سعی بر این شده است تا پوسته

پوسته با توجه به نقاط مهار مورد میندلین و تعریف دقیق بردار نرمال میان -لاو و رایزنر-تکیه بر هر دو نظریه کیرشهف

ا وجود دارد مورد هایی که حل تحلیل آنهبحث و بررسی قرار گیرند. برای نشان دادن توانایی روش ایزوژئومتریک، مثال
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دهد. با توجه به بحث قرار گرفته است که دقت بالا و کارایی این روش، از لحاظ زمانی و هزینه کم محاسبات را نشان می

توان انتظار نتایج بدست آمده از حل مسائل موجود، توانایی این روش در حل هر نوع پوسته با شکل دلخواه و آزاد را می

 .توان مشاهده نمودای با شکل دلخواه است، میمثال آخر، که پوسته داشت. این موضوع را در
 

 

 و نربز نیاسپلا -یب  .2

بعد از بردار گرهی ها باید با فضای پارامتریی آشنا شد که برای معرفی آن در یکها و نربزاسپلاین -برای توصیف بی

1 2 1
{ , ,..., }

n p
x x x

+ +
Y ای از اعداد حقیقی غیر نزولی های آن مجموعهرآیهشود، که داستفاده می =

i
x  است که فضای

اسپلاین  -کند. حال با داشتن یک بردار گرهی، توابع پایه بیهایی تقسیم میپارامتری را به بخش
,
( )

i p
N x  از مرتبه

0p  :]17[شوند تعریف می (1)صورت رابطه به =

1

,0

1 if
( ) (1

otherwis
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e0

i i

iN
  


 

 


 

 شوند:بیان می (2)صورت رابطه اسپلاین با توجه به روابط بازگشتی به -توابع پایه بی

1

, , 1 1, 1

1 1
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 
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کنیم. یک سطح نربز که در بسند می ها است، فقط به بیان روابط سطوح نربزاز آنجا که این پژوهش حول محور پوسته

 د:شوبیان می (3)صورت رابطه باشد، به qاز درجه  hو در جهت  pاز درجه  xجهت 

, , , ,

0 0

, , ,

0 0

( ) ( )
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i,که در آن  jP باشد که در دو جهت تعریف شده است. همچنین شبکه نقاط کنترلی می,i jw ها و وزن,i pN 

ای را ای نسبی تکهتابع پایه (3)اند. اگر در رابطه که بر روی بردارهای گرهی تعریف شدهباشند اسپلاین می -توابع پایه بی

 تعریف شود: (4)صورت رابطه به

, , ,,
,

, , ,0 0

( ) ( )
( , ) (4)
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  توان نوشت:پس برای سطوح نربز می
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 ای پرکاربردهای پوستهنظریه  .3

 نظریه" به معروف هانظریه این از یکی. است مطرح هاپوسته و خمشی هایورق حلیلت در پرکاربرد و مهم ینظریه دو

 هایپوسته برای "میندلین -رایزنر مرتبه اول برشی یا نظریه" دیگری و نازک هایپوسته برای "لاو-کیرشهفکلاسیک یا 

 و هندسه ایجاد در نربز پایه توابع بر تنیمب ایزوژئومتریک تحلیل از استفاده با روابط بندیفرمول ادامه، در. هستند ضخیم

 .است شده آورده نظریه دو هر اساس بر پوسته محاسباتی مدل

 

 لاو(-.  نظریه کلاسیک )کیرشهف3-1

 پوسته میانی سطح بر همواره جهتی بردار شودمی فرض و شودمی گرفته نادیده برشی تغییرشکل نظریه، این در

 تغییرشکل از بعد و نداده رخ اعوجاجی میانی سطح بر عمود هایصفحه در همچنین،. ندمامی باقی عمود یافته تغییرشکل

 .مانندمی باقی عمود و صفحه همچنان

 قابل کاملا پوستهمیان سطح تغییرشکل از استفاده و خطی هندسه گرفتن نظر در با نازک هایپوسته تغییرشکل

1پارامتری  مختصات از یریگبهره با پوستهمیان سطح نگاشت. ]9[ هستند تشریح  2 و  گیردمی صورت .

  :آیدمی بدست (6) رابطه صورتبه اولیه هندسه در مادی نقطه یک از موقعیت بردار

0 0

1
( , , ) ( , ) ( , ) (6)

2
h        X tφ

 

  :آیدبدست می (7) رابطه از استفاده با یافته تغییرشکل هندسه برای را موقعیت بردار( 6) رابطه همانند

1
( , , ) ( , ) ( , ) (7)

2
h        x tφ

 

1که  1    ،مختصات راستای ضخامتh  ضخامت پوسته وt  0پوسته است. توابع بردار یکه نرمال( , ) φ 

)و  , ) φ کنند. همچنین میدان صورت پارامتری تبیین میپوسته را در پیکربندی اولیه و تغییرشکل یافته بهسطح میان

  آید:بدست می (8)صورت رابطه جایی از هر نقطه دلخواه پوسته بهجابه

( , , ) ( , , ) ( , , ) (8)         u x X

 

پوسته پیکربندی تغییرشکل یافته، لاو مبنی بر عمود بودن بردار نرمال به سطح میان-با توجه به فرض کیرشهف

 شوند:استخراج می )9(صورت رابطه به )7(و  )6(با توجه به روابط  tو  0tبردارهای یکه نرمال 

0 0
,1 ,2 ,1 ,2

0 0 0
,1 ,2,1 ,2

; (9)
 

 


t t
φ φ φ φ

φ φφ φ

 

های یونانی استفاده شده است که مقادیر در ادامه از اندیس 1,2 دهند.را به خود اختصاص می 

 (10)صورت رابطه اولیه بهی بردارهای پایه کوارینت برای هر نقطه دلخواه از پوسته و سطح میانی آن با پیکربند

  شود:تعریف می

0 3 0
, 3 03

; (10)  


 

 
    
 

X X
G t G tφ
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همچنین بردارهای پایه کوارینت برای هر نقطه دلخواه از پوسته و سطح میانی آن با پیکربندی تغییرشکل یافته 

  شود:تعریف می (11)صورت رابطه به

3
, 3 3

; (11)  


 

 
    
 

x x
g t g tφ

 

بخش ثابت ناشی از نیروهای غشایی و بخش خطی ناشی از خمش، تقسیم کرد. توان به دو بخش، تانسور کرنش را می

 ارائه خواهند شد: (12)صورت رابطه در ادامه ضرایب کوارینت، کرنش به

3 31
( ) ( ) (12)

2
E k K              g G

 

  شوند:تعریف می (13)صورت رابطه که تانسور متریک کوارینت و تانسور انحنا سطح به

, , , ,

, , 0

. . ; . .

. ; . (13)k K

         

     

   

   

g g x x G G X X

g t G t

g G

 

ای از اصل کار مجازی برای نیروهای داخلی و خارجی استفاده ی پوستهای رسیدن به معادله تعادل حاکم بر سازهبر

  بیان شده است: (14)شود که در رابطه می

int (14)extW W W   

 

  نوشته شود: (15)تواند به شکل رابطه تانسور تنش می

11 11

22 222

12 12

1 0

1 0 (15)
1

0 0 (1 ) 2 2

E
E

E

E

 

 


 

     
     

 
     
          

s

 

 ضریب پواسون هستند. ضریب الاستیک و  Eها، کرنش Eها، تنش که 

های عمودی عرضی در پوسته شده و تنشبعدی فقط محدود به سطح میانی نازک، توصیف سهی پوستهبرای نظریه

33شوند )نظر گرفته نمی 0 .) 

 شود:و توابع پایه نربز، تقریب زده می (6)در اینجا ابتدا سطح پوسته اولیه را با استفاده از رابطه 

1 2 1 2
0

1

( , ) ( , ) (16)
n

i
i

i

R   


 Pφ

 

  شود:ان میبی (17)صورت رابطه جایی نیز بهمیدان جابه

1 2 1 2

1

( , ) ( , ) (17)
n

i
i

i

R   


u u

 

جایی برای بدست آوردن مجهولات جابه -با ترکیب همزمان نیروهای غشایی و خمشی و نوشتن رابطه خطی نیرو

  خواهد بود: )18(صورت رابطه به uگرهی 
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(18)Ku f

 

مجهولات مسئله معین  )18(بدست خواهد آمد و با حل معادله  Kها ماتریس کلی بندی سختیدر نهایت با سرهم

 گردند.می

 

 (میندلین-رایزنر) مرتبه اول برشی.  نظریه 3-2

معایب  لاو توضیح داده شد، یکی از-های نازک و اعمال نظریه کیرشهفطور که در قسمت قبل، درباره پوستههمان

ای معرفی کرد که بر ( نظریه1945این نظریه عدم درنظر گرفتن تغییرشکل برشی است. برای رفع این مشکل، رایزنر )

( تکامل یافت و به نظریه 1954گیرد. این نظریه توسط میندلین )ی قبل، تغییرشکل برشی را در نظر میخلاف نظریه

 .]3[میندلین شهرت یافت  -رایزنر

پوسته، بعد از تغییرشکل نیز صفحه باقی ی عمود بر سطح میانر این نظریه این گونه است که صفحهفرضیه حاکم ب

صورت مستقل ها بهسازد که چرخشپوسته عمود نیست. این فرض این امکان را فراهم میماند ولی لزوما بر سطح میانمی

 ها در نظر گرفته شوند.از تغییر مکان

شود. روند کار بدین گونه است که برای هر نقطه یه و روابط حاکم بر پوسته بیان میدر این بخش مبانی این نظر

شود که فرضیات مکانیکی مبتنی بر این نظریه در این دستگاه معنا پیدا پوسته یک دستگاه مختصات محلی تعریف می

با اعمال قوائد مربوط به چرخش  کند. در نهایت با داشتن زوایای محورهای دستگاه مذکور با محورهای دستگاه کلی ومی

یابد. به بیان دیگر، در این بخش فرض بر این است که محورهای مختصات، نتایج به دستگاه مختصات کلی انتقال می

 های مختصات محلی و کلی بر هم منطبق نیستند.دستگاه

شود. فاده از سطوح نربز توصیف میای در تحلیل ایزوژئومتریک، سطح میانی پوسته با استهای پوستهبرای ایجاد المان

باشد؛ سه درجه آزادی تغییر مکانی و دو درجه آزادی چرخشی. از هر نقطه بر روی سطح پوسته دارای پنج درجه آزادی می

آنجا که نقاط کنترلی بر روی سطح سازه پوسته قرار ندارند و نیز باید یک دستگاه مختصات محلی برای توصیف درجات 

اشته باشیم، باید نقاطی بر روی سطح میانی با استفاده از نقاط کنترلی ایجاد شود. برای این کار، آزادی چرخشی د

صورت . با این حال، به]12[های گوناگونی وجود دارد که در این پژوهش، از روش ایجاد نقاط مهار استفاده شده است روش

گرهی تعریف نمود. برای هر تابع پایه  توان نقطه متناظر هر نقطه کنترلی را روی فضایقرار دادی می
,i p

N نقطه مهار که ،

)با  , )
i i i

a a a
x h

  قابل تعریف است: )19(صورت رابطه شود، بهنمایش داده می =

( 1)/2

( /2) ( /2) 1

(19)1
( )

2

i p

i

i p i p

if p is odd

a
if p is even





 

 

  




 




 

i
a

h
 بدست خواهد آمد. )19(شابه رابطه نیز م 

ها و برای شود که برای توابع از درجه فرد نقاط مهار همان گرهشود، این تعریف طوری انجام میچنانچه ملاحظه می

 های گرهی قرار گیرند.درجات زوج این نقاط مرکز دهانه

  شود:بیان می (20)صورت رابطه ، بردار موقعیت به]12[میندلین  -ی رایزنرهای پوسته بر اساس نظریهدر ایجاد المان
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3( , ) ( , ) (20)
2

i
i i i i

x
t

y R R

z

    

 
 

   
 
 

 x P v

 

]ضخامت پوسته، و  itام، iمختصات نقطه کنترلی  iPکه  1,1]    .3مختصات راستای ضخامت استiv 

  شود:بیان می (21)صورت رابطه بردار نرمال دقیق نقطه مهار مربوطه است که به

, ,
3

, ,

x x
(21)

x x
i

 

 





v

 

 پوسته ضخامت گربیان دوم، ترم و پوستهمیان سطح گربیان معادله این راست سمت اول ترم ،(20) رابطه به توجه با

  :شودمی بیان (22) صورت رابطهبه جاییجابه همچنین بردار .است

( , ) ( , ) (22)
2

i

ii
i i i i

i

i

u u
t

v R v R

w w


    



   
    

       
    

   

 u m

 

im شود:بیان می )23(صورت رابطه شامل دو بردار دیگر است که امتدادی اختیاری داشته و به  

 
2 1

2 1 2 1

2 1

(23)

i i

i i i i i

i i

l l

m m

n n

 
 

   
 
  

v vm

 

 باشند.چرخش متناظر با این بردارهای جهتی می iو  i )22(همچنین در رابطه 

گیرد. بندی ایزوژئومتریک پوسته و بدست آوردن ماتریس سختی آن، با توجه به اصل کار مجازی صورت میفرمول

گیری گیری بر روی پوسته است. برای این کار، یک المان پایه برای انتگرالی به این مهم نیاز به انتگرالیاببرای دست

گیری به خوبی از المان پایه به فضای پارامتری و از آنجا به فضای فیزیکی نگاشته شود. نقاط انتگرالعددی معرفی می

  است: (24)و پارامتری نیاز به ماتریس ژاکوبین رابطه  (. برای ایجاد ارتباط بین فضای فیزیکی1شوند )شکل می

, , ,

P , , ,

, , ,

(24)

x y z

x y z

x y z

  

  

  

 
 


 
  

J

 

شود، نیاز به تبدیلی دیگر از فضای پارامتری نربز به گیری گوس در فضای پایه انجام میبا توجه به اینکه انتگرال

  شود:معرفی می (25)صورت رابطه گیری است. این تبدیل بهی انتگرالفضای پایه
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2 1 2 1

2 1 2 1

ˆ 1
( ) ( )

2 2

ˆ 1
( ) ( ) (25)

2 2

ˆ


    


    

 


   




   

 



 

  شود:بیان می )26(صورت رابطه شود که بهمی BJاین تبدیل منجر به ایجاد ژاکوبین 

2 1

B 2 1

1
( ) 0 0

2

1
0 ( ) 0 (26)

2

0 0 1

 

 

 
 

 
  
 
 
 
  

J

 

  شود:معرفی می )27(صورت رابطه به Kماتریس سختی 

1 1 1

P B
1 1 1

P B

ˆ ˆˆ

(27)

  
  

 







  



eK B D B

B D B J J

B D B J J

T
local

T
local

NG
T
k local k k

d

d d d

W
k=1

 

 Dlocalماتریس مشتقات نربز و  Bگیری، وزن نقاط انتگرال kWگیری گوسی، مجموع نقاط انتگرال NGکه در آن، 

 باشد.ماتریس مواد می

 

 
 ]11[گیری فضاهای فیزیکی، پارامتری و پایه در انتگرال – 1شکل 

 

 نتایج عددی  .4

ها، دو دسته از مسائل مورد بحث و بررسی در این پژوهش برای نشان دادن کارایی روش تحلیل مطرح شده در پوسته

های تحلیل تند که مبنای مناسبی برای سنجش درستی روشگیرند. دسته اول مسائلی موسوم به مسائل معیار هسقرار می
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ها با شکل دلخواه هستند که در اینجا مورد بررسی قرار اند و دسته دوم مسائلی مربوط به پوستهخطی ارتجاعی پوسته

 گیرند.می

که در ادامه به  لو هستند -مسائل معیار پوسته شامل دو مسئله استوانه تحت فشار با دیافراگم صلب و بام اسکوردلیس

های مختلف بر مبنای بندیها، تحلیل ایزوژئومتریک با شبکه. در هر یک از این مثال]20[ها پرداخته شده است تشریح آن

 انجام شده و نتایج با حل تحلیلی مقایسه شده است. "میندلین -رایزنر"و  "لاو -کیرشهف"ی دو نظریه
 

 مسائل معیار.  4-1

های عددی های روشترین آزمونی تحت فشار با دیافراگم صلب است. این مسئله یکی از بحرانیامثال اول، استوانه

شود، تحت دو بار متمرکز مشاهده می 2. سازه مذکور چنانچه در شکل ]20[باشد برای دو حالت خمشی و غشایی می

1P گاه دیافراگم صلب قرار ر خود قرار گرفته است. مرزهای استوانه تحت تکیههم راستا و خلاف جهت در راستای قط =

دارند که به غیر از تغییرمکان در جهت محور استوانه و چرخش حول محور مماس بر مرز، سایر درجات آزادی آن مقید 

  شود:بیان می (28)صورت رابطه است. پارامترهای مسئله به

63 10 ; 0.3; 300; 600; 3 (28)E R L t     

 

تقارن  باشد. به دلیلضخامت استوانه می tطول و  Lشعاع،  Rضریب پواسون،  مدول الاستیسیته،  Eکه 

 شود.سازی میمضاعف موجود در مسئله، تنها یک هشتم استوانه مدل

تابع نربز حل شده است. از حل تحلیلی این مسئله مقدار تغییرمکان شعاعی نقطه  5و  4، 3، 2این مسئله با درجات 

 .]20[آید بدست می refu =8248/1×10-5زیر بار متمرکز، برابر 

 

 
 تحت فشار با دیافراگم صلبای پوسته استوانه – 2شکل 

 

شود. نقطه در هر لبه درنظر گرفته می 65و  35، 20، 10، 5برای حل ایزوژئومتریک این مسئله شبکه نقاط کنترلی با 

 نشان داده شده است. 4و  3های نتایج تحلیل در شکل

ا استفاده از دو نظریه نمودار همگرایی پاسخ برای مسئله مذکور را ب 4کانتور تغییرشکل شعاعی و شکل  3شکل 

 دهند.میندلین نشان می -لاو و رایزنر-کیرشهف
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 کانتور تغییرمکان شعاعی استوانه تحت فشار – 3شکل 

 

  
 )ب( )الف(

)ب( نظریه  کلاسیکنمودار همگرایی خیز شعاعی بیشینه استوانه تحت فشار )الف( نظریه  – 4شکل 

 مرتبه اول برشی

 

پردازد. این مسئله معیار استانداردی برای لو تحت اثر وزن خودش می -ه بام اسکوردلیسمثال دوم به تحلیل ساز

این سازه را با  5. شکل ]20[کنند باشد که در آن نیروهای غشایی نقش نیروهای غالب را بازی میمسائل پوسته می

دیافراگم صلب قرار دارند که اجازه  گاهدهد. دو مرز خمیده سازه تحت تکیهاش نشان میپارامترهای هندسی تعریف شده

 دهد.حرکت در راستای محور سازه و چرخش حول محور مماس بر مرز را به آن می

 

 
 گاه دیافراگم صلبلو تحت وزن خودش با تکیه -پوسته بام اسکوردلیس – 5شکل 
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  شود:بیان می (29)صورت رابطه پارامترهای مسئله به

64.32 10 ; 0.0; 25; 50; 0.25 (29)E R L t     

 

با توجه به باشد. بام اسکوردلیس میضخامت  tطول و  Lشعاع،  Rضریب پواسون،  مدول الاستیسیته،  Eکه 

 4، 3، 2رود. این مسئله با درجات کار میسازی و تحلیل بهتقارن، تنها یک چهارم سازه با شرایط مرزی مناسب جهت مدل

 تابع نربز حل شده است. 5و 

کانتور  6. شکل ]20[آید بدست می refu =3024/0از حل تحلیلی این مسئله مقدار تغییرمکان میانی لبه آزاد برابر 

 دهد.کان قائم بدست آمده از حل ایزوژئومتریک این مسئله را نشان میتغییرم

 

 
 لو -کانتور تغییرمکان قائم بام اسکوردلیس – 6شکل 

 

نقطه کنترلی در هر لبه درنظر گرفته   35و  20، 10، 5نقاط کنترلی با  برای حل ایزوژئومتریک این مسئله شبکه

نشان داده شده  7نقطه میانی لبه آزاد با استفاده از دو نظریه ذکر شده در شکل شود. همگرایی پاسخ این تغییرمکان در می

 است.
 

  
 )ب( )الف(

)ب( نظریه  کلاسیک)الف( نظریه لو  -اسکوردلیس بام نرمال بیشینه خیز همگرایی نمودار – 7شکل 

 مرتبه اول برشی

 

 مسائل پوسته با شکل دلخواه.  4-2

کند. شکل اولیه این سازه با شکل دلخواه جهت بررسی کارایی روش ارائه شده را بیان میای ی پوستهمثال سوم سازه
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 نشان داده شده است. 8نقطه کنترلی آن در شکل  16ای به همراه پوسته

 

 
 پوسته با شکل دلخواه به همراه نقاط کنترلی – 8شکل 

 

0 تحت اثر بار گسترده یکنواخت گاه ساده مقید شده وی خود توسط تکیهسازه مذکور در چهار گوشه 100q   بر

 شود:بیان می (30)صورت رابطه قرار دارد. پارامترهای این مسئله به zواحد سطح در جهت محور 

72.5 10 ; 0.29; 0.3 (30)E t   

 

باشد که در همه نقاط ثابت سازه پوسته شکل آزاد می ضخامت tو ضریب پواسون  مدول الاستیسیته،  Eکه 

  فرض شده است. برای

 این پوسته با شکل دلخواه، با استفاده از دو بردار گرهی 0,0,0,0,1,1,1,1  و  0,0,0,0,1,1,1,1  

خیز قائم  5و  4، 3ی پوسته و درجات تابع نربز نقطه کنترلی در هر لبه 35و  19، 11، 7، 5هایی با و همچنین شبکه

نشان داده شده است و همچنین  9یافته در شکل کانتور پوسته تغییرشکل همگرا شده است =9839/0uبیشینه به مقدار 

 آورده شده است. 10میندلین در شکل  -لاو و رایزنر -نه با استفاده از دو روش کیرشهفنمودار همگرایی خیز قائم بیشی

 

 
 کانتور خیز قائم پوسته با شکل دلخواه – 9شکل 

 

ای با شکل دلخواه مورد بررسی قرار گرفته است مرجعی برای مقایسه وجود ندارد؛ با جا که در این مسئله پوستهاز آن

و شکل تغییر یافته پوسته با شکل دلخواه نشان از کارامدی این روش در حل مسائل پوسته با هر  این وجود، همگرایی پاسخ

 شکل دلخواهی دارد.
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 )ب( )الف(

)ب( نظریه  کلاسیک)الف( نظریه خیز قائم بیشینه پوسته با شکل دلخواه  همگرایی نمودار – 11شکل 

 مرتبه اول برشی

 

 گیرینتیجه  .5

گیری از دو نظریه های با شکل دلخواه با استفاده از روش ایزوژئومتریک و بهرهه، تحلیل استاتیکی پوستهدر این مقال

شوند، از های پیچیده محسوب میها به دلیل داشتن انحنا جزوه سازهمیندلین انجام گرفت. پوسته -لاو و رایزنر-کیرشهف

سازی های مدلباشد. در این پژوهش، برای رفع پیچیدگیها میها دشوارتر از سایر سازهسازی و تحلیل آناین رو مدل

پوسته از توابع پایه نربز و برای تحلیل آن از روش ایزوژئومتریک استفاده شد. استفاده از روش ایزوژئومتریک در تحلیل 

کنترلی و درجات آزادی سازی دقیق هندسه و همگرایی سریع با در نظر گرفتن نقاط ها مزایای فراوانی از جمله مدلپوسته

کمتر نسبت به روش اجزای محدود کلاسیک دارد. در این مقاله همچنین، برای تعریف درجات آزادی چرخشی مستقل در 

میندلین از تعریف دقیق بردار نرمال بهره گرفته شد که سبب بهبود دقت حل شد. برای نشان دادن کارایی  -نظریه رایزنر

منیدلین با تعداد نقاط کنترلی کمتر  -ه مسائل معیار حل گردید که مشاهده شد نظریه رایزنرها، مسائلی موسوم باین روش

های برشی است. با توجه به نتایج لاو دارد و علت آن هم در نظر گرفتن ترم-همگرایی بهتری نسبت به نظریه کیرشهف

ها و درجه توابع پایه، نتایج به حل هسازی پوستبدست آمده مشخص گردید که با افزایش تعداد نقاط کنترلی در مدل

تحلیل بسیار نزدیک شده و نتایج حاصل از دقت مطلوبی برخوردار هستند. در نهایت از این روش برای تحلیل پوسته با 

گیری از هر دو نظریه استفاده شد و برای خیز بیشینه مشاهده شد که هر دو نظریه با دقت خوبی به شکل دلخواه با بهره

میندلین با دقت بیشتر و بهتری به جواب مورد نظر میل  -گونه که دیده شد نظریه رایزنررسیدند، اما همان 9839/0مقدار 

 (.10کند )شکل می
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