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و استفاده  لیتحلیل حساسیت کاملا تحلی بکارگیریبا  های دوانحناییپوستهسازی شکل بهینه

ایزوژئومتریک از روش  
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 صهخلا

ای در تحلیل سازه و محاسبه حساسیت از روش اجزای محدود مرسوم استفاده سازی سازههای بهینهدر اکثر روش 

یابی به مدل محاسباتی نیاز به تولید شبکه اجزای سازی، برای دستشده است. به دلیل تغییر هندسه در هر مرحله از بهینه

برای مرتفع نمودن مشکلات اینچنینی، شود. تی و اتلاف وقت میمحدود جدیدی است که سبب افزایش هزینه محاسبا

( و اجزای محدود CAD، که ترکیبی از روش طراحی به کمک کامپیوتر )بر مبنای توابع پایه نربز روش تحلیل ایزوژئومتریک

است، استفاده (، که روشی گرادیان محور MMAهای پویا ). در این تحقیق، روش مجانبشوداست، در اینجا استفاده می

شده و برای محاسبه حساسیت مورد نیاز آن روش کاملا تحلیلی ارائه شده است. برای نشان دادن عملکرد روش پیشنهادی، 

  های عددی گوناگونی حل شده است.مثال
 

 سازی شکل، نربز، حساسیت کاملا تحلیلیایزوژئومتریک، بهینهروش ، های دو انحناییپوسته کلمات کلیدی:

 

 

 مقدمه  .1

بشر همواره در تلاش بوده تا به منظور افزایش کارایی و به ضرورت نیاز طراحی اجسام مختلف را بهبود بخشد. این 

دلیل محدود  سازی یاد نمود. امروزه بهعنوان مبدا بهینهتوان از آن بهها موجب پیشرفت جامعه بشری است و میتلاش

سازی به ای برخوردار است. به همین منظور، بهینهها از اهمیت ویژهمؤثرتر از آنبودن منابع و انرژی در دسترس، استفاده 

تعریف شده است. به عبارت دیگر هدف از طراحی مهندسی یافتن  "بهترین"عنوان ابزاری ارزشمند برای یافتن سادگی به

 .[1]قلب مهندسی دانست  سازی راتوان بهینهبهترین حل برای یک مسئله خاص است. این بدان معنی است که می

وجود آمده است. ها بهسازی شکل سازهگیری در سه دهه اخیر در زمینه بهینههای چشمدر همین راستا پیشرفت

ای تکراری بر مبنای شود که در طی آن شکل بهینه یک سازه با استفاده از پروسهسازی شکل به فرایندی گفته میبهینه

آید. در بیشتر سازی گرادیان محور مطرح است، بدست مینهای و محاسبه حساسیت، که در شاخه بهیتحلیل پاسخ سازه

توان به روش ها میهای عددی گوناگونی استفاده شده است که از مشهورترین آنای از روشسازی سازههای بهینهروش

د. اشاره نمو های بدون شبکهها تحت عنوان روشای از روش( و دستهFEM(، روش اجزای محدود )FDMتفاضل محدود )
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اند، اما باز وجود آمدههای پیش از خود بهها به دنبال یکدیگر و با هدف توانمند ساختن و رفع عیوب روشاگر چه این روش

ها در تولید دقیق شکل توان به نقطه ضعف آنها را بدون نقص در نظر گرفت. از جمله این نواقص میتوان آنهم نمی

سازی دقیق مسائل با تغییرات شدید در خواص مصالح و همچنین نیاز به تولید لمسائل دارای هندسه پیچیده، ضعف در مد

سازی شکل شوند و یا مسائل بهینهها در برخی مسائل نظیر مسائلی که در چارچوب لاگرانژی حل میمکرر شبکه المان

 سازه، اشاره کرد.

وتر و روش اجزای محدود روش تحلیلی های تکنولوژی طراحی به کمک کامپیهای اخیر، با تلفیق پیشرفتدر سال

. از آنجا که این روش نوپا [2]جدیدی تحت عنوان روش ایزوژئومتریک پا به عرصه تحلیل مسائل مهندسی گذاشت 

بندی آن در مسائل مکانیک محاسباتی ضروری است. جایگزینی مناسب برای روش اجزای محدود کلاسیک است، لذا فرمول

توان به می هاهای مختلف توسعه داده شد که از میان آنبه همین منظور، روش تحلیل ایزوژئومتریک به سرعت در زمینه

اشاره کرد. همچنین در این  [12, 11]و الکترومغناطیس  [11-7]ها ، مکانیک سازه[6-3]سیالات کاربرد آن در دینامیک 

گیری از این اشاره نمود. در همین راستا، با بهره [13]توان به مرجع ها میزمینه کتبی به چاپ رسیده است که از میان آن

ها استفاده سازی سازهعنوان ابزاری قدرتمند در بهینهتوان از آن بههای مختلف کامپیوتری میسازی الگوریتمروش در پیاده

 نمود.

کل کاملا وابسته به سازی شاند. مراحل بهینههای تحلیل و طراحی مهندسی به یکدیگر وابستهبدون شک روش

کارگیری روش دهند. با بهباشند و با تغییر آن در مراحل مختلف در واقع مدل تحلیل را نیز تغییر میهندسه می

گردد و بنابراین مرحله تولید مدل تحلیلی که در روش اجزای محدود، تولید ایزوژئومتریک مدل هندسی و تحلیلی ادغام می

بر و پر هزینه است. بنابراین روش گردد. این مرحله در صنعت بسیار زمانراحل کار حذف میشبکه اجزای محدود است، از م

 آید.حساب میایزوژئومتریک نه تنها در زمینه تحلیل سازه بلکه در فرآیند طراحی سازه نیز تحولی عظیم به

 1773های های زینکویچ در سالتوان به پژوهشها میسازی شکل سازهاز اولین کارهای صورت گرفته در زمینه بهینه

ها سازی صورت گرفت که از میان آناشاره کرد. پس از آن تحقیقات فراوانی در این شاخه از علم بهینه [11] 1771و  [11]

های اشاره نمود. تحقیقات در این زمینه تنها به سازه [17, 16] 1772و  1796های توان به تحقیقات هافکا در سالمی

، [17]، بوتکین [19]امام  بعدی را نیز در بر گرفت. محققین مختلفی از جملههای سهدوبعدی محدود نشد و دامنه آن سازه

بعدی معطوف های سهسازی سازههای خود را پیرامون مسائل بهینهپژوهش [21]کو و آنیچیاری [21]یونسی و همکاران 

 ساختند.

در حل مسائل گوناگون و وجود مشکلات متعدد روش بعد از پیدایش روش تحلیل ایزوژئومتریک و استفاده از آن 

سازی، توجه محققین این حوزه نیز به سمت این روش جلب شد. از جمله پژوهشگرانی که اجزای محدود در مسائل بهینه

نام  [23]و وال و همکاران  [22]توان از چو و همکاران تحقیقات خود را به سمت استفاده از این روش معطوف کردند می

سازی شکل و توپولوژی بسط دادند. مطالعات خود را با استفاده از روش ایزوژئومتریک برای بهینه [21]برد. سئو و همکاران 

سازی شکل سازی شکل و ابعاد تیر با استفاده از این روش پرداختند. تحقیق بر روی بهینههبه بهین [21]ناگی و همکاران 

ارائه شد. همچنین در کارهای  [26]با استفاده از انتگرال مرزی و استفاده از روش ایزوژئومتریک توسط لی و همکاران 

ها همچنین پژوهشی بعدی پرداختند. آنهای دوبعدی و سهسازی شکل سازهبه بهینه [29, 27]متنوعی حسنی و همکاران 

ها با استفاده از روش ایزوژئومتریک ارائه دادند. لیان و سازی همزمان شکل و توپولوژی پوستهپیرامون بهینه [27]دیگر 

سازی شکل های پویا به بهینهبا ترکیب روش ایزوژئومتریک و اجزای مرزی و با استفاده از الگوریتم مجانب [31]همکاران 

های سازی سازهم ذرات انبوه در بهینهاز همان روش ولی از الگوریت [31]های دوبعدی پرداختند. سان و همکاران سازه

  دوبعدی استفاده نمودند.
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با استفاده از روش ایزوژئومتریک بر مبنای توابع  ای دوانحناییپوستههای سازی شکل سازهدر این پژوهش، به بهینه

محور است، (، که روشی گرادیان MMAهای پویا )سازی شکل از روش مجانبپایه نربز پرداخته شده است. در بهینه

سازی مستلزم محاسبه حساسیت توابع هدف و قید است. برای های گرادیان محور در بهینهاستفاده شده است. روش

گیری از روش ایزوژئومتریک های گوناگونی وجود دارد که در این تحقیق روش کاملا تحلیلی با بهرهمحاسبه حساسیت روش

با توابع هدف و قید گوناگون  ای دوانحناییپوستههای سازی شکل سازهینهبندی شده است. هدف از این مقاله، بهفرمول

سازی کار خارجی و یا حداکثرسازی سختی با استفاده از مقدار مشخصی از مصالح است. این معیار با حداقلنظیر 

یلی نتایج قابل قبولی صورت کاملا تحلکه با محاسبه حساسیت این توابع به شودسازی انرژی کرنشی سازه انجام میحداقل

 حاصل شده است.

 
 

 و نربز نیاسپلا -یب  .2

بعد از بردار گرهی ها باید با فضای پارامتریی آشنا شد که برای معرفی آن در یکها و نربزاسپلاین -برای توصیف بی
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 شوند:بیان می (2)صورت رابطه اسپلاین با توجه به روابط بازگشتی به -توابع پایه بی
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ه در کنیم. یک سطح نربز کها است، فقط به بیان روابط سطوح نربز بسند میاز آنجا که این پژوهش حول محور پوسته

 شود:بیان می (3)صورت رابطه باشد، به qاز درجه  hو در جهت  pاز درجه  xجهت 
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i,در آن  که jP باشد که در دو جهت تعریف شده است. همچنین شبکه نقاط کنترلی می,i jw ها و وزن,i pR  توابع

ای را ای نسبی تکهتابع پایه (3)اند. اگر در رابطه ف شدهباشند که بر روی بردارهای گرهی تعریاسپلاین می -پایه بی
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  توان نوشت:پس برای سطوح نربز می
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ها که در هندسه آنها افزود بدون اینها و سطوح نربز این ویژگی را دارند که بتوان نقاط کنترلی جدید را به آنمنحنی

های گوناگونی مانند افزودن گره به شود. روشدر ادبیات موضوع بهبود شبکه گفته میتغییری ایجاد شود که به این کار 

بردار گرهی و افزایش درجه توابع پایه برای این منظور ایجاد شدند. در روش افزودن گره با اضافه کردن مقادیر جدید گره، 

یابد. در نتیجه در این نقطه پیوستگی به اندازه واحد کاهش میشوند. تری تقسیم میهای کوچکدهانههای گرهی به دهانه

شود. نقاط کنترلی بهبودیافته با ترکیب خطی نقاط کنترلی اولیه به ازای هر یک گره جدید، یک نقطه کنترلی نیز اضافه می

1 ی در صورتی که گره اضافه شدهبعداسپلاین یک -شوند. با در نظر گرفتن تابع بیحاصل می
ˆ [ , ]k k     باشد، نقاط
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  آید.دست میبه (6)رابطه 
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 توان از یک شبکه نقاط کنترلی درشت بدون تغییر هندسه به شبکه ریزتری دست یافت.بدین ترتیب می

 

 

 میندلین -بندی پوسته دوانحنایی بر اساس نظریه رایزنر. فرمول3

عدم درنظر ن بزرگ آ ، یکی از معایبشودمیهای نازک اعمال ها، که بیشتر برای پوستهدر نظریه کلاسیک پوسته

ی قبل، ای معرفی کرد که بر خلاف نظریه( نظریه1711گرفتن تغییرشکل برشی است. برای رفع این مشکل، رایزنر )

میندلین شهرت  -( تکامل یافت و به نظریه رایزنر1711گیرد. این نظریه توسط میندلین )تغییرشکل برشی را در نظر می

پوسته، بعد از تغییرشکل نیز صفحه ی عمود بر سطح میانن گونه است که صفحهفرضیه حاکم بر این نظریه ای .]31[یافت 

صورت ها بهسازد که چرخشپوسته عمود نیست. این فرض این امکان را فراهم میماند ولی لزوما بر سطح میانباقی می

 ها در نظر گرفته شوند.مستقل از تغییر مکان

شود. روند کار بدین گونه است که برای هر نقطه م بر پوسته بیان میدر این بخش مبانی این نظریه و روابط حاک

شود که فرضیات مکانیکی مبتنی بر این نظریه در این دستگاه معنا پیدا پوسته یک دستگاه مختصات محلی تعریف می

د مربوط به چرخش کند. در نهایت با داشتن زوایای محورهای دستگاه مذکور با محورهای دستگاه کلی و با اعمال قوائمی

یابد. به بیان دیگر، در این بخش فرض بر این است که محورهای مختصات، نتایج به دستگاه مختصات کلی انتقال می

 های مختصات محلی و کلی بر هم منطبق نیستند.دستگاه

 

 نقاط مهار.  3-1
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شود. استفاده از سطوح نربز توصیف میای در تحلیل ایزوژئومتریک، سطح میانی پوسته با های پوستهبرای ایجاد المان

باشد؛ سه درجه آزادی تغییر مکانی و دو درجه آزادی چرخشی. از هر نقطه بر روی سطح پوسته دارای پنج درجه آزادی می

آنجا که نقاط کنترلی بر روی سطح سازه پوسته قرار ندارند و نیز باید یک دستگاه مختصات محلی برای توصیف درجات 

ی داشته باشیم، باید نقاطی بر روی سطح میانی با استفاده از نقاط کنترلی ایجاد شود. برای این کار، آزادی چرخش

صورت قرار . با این حال، بهایجاد نقاط مهار استفاده شده استهای گوناگونی وجود دارد که در این پژوهش، از روش روش

رهی تعریف نمود. برای هر تابع پایه توان نقطه متناظر هر نقطه کنترلی را روی فضای گدادی می
,i p

N نقطه مهار که با ،

( , )
i i i

a a a
x h

  قابل تعریف است: )8(صورت رابطه شود، بهنمایش داده می =

( 1)/2

( /2) ( /2) 1

(8)1
( )

2

i p

i

i p i p

if p is odd

a
if p is even





 

 

  




 




 

i
a

h
 بدست خواهد آمد. )8(ه رابطه نیز مشاب 

ها و برای شود که برای توابع از درجه فرد نقاط مهار همان گرهشود، این تعریف طوری انجام میچنانچه ملاحظه می

 های گرهی قرار گیرند.درجات زوج این نقاط مرکز دهانه

 

 بندی پوسته با بردار نرمال دقیقفرمول.  3-2

  شود:بیان می (9)صورت رابطه ، بردار موقعیت بهمیندلین -ی رایزنراساس نظریهبر های پوسته در ایجاد المان

3( , )( ) (9)i i i i

x

y N z

z

 

 
 

   
 
 

x P J

 

که 
i

z ζ h 2
i

 در آن که =
i

h  ،ضخامت پوسته[ 1,1]   و مختصات راستای ضخامت iP  مختصات نقطه

  شود:بیان می )10(صورت رابطه بردار نرمال دقیق نقطه مهار مربوطه است که به 3iJاست. ام iکنترلی 

3

3 3 3

3

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )

, ,
(10)

, ,

a

i i i i
i i a

i i i i

a

a a a a
a a m

a a a a
n

     
 

     

 
 

   
 

 

S S

S S
J Ja

 

 پوسته ضخامت گربیان دوم، ترم و پوستهمیان سطح گربیان معادله این راست سمت اول ترم ،(9) رابطه به توجه با

 شوند:صورت زیر تعریف میبردارهای جهتی در دو راستای دیگر بههمچنین  .است

1 2 3

2 3

3

3 1

2 3

2

0

0 (11)


  




  



e
e

e
e

a

a

a a

a

a

a a

a

2a 1

2a

1a 3

If

If

´
´

´

´
´

´

J J
J

J J J

J J
J

J J J

 

که در آن 
1

e ،
2

e  و
3

e  صورت رابطهبه جاییجابه برداربردارهای یکه در دستگاه مختصات کلی هستند. همچنین 

  :شودمی بیان (12)
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( , )( ) (12)i i i i i

u

v N z

w

 

 
 

   
 
 

u u m q

 

im شود:بیان می )13(صورت رابطه شامل دو بردار دیگر است که امتدادی اختیاری داشته و به  

 
2 1

2 1 2 1

2 1

(13)

i i

i i i i i

i i

l l

m m

n n

 
 

   
 
  

m J J

 

] )12(همچنین در رابطه  , ]i i i q  باشند.متناظر با این بردارهای جهتی می هایچرخشکه 

 

 میدان کرنش.  3-3

  کنیم:صورت زیر استفاده میجایی بههای جابهها، از مشتق ترمحال برای محاسبه کرنش

, , , , , , , , ,{ } { } (14)x y z xy yz zx x y z x y z x y zu u u v v v w w w      H
T T

 

که 

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0

é ù
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ

= ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ê ْ
ë û

H .است 

  شود:بیان می (15)صورت رابطه ها نسبت به مختصات کلی بهجاییکه مشتقات جابه

, ,,,

, ,,, 1 1

, , ,, 1 1

, , ,, 1 1

,, , ,

sx

ty

z

sx

z

u uuu

u uuu

u u uu

v v vv

ww w w

 

 

  

 

  

 

 

 

     
    
        
              

            
         

         
      
            

S

S

S

J 0 0 J 0 0

0 J 0 0 J 0

0 0 J 0 0 J

G (15)










 

  شود:تعریف می )61(صورت رابطه به Jژاکوبین  1)5(در رابطه  هستند.مختصات المان پایه  zو  s ،tکه 

, , , , ,

, , , , ,

, , ,

0

0 (16)

0 0 1

s s

t t

S T x y z

S T x y z

x y z

  

  

  

  
  

 
  
     

R SJ J J

 

  توان نوشت:بنابراین می
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, 2, 2 , 1, 1 ,

,
, 2, 2 , 1, 1 ,

,

, 2 1

,

, 2

,

0 0 ( ) ( )
2 2

0 0 ( ) ( )
2 2

0 0 0
2 2

0 0 (

i i
i i i i i

i i
i i i i i

i

i i i
i i

i i

i
i

i

h h
N l N l N l N l N

h hu
N l N l N l N l Nu

u
v h h

u l N l N
w

v

N m

w

    


    











 

 






  

      
  
      

    
   

   
    
  

   

   

 
R

, 2 , 1, 1 ,

2 1

(17)

) ( )
2 2

0 0 0
2 2

i

i

i

i i i
i i i i

i

i i
i i

u

v

w

h h
N m N m N m N

h h
n N n N

   





 
 
 
 

  
  
    

   
   

    
    
 
 
 
  



   

 

 

} که }i i i i iu v w  q
T بدست  )81(طه صورت رابجایی بهجابه-سرانجام رابطه کرنشها است و جاییبردار جابه

  خواهد آمد:

{ } { } (18)x y z xy yz zx i i i i i iu v w       B
T T

 

GBکه جایی = TH R  است وT شود:بیان می )91(صورت رابطه ماتریس تبدیل است و به  

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2 3 2 3 2 3 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2

1 3 1 3 1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1 1 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2

m n m m n n

m n m m n n

m n m m n n

m m n n m m m n m n n n

m m n n m m m n m n n n

m m n n m m m n m n n n






 
  

   


  

T . (19)










 

 

 المان ماتریس سختی
e

K شود:معرفی می )20(ت رابطه صوربه  

1 1 1

1 1 1

(20)

s t 
  

 







  



e

R S

K B DB

B DB J J

B DB J

T

T

NG
T
k k k k

d

d d d

W
k=1

 

 Dماتریس مشتقات نربز و  Bگیری، وزن نقاط انتگرال kWگیری گوسی، مجموع نقاط انتگرال NGکه در آن، 

 باشد.ماتریس مواد می

 

 

 ایهای پوستهسازی شکل سازهبهینه  .4

پرداخته خواهد شد. هدف از  ایپوستههای سازی ایزوژئومتریک شکل سازهدر این بخش به بیان روابط بهینه

ای که رفتار خاصی از سازه در بهترین وضعیت باشد. گونهسازی شکل سازه، یافتن هندسه مرزهای سازه است بهبهینه

ها، توان به محدودیت تنشباشند که از آن جمله میمعمولا این مسائل دارای قیدهای رفتاری و هندسی نیز می
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های طبیعی های هندسی اشاره نمود. همچنین وزن، انرژی کرنشی ذخیره شده و مقادیر فرکانسها و محدودیتتغییرمکان

سازی سازی، مسئله بهینهباشند. در این بخش پس از معرفی بهینهسازی شکل میسازه از جمله توابع هدف مسائل بهینه

سازی مورد استفاده به همراه تحلیل حساسیت تحلیلی برای ایزوژئومتریک شکل تشریح خواهد شد. سپس روش بهینه

 بندی خواهند شد.مسائل این بخش فرمول

سازی و با توجه هدف مشخص و سپس با یک الگوریتم بهینه تابعسازی بایستی ابتدا تابعی را با عنوان در مسئله بهینه

عنوان تابع هدف تعریف توان بهسازی شکل توابع متنوعی را میبه قیود حاکم بر مسئله اقدام به حل آن نمود. در بهینه

نامند. البته در بیشتر مسائل را مقید یا نامقید میباشد، آنسازی قید داشته یا نداشته نمود. در صورتی که مسئله بهینه

سازی را شوند. با توجه به این توضیحات، یک مسئله بهینهصورت مقید در نظر گرفته میها، مسائل بهسازی سازهبهینه

  نشان داد: (21)توان به شکل رابطه می

min max

( , ( ))

( , ( )) 0 1,...,

. ( , ( )) 0 1,..., (21)

1,...,

l l

k k

j j j j

Min x x

h x x l n

s t g x x k n

x x x j n



  


 


  

q

q

q

 

 lhاست. همچنین،  xو متغیرهای طراحی  qجایی تابعی از متغیرهای حالت مانند جابه  که در آن تابع هدف

minتعداد قیود نامساوی،  knتعداد قیود مساوی،  lnقیود نامساوی،  kgقیود مساوی، 
jx  وmax

jx ترتیب حد پایین و به

 سازی هستند.تعداد متغیرهای طراحی در مسئله بهینه jnو بالای متغیرهای طراحی 

سازی شکل، مدل هندسی ساخته شده که متشکل از شبکه نقاط کنترلی است، با توسعه روش ایزوژئومتریک در بهینه

عبارت دیگر مختصات نقاط کنترلی که در رود. بهکار میسازی شکل بهپارامترسازی بهینه برایهم برای انجام تحلیل و هم 

سازی شکل گرفت، در بهینهنربز برای تولید هندسه و در تحلیل ایزوژئومتریک برای تقریب تغییرمکان مورد استفاده قرار می

سازی است. به این ترتیب در هر گام کند که همان نقش متغیرهای طراحی مسئله بهینهکاربرد سومی هم پیدا می

سازی شکل استفاده شود. توجه شود که با این عنوان متغیر طراحی مسئله بهینهتواند بهسازی موقعیت این نقاط میهینهب

های بالا برای تولید شبکه اجزای محدود مرتفع کار دیگر نیازی به ساخت مدل اجزای محدود برای تحلیل و صرف هزینه

ها از این سازی استفاده نمود. این مدلمدل متفاوت جهت انجام تحلیل و بهینهتوان از دو با انجام بهبود شبکه می شود.می

نشان داده شده است. قسمت )الف( 1 1شکل  ترتیب مدل تحلیلی و مدل طراحی نامیده خواهند شد. این موضوع درپس به

مدل را دهد که در اینجا آنشکل را نشان می دوانحناییپوسته این شکل حداقل نقاط کنترلی مورد نیاز برای تولید هندسه 

سازی را نشان های طراحی و تحلیلی برای بهینهترتیب مدلبه 1شکل )ب( و )ج( قسمت  همچنین نامیم.هندسی می

 دهند.می

غیرگرادیان.  ( روش بر مبنای2( روش بر مبنای گرادیان، 1سازی دو روش وجود دارد: برای حل کلی یک مسئله بهینه

تمرکز این پژوهش بر روی روش بر مبنای گرادیان است که استفاده از آن مستلزم پاسخ سازه و تحلیل حساسیت آن نسبت 

( بهره گرفته شده است. این روش یک روش MMAهای پویا )باشد و برای انجام آن از روش مجانببه متغیرهای طراحی می

ای محدب و یاضی است که با استفاده از اطلاعات مشتقات توابع هدف و قید، زیرمسئلهریزی رسازی بر مبنای برنامهبهینه

عنوان نقطه شروع در گام بعدی کند. جواب بدست آمده بهکند و سپس زیرمسئله را حل میپذیر تولید میتفکیک

. برای اطلاعات بیشتر در مورد نحوه کندگیرد و این کار تا حصول همگرایی ادامه پیدا میسازی مورد استفاده قرار میبهینه

 مراجعه نمود. [33]توان به مرجع کار این روش می
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 الف( مدل هندسی ب( مدل طراحی ج( مدل تحلیلی دوانحناییپوسته  – 1شکل 

 

سازی شکل مورد استفاده در این پژوهش را مطابق توان الگوریتم بهینهمی قسمتمطالب بیان شده در این  با توجه به

سازی پس از ساخت مدل طراحی، با شود، در هر گام بهینهبیان نمود. چنانچه در این شکل مشاهده می 2شکل فلوچارت 

گیرد. در نهایت پس از انجام اده از این مدل انجام میشود و تحلیل با استفانجام بهبود شبکه، مدل تحلیلی ساخته می

گیرد که در واقع بهبود مدل طراحی است. این کار تا همگرا شدن طرح ادامه سازی شکل انجام میتحلیل حساسیت، بهینه

 کند.پیدا می

 

 تحلیل حساسیت.  4-1

ثیرگذار در آن است. در مسائل تحلیل حساسیت به معنی بررسی میزان وابستگی طرح نسبت به هر پارامتر تأ

سازی این اصطلاح به معنی سنجش میزان تغییرات تابع هدف نسبت به هر یک از متغیرهای طراحی است که در واقع بهینه

باشد. در حالت کلی سه دسته روش برای انجام تحلیل به معنی پیدا کردن مشتق تابع هدف نسبت به آن متغیر می

های عددی مشتقات توابع هدف و قید را با ی عددی، نیمه تحلیلی و تحلیلی. در روشهاحساسیت وجود دارد: روش

های نیمه تحلیلی بخشی از عملیات آورند. در روشهای مختلف عددی مانند تفاضلات محدود بدست میاستفاده از روش

لیلی، که در این پژوهش مورد های تحشود. در روشهای عددی انجام میصورت تحلیلی و بخشی با روشیافتن مشتقات به

 آیند.استفاده قرار گرفته است، مقادیر مشتقات با توابع صریح بر حسب متغیرهای طراحی مسئله بدست می

  گردد:حاصل می (22)رابطه صورت حساسیت تابع هدف نسبت به متغیرهای طراحی به

1 Td ( , ( ))
(22)

d

x x

x x x x x x x x x

             
          
            

q q F K F K
K q q

q q
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 شروع        

 ساخت مدل طراحی

 مدل تحلیلی بهبود شبکه و ساخت

 تحلیل

 تحلیل حساسیت

 همگرا شد  سازیبهینه

 خیر

 بله

 پایان

 
 سازی شکلالگوریتم بهینه – 2شکل 

 

  آید:بدست می )23(صورت رابطه متغیر الحاقی است که از حل دستگاه معادله الحاقی به در آن  که

T

(23)
 

   
 

K
q

 

عنوان تابع هدف و قید در نظر گرفت. یکی از توان بهها موارد مختلفی را میسازی شکل سازهدر مسائل بهینه

سازی انرژی کرنشی است. حساسیت این تابع ها حداقلسازی شکل سازهرین فرمولاسیون استفاده شده برای بهینهترایج

آید. بدست می (25)صورت به (22)نسبت به متغیرهای طراحی، که در اینجا مختصات نقاط کنترلی هستند، با استفاده از 

  شود:بیان می (24)صورت سازی شده این تابع بهاما در ابتدا شکل گسسته

T( , ( )) (24)x x q F q

 

صورت نیروی جایی است. با در نظر گرفتن بردار نیرو بهبردار جابه qبردار نیرو در دستگاه معادلات خطی و  Fکه 

شوند. لذا، حساسیت انرژی کرنشی نسبت به متغیرهای طراحی راحی حذف میمتمرکز مشتقات آن نسبت به متغیرهای ط

  شود:بیان می (25)صورت رابطه به
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T T
T T T T2 2 (25)

e e
e e e

x x x x x x x

       
      

       


F q F K F K
q F q q q q q q

NE

e=1

 

xکند ترم ای اثر میکار رفته است و در جایی که نیروی نقطههای بهتعداد المان NEکه  F شود. ف میحذ

xبرای محاسبه مشتقات ماتریس سختی المان نسبت به متغیرهای طراحی )همچنین  K با استفاده از ماتریس سختی )

المان 
e

K  نوشت: )26(بطه راصورت توان این مشتقات را بهمعرفی شده است، می )20(رابطه ،که در  

(26)
e

j j j jx x x x

    
   

    


JK B B
DB J B D J B DB

TNG
kk kT T

k k k k k k kW
k=1

 

GBبا توجه به اینکه  = TH R  لذا برای مشتق ماتریسB آید:بدست می )27(صورت رابطه به 

(27)
j j j jx x x x

   
 

   

B T R
= H R TH R TH

G
G G

 

jxبرای  G آید:بدست می  

1

1 1
1 1

1

, (28)

j

j j j j

j

x

x x x x

x



 
 



 
 
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  
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 


 

  

S

S S S
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S

J
0 0

J J J
= 0 0 J J

J
0 0
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jxهمچنین برای  R آید:بدست می 
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jxبرای  )16(و  )26(با توجه به رابطه  J  آید:بدست می )30(نیز رابطه  
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 و بحثنتایج   .5

سازی شکل با استفاده از روش چندین مثال بهینه ،ئه شدهدر این بخش، برای نشان دادن دقت و کارایی روش ارا

تحت  ای دوانحناییهای پوستهسازهاز روش ایزوژئومتریک در مسائل  گیریبهرهکاملا تحلیلی در بررسی حساسیت و 

ش سازی شده است. همچنین از روها با استفاده از توابع نربز مدلبارگذاری استاتیکی آورده شده است. هندسه مثال

ها تغییرات . معیار همگرایی استفاده شده در این مثال[33]سازی استفاده شده است عنوان حلگر بهینههای پویا بهمجانب

  قرار گرفته است: مورد استفاده (31)صورت رابطه تابع هدف است که به

( ) ( 1)

0 (0)
(31)

k k  



=

 

)که در آن  )k  مقدار تابع هدف در تکرارk.ام است 
 

 مثال اول.  4-1

ه شده است و تحت بار داد نشان 3در شکل ای دوانحنایی که سازی شکل سازه پوستهدر مثال اول سازه به بهینه

Pمتمرکز  1های ساده مهار گاههای خود توسط تکیهشود. این پوسته در گوشهشود، پرداخته می، که در مرکز آن وارد می

6Eترتیب برابر با شده است. مدول الاستیسیته و نسبت پواسون به 3 10   0.34و  همچنین  شود.در نظر گرفته می

0.3hشود که ضخامت یکسان در سراسر پوسته وجود داشته باشد و مقدار آن برابر برای این سازه فرض می   در فرض

شوند. حدود پایین ( در نظر گرفته میjxعنوان متغیرهای طراحی )در این مثال مختصات عمودی نقاط کنترلی بهشود. می

minصورت و بالای این متغیرها به max0 8j j jx x x    شوند. مقدار بیشینه حجم مصالح مورد استفاده در این فرض می

maxسازه  450Vol  گره  3فه کردن شود. همچنین در تحلیل پوسته دوانحنایی با بهبود شبکه و اضادر نظر گرفته می

 گیرد.عنوان مدل تحلیلی مورد استفاده قرار میشود که بهاز نقاط کنترلی حاصل می 77جدید در هر راستا یک شبکه 

 

 
 

 )ب( )الف(

)ب(  گاهیشکل اولیه به همراه بارگذاری و نقاط تکیه)الف(  سازه پوسته دوانحنایی مثال اول – 3شکل 

 نقاط کنترلی مدل طراحی
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شود که شکل بهینه پوسته داده شده است. در این شکل مشاهده می نشان 1در شکل ل بهینه این سازه شک

صورت برآمدگی در صورتی بدست آمده است که نقطه زیر بار متمرکز به سمت بالا حرکت کرده است و بهدوانحنایی به

یافته است. از نظر مهندسی شکل بدست آمده  گاهی انتقالشکل قابل مشاهده است. همچنین این برآمدگی تا نقاط تکیه

صورت نیروهای غشایی تبدیل مناسب است. یعنی سازه طوری تغییر شکل یافته است که تا حد ممکن نیروهای وارده را به

انرژی کرنشی در  تغییرات 1کاهد. در شکل میدهد و از بروز رفتار خمشی تا حد ممکن ها انتقال میگاهکند و به تکیهمی

شود کاهش انرژی کرنشی و همگرایی آن کاملا مشهود است و طور که مشاهده میتکرارهای مختلف رسم شده است. همان

 سازی شکل از نمودار مشخص است.همچنین پایداری پاسخ در انتهای عملیات بهینه

 

  
 )ب( )الف(

 با نقاط کنترلی)ب(  بدون نقاط کنترلی)الف(  پوسته دوانحنایی مثال اول شکل بهینه – 4شکل 

 

 
 سازی شکل پوسته دوانحنایی مثال اولنمودار تغییرات انرژی کرنشی در زمان بهینه – 5شکل 

 

 مثال دوم.  4-2

گاهی بار شرایط بارگذاری و تکیهدر این مثال، همانند مثال قبل، سازه مورد نظر یک پوسته دوانحنایی است اما این

طور که از این قابل مشاهده است. همان 6این پوسته در شکل د. هندسه و بارگذاری و قیود متفاوتی نسبت به مثال قبل دار

ها و مرکز گاه ساده در وسط هر یک از مرزهای سازه قرار دارد و بارهای متمرکز بر گوشهشکل مشخص است چهار تکیه

انیکی سازه همانند مثال قبل است. نتایج ها، ضخامت و مشخصات مکشوند. نقاط کنترلی و حدود تغییر آنپوسته اعمال می

رسد که در این شود، به نظر میگونه که مشاهده میباشد. همانیقابل رویت م 7سازی شکل این پوسته در شکل بهینه

اند تا سازه استحکام بیشتری یافته و نیروهای وارده را بهتر تحمل سمت بالا حرکت نمودهها به مثال نقاط کنترلی گوشه

 داده شده است. نشان 9نمودار همگرایی انرژی کرنشی در شکل  ید.نما
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 )ب( )الف(

)ب(  گاهیشکل اولیه به همراه بارگذاری و نقاط تکیه)الف(  سازه پوسته دوانحنایی مثال دوم – 6شکل 

 نقاط کنترلی مدل طراحی

 

  
 )ب( )الف(

 با نقاط کنترلی)ب(  بدون نقاط کنترلی )الف( شکل بهینه پوسته دوانحنایی مثال دوم – 7شکل 

 

 

 گیرینتیجه  .6

با استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک بر  ای دوانحناییپوستههای سازی شکل سازهدر این مقاله، به توسعه بهینه

و دقت بالای حل را مبنای توابع پایه نربز پرداخته شد. تحلیل ایزوژئومتریک بر مبنای توابع پایه نربز تقریب دقیق هندسه 

ها سازی شکل نه تنها خللی در یکنواخت و صاف بودن آندهد و همچنین تغییرات سطوح مرزی در حین بهینهارائه می

ترین امتیازات این شود. یکی از مهمکند بلکه سبب حذف مشکلات بین پیوستگی مدل طراحی و تحلیلی میایجاد نمی

کنند، حذف مرحله ساخت شبکه اجزای روش اجزای محدود کلاسیک استفاده می های متداول، که ازروش نسبت به روش

شود. این کار سبب کاهش قابل ملاحظه حجم و هزینه سازی است که در هر مرحله تکرار میمحدود در حین مراحل بهینه

که باعث تغییرات مرزها  پذیری ناشی از نربزها در روش ایزوژئومتریکدهند که انعطافشود. نتایج نشان میمحاسبات می

تر تر و دقیقتوان گفت که این روش بسیار ارزانطور کلی میشوند. بنابراین بهپایداری حل نمی شوند، سبب از بین رفتنمی

 شود.های متداول ارزیابی میاز روش

سازی بر مبنای های بهینهدر این مقاله همچنین از فرمولاسیون تحلیلی برای محاسبه حساسیت، که در الگوریتم

 گیری از روش ایزوژئومتریک استفاده شده است. همچنین، حساسیتسازی شکل با بهرهگرادیان کاربرد دارد، در بهینه
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سازی مسائل است. از این روش در بهینه مفید و قابل کاربرد ،است بهینه مشخص شکل یک آیا اینکه تعیین در تحلیلی

های بهینه شده عملکرد ارگذاری استاتیکی استفاده شد و مشاهده گردید که سازهالاستیک تحت ب های دوانحناییپوسته

 استاتیکی بسیار بهتری نسبت به حالت اولیه خود دارند.

 

 
 سازی شکل پوسته دوانحنایی مثال اولنمودار تغییرات انرژی کرنشی در زمان بهینه – 8شکل 

 

 

 مراجع  .6

 
1.Hassani B. and Hinton E., (2012) “Homogenization and structural topology optimization: 

theory, practice and software”. Springer Science & Business Media. 

2.Hughes T.J., Cottrell J.A., and Bazilevs Y., (2005) “Isogeometric analysis: CAD, finite 

elements, NURBS, exact geometry and mesh refinement”. Computer Methods in Applied 

Mechanics and Engineering, 194, pp. 4135-4195. 

3.Bazilevs Y., Calo V., Cottrell J., Hughes T., Reali A., and Scovazzi G., (2007) 

“Variational multiscale residual-based turbulence modeling for large eddy simulation of 

incompressible flows”. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 197, 

pp. 173-201. 

4.Bazilevs Y., Calo V.M. Hughes T.J., and Zhang Y., (2008) “Isogeometric fluid-structure 

interaction: theory, algorithms, and computations”. Computational Mechanics, 43, pp. 3-

37. 

5.Gómez H., Calo V.M., Bazilevs Y., and Hughes T.J., (2008) “Isogeometric analysis of 

the Cahn–Hilliard phase-field model”. Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering, 197, pp. 4333-4352. 

6.Buffa A., de Falco C., and Sangalli G., (2010) “Isogeometric Analysis: new stable 

elements for the Stokes equation. To appear on Inter”. Journal for Numerical Methods in 

Fluids, 65, pp. 1407-1422. 

7.Auricchio F., Da Veiga L.B., Lovadina C., and Reali A., (2010) “The importance of the 

exact satisfaction of the incompressibility constraint in nonlinear elasticity: mixed FEMs 



 

 

 

 
www. mechaero.ir         16 

versus NURBS-based approximations”. Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering, 199, pp. 314-323. 

8.Cottrell J.A., Reali A., Bazilevs Y., and Hughes T.J., (2006) “Isogeometric analysis of 

structural vibrations”. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 195, pp. 

5257-5296. 

9.Benson D., Bazilevs Y., Hsu M.-C., and Hughes T., (2010) “Isogeometric shell analysis: 

the Reissner–Mindlin shell”. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 

199, pp. 276-289. 

10.Nikoei S. and Hassani B., (2018) “Static and free vibration isogeometric analysis of 

laminated composite plates integrated with piezoelectric using Reissner–Mindlin theory”. 

Modares Mechanical Engineering, 17 (11), pp. 181-191. (in Persian ) 

11.Buffa A., Rivas J., Sangalli G., and Vazquez R., (2010) “Isogeometric analysis in 

electromagnetics: theory and testing”. Preprint. 

12.Buffa A., Sangalli G., and Vázquez R., (2010) “Isogeometric analysis in 

electromagnetics: B-splines approximation”. Computer Methods in Applied Mechanics 

and Engineering, 199, pp. 1143-1152. 

13.Cottrell J.A., Hughes T.J., and Bazilevs Y., (2009) “Isogeometric analysis: toward 

integration of CAD and FEA”. John Wiley & Sons. 

14.Zienkiewicz O. and Campbell J., (1973) “Shape optimization and sequential linear 

programming”. Optimum structural design, pp. 109-126. 

15.Francavilla A., Ramakrishnan C., and Zienkiewicz O., (1975) “Optimization of shape to 

minimize stress concentration”. The Journal of Strain Analysis for Engineering Design, 10, 

pp. 63-70. 

16.Haftka R.T. and Grandhi R.V., (1986) “Structural shape optimization—a survey”. 

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 57, pp. 91-106. 

17.Haftka R. and Gurdal Z., (1982) “Elements of Structural Optimization”. Kluwer 

Academic Publishers, (1992). 

18.Imam, M.H., (1982) “Three-dimensional shape optimization”. International Journal for 

Numerical Methods in Engineering, 18, pp. 661-673. 

19.Botkin M., (1992) “Three-dimensional shape optimization using fully automatic mesh 

generation”. AIAA journal, 30, pp. 1932-1934. 

20.Younsi R., Knopf-Lenoir C., and Selman A., (1996) “Multi-mesh and adaptivity in 3D 

shape optimization”. Computers & Structures, 61, pp. 1125-1133. 

21.Annicchiarico W. and Cerrolaza M., (2001) “Structural shape optimization 3D finite-

element models based on genetic algorithms and geometric modeling”.Finite Elements in 

Analysis and Design, 37, pp. 403-415. 

22.Cho S. and Ha S.-H., (2009) “Isogeometric shape design optimization: exact geometry 

and enhanced sensitivity”. Structural and Multidisciplinary Optimization, 38, pp. 53. 



 

 

 

 
www. mechaero.ir         17 

23.Wall W.A., Frenzel M.A., and Cyron C., (2008) “Isogeometric structural shape 

optimization”. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 197, pp. 2976-

2988. 

24.Seo Y.-D., Kim H.-J., and Youn S.-K., (2010) “Shape optimization and its extension to 

topological design based on isogeometric analysis”. International Journal of Solids and 

Structures, 47, pp. 1618-1640. 

25.Nagy A.P., Abdalla M.M., and Gürdal Z., (2010) “Isogeometric sizing and shape 

optimisation of beam structures”. Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering, 199, pp. 1216-1230. 

26.Li K. and Qian X., (2011) “Isogeometric analysis and shape optimization via boundary 

integral”. Computer-Aided Design, 43, pp. 1427-1437. 

27.Hassani B., Tavakkoli S., and Moghadam N., (2011) “Application of isogeometric 

analysis in structural shape optimization”. Scientia Iranica, 18, pp. 846-852. 

28.Taheri A.H. and Hassani B., (2014) “Simultaneous isogeometrical shape and material 

design of functionally graded structures for optimal eigenfrequencies”. Computer Methods 

in Applied Mechanics and Engineering, 277, pp. 46-80. 

29.Hassani B., Tavakkoli S.M., and Ghasemnejad H., (2013) “Simultaneous shape and 

topology optimization of shell structures”. Structural and Multidisciplinary Optimization, 

48, pp. 221-233. 

30.Lian H., Kerfriden P., and Bordas S.P., (2016) “Implementation of regularized 

isogeometric boundary element methods for gradient‐ based shape optimization in two-

dimensional linear elasticity”. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 

106, pp. 972-1017. 

31.Sun S., Yu T., Nguyen T.T., Atroshchenko E., and Bui T., (2018) “Structural shape 

optimization by IGABEM and particle swarm optimization algorithm”. Engineering 

Analysis with Boundary Elements, 88, pp. 26-40. 

32.Piegl L. and Tiller W., (2012) “The NURBS book”. Springer Science & Business 

Media. 

33.Svanberg K., (1987) “The method of moving asymptotes—a new method for structural 

optimization”. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 24, pp. 359-

373. 

34.Reissner E., (1945) “The effect of transverse shear deformation on the bending of 

elastic plates”. Journal of applied Mechanics, 12 (5), pp. 69-77. 

 


