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 چکیذه
 ییتَاًب یٌگَلاسػ ّبی یؼتنلشاس گشفتِ اػت. ػ یبدیهَسد تَجِ ص یذتحت ل یىیهىبً ّبی یؼتنػ یٌگَلاسػ یهذلؼبص یشاخ یّبدس ػبل

سا ّوشاُ ثب هؼبدلات  یؼتنػ یه یججش یّب یتهحذٍد تَاًٌذ یسٍ ه یياص ا ثبؿٌذ؛ یسا داسا ه یٍ ججش یفشاًؼیلیحل ّوضهبى هؼبدلات د

 یيدس ا داسد، یه یبىث یضّب سا ً یؼتنگًَِ ػ یيلضٍم وٌتشل ا یٌگَلاسػ یّب هذل یبدٍ وبسثشد ص یتهذل وٌٌذ. اّو ىحبون ثش آ یفشاًؼیلد

 یثبصٍ یه یؿذُ اػت ٍ ثِ ػٌَاى هثبل ثش سٍ یعشاح یشُچٌذ هتغ یٌگَلاسػ یؼتنػ یه یثشا ینحبلت لبثل تٌظ یذثههمبلِ وٌتشل ف

 یثش سٍ یسثبت ػِ هفلل یی. ّذف وٌتشل حشوت ًمغِ اًتْبؿَد یه یػبص یبدُهذل ؿذُ اػت، پ یٌگَلاسوِ ثِ كَست ػ یذسثبت تحت ل
ثِ  یؼتنػ  یذاسی. اثجبت پبؿَد یهحذٍد ه یَاسسثبت دس ثشخَسد ثب ػغح د یحشوت ثبصٍ یش. هؼثبؿذ یثبثت ه یشٍیػغح ّوشاُ ثب اػوبل ً

 .وٌذ یه ییذسا تب یـٌْبدیپ ٌتشلسٍؽ و ییوبسا یػبص یِؿج یجاًجبم ؿذُ اػت ٍ ًتب یبپبًَفسٍؽ ل

 .یشُچٌذهتغ یؼتنػ یذ؛سثبت هم یمی؛وٌتشل تغج یٌگَلاس؛ػ یؼتنػ: کلمات کلیذی
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Abstract 
In recent years the analysis of the constrained mechanical system by using singular models has been 
established. Singular models consist of both differential and algebraic equation so they are very useful for 
modeling constraint mechanical systems where the restrictions are usually introduced by algebraic equations. 
Due to the importance of singular systems, control approaches of such systems have attracted many interests. 
In this paper, we address an adaptive state feedback control approach for MIMO singular systems that makes 
the closed loop dynamics of this class of systems regular, impulse free and stable. The proposed controller 
has been implemented on a 3-link constrained robot manipulator which is modeled by singular systems. The 
control objective is that the Robot end-effector moves on a special surface with determined force applying to 

that. The wall surface limit the robot manipulator moves. The stability of proposed controller has been 
proved using Lyapunov theorem. Simulation results illustrate the effectiveness of presented controller. 

Keywords: Singular systems; Adaptive control; Constrained robot; Multi-variable system. 
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 مقذمه -1
ّبی  وِ ثِ ػٌَاى ػیؼتن 1ّبی ػیٌگَلاس ػیؼتن

 ،3ججشی–ّبی دیفشاًؼیلی ػیؼتن ،2وٌٌذُ تَكیف

ًیض ؿٌبختِ  5ّبی ًیوِ حبلت ٍ ػیؼتن 4ّبی ضوٌی ػیؼتن

تشی سا ثشای ثشسػی سفتبس  تش ٍ دلیك هذل وبهل ،ؿًَذ هی
ّبی فیضیىی  دٌّذ. دس اوثش ػیؼتن ّبی ػولی اسائِ هی ػیؼتن

ّب ٍ لیَد هختلفی ٍجَد داسد وِ هؼوَلا  دس ػول هحذٍدیت

ّبی  ثبؿٌذ ٍ دس هؼبدلات ػیؼتن كَست هؼبدلات ججشی هی ثِ

ّبی  ؿًَذ. اهب ػیؼتن دیفشاًؼیلی هؼوَلی لحبػ ًوی

لاس تَاًبیی حل هؼبدلات دیفشاًؼیلی ٍ ججشی سا ثِ ػیٌگَ

سٍ دس هذلؼبصی  اص ایي ؛ثبؿذ كَست ّوضهبى داسا هی

وٌَى  ّبی تحت لیذ وبسایی ثؼیبسی داسًذ. تب ػیؼتن

ّبی  ّبی هختلفی اص هذلؼبصی ػیٌگَلاس  ػیؼتن وبسثشد

ّبی  [، ػیؼتن1ّبی سثبتیه ] فیضیىی اص لجیل ػیؼتن

 ، هذاسّبی الىتشیىی[3] ّبی ؿیویبیی ، فشایٌذ[2]هىبًیىی 

التلبدی ٍ  ،ّبی ػیبػی ، ػیؼتن [5] ّبی لذست ، ػیؼتن[4]

ّب ثشای هذل وشدى  ... اسائِ ؿذُ اػت. اوثش ایي هذلؼبصی
وِ  اػت  هَسد اػتفبدُ لشاس گشفتِ 6ّبی چٌذ ثخـی ػیؼتن

دس آى سفتبسّبی دیٌبهیىی ّش ثخؾ ثب هؼبدلات دیفشاًؼیلی ٍ 

ّبی هختلف ثب هؼبدلات ججشی تَكیف  استجبط ثیي ثخؾ

ّبی ؿیویبیی هؼوَلا  ؿَد. ثِ ػٌَاى هثبل دس فشآیٌذ هی

هؼبدلات دیفشاًؼیل تؼبدل دیٌبهیىی جشم ٍ اًشطی سا ثیبى 

 وِ هؼبدلات ججشی اضبفِ ؿذُ ثیبًگش وٌذ دس حبلی هی

ّبی حبلت دائن ٍ...  هؼبدلات تؼبدل تشهَدیٌبهیىی، فشم

ّبی الىتشیىی هؼبدلات  . ّوچٌیي دس ؿجىِ[6 ٍ 3]ثبؿٌذ  هی

KVL ٍKCL  ّبی  ّبی هختلف لیذ حبون ثش اتلبل ثخؾ

ّبی  . دس ػیؼتن[8 ٍ 7 ،4]وٌٌذُ ّؼتٌذ  ججشی هحذٍد

هؼبدلات دیفشاًؼیل دیٌبهیه ّش صیش ػیؼتن سا  ،هىبًیىی

ّبی ًبؿی اص  وٌذ ٍ هؼبدلات ججشی هحذٍدیت تَكیف هی

. [ 9ٍ 2]داسد  ّب ثِ یىذیگش سا ثیبى هی اتلبل صیش ػیؼتن
ّبی  تَاى ادػب ًوَد وِ هذل اكلی اوثش ػیؼتن اهشٍصُ هی

ّبی فضبی  ثبؿذ ٍ هذل ٍالؼی ٍ ػولی یه هذل ػیٌگَلاس هی

                                                        
1
 Singular systems 

2
 Descriptor  

3
 Differential- algebraic equations(DAE) 

4
 implicit 

5
 Semi-state 

6
 Multibody systems 

. ثب [10]ثبؿٌذ  وَلی ػبدُ ؿذُ ایي هذل اكلی هیحبلت هؼ

ًیبص ثِ  ،ّبی ػیٌگَلاس تَجِ ثِ اّویت ٍ افضایؾ وبسثشد هذل

ؿَد. اهب ػبختبس  ّب ًیض احؼبع هی گًَِ ػیؼتن وٌتشل ایي

ّب هـىلات ثیـتشی دس عشاحی  تش ایي ػیؼتن پیچیذُ

ّبی  سد. دس وٌتشل ػیؼتنوٌٌذُ ثشای آًْب دس پی دا وٌتشل

ػلاٍُ ثش پبیذاسی ًیبصهٌذ پبػخ هٌظن ٍ ثذٍى ضشثِ  گَلاسػیٌ

گَیٌذ. ثب  هی 7ثبؿین وِ اكغلاحب ثِ آى ػیؼتن هجبص ًیض هی

ّبی وٌتشلی گًَبگًَی تب وٌَى  تَجِ ثِ ایي خلَكیبت سٍؽ

ّبی  ّبی ػیٌگَلاس تؼوین دادُ ؿذُ اًذ. سٍؽ ثشای ػیؼتن

ای  گؼتشدُهختلف وٌتشل ثْیٌِ ٍ وٌتشل همبٍم ثِ كَست 

. [13-11]اًذ ّبی ػیٌگَلاس ثِ وبسثشدُ ؿذُ ثشای ػیؼتن

ّبی  ّبی وٌتشلی هتفبٍتی اص جولِ سٍؽ سٍؽ ،ػلاٍُ ثش آى

 [17ٍ 16]، وٌتشل َّؿوٌذ [15 ٍ 14] هختلف فیذثه حبلت
 ّب خبف ایي ػیؼتن 8ّبی هجتٌی ثش تَاثغ لیبپبًَف ٍ سٍؽ

ًیض تب وٌَى تَػؼِ دادُ ؿذُ اػت. اهب  [19  ٍ 18] 

ّبی وٌتشل تغجیمی ثِ كَست جبهغ ٍ وبهل هَسد  سٍؽ

ثشسػی لشاس ًگشفتِ اػت، لزا دس ایي همبلِ ثش آًین تب یه سٍؽ 

ّبی ػیٌگَلاس چٌذ  فیذثه حبلت تغجیمی سا ثشای ػیؼتن

عشاحی وٌین. دس ایي سٍؽ  9چٌذ خشٍجی –ٍسٍدی 

دس  ،ثبؿٌذ ضشایت فیذثه هی پبساهتشّبی وٌتشل وِ ّوبى

حیي وٌتشل دس جْت وبّؾ خغب ثِ كَست ّوضهبى تٌظین 

ؿًَذ. پبیذاسی سٍؽ ثب اػتفبدُ اص تئَسی لیبپبًَف اثجبت  هی

سٍؽ وٌتشل پیـٌْبدی ثش  ،هثبلیه ؿذُ اػت. ثِ ػٌَاى 

پیبدُ  [20]هفلل  3تحت لیذ ثب  10سٍی یه سثبت تویضوبس

ػبصی ؿذُ اػت. ّذف وٌتشل دس آى اػت وِ دس حیي تویض 

صاٍیِ ثبصٍی اًتْبیی سثبت  ػوَد ثش  ،وشدى ؿیـِ ػبختوبى

ػغح دیَاس ثبؿذ ٍ ًیشٍی ثبثتی ثش ؿیـِ ػبختوبى اػوبل 

 وٌذ.

ثبؿذ. دس ثخؾ دٍم تؼبسیف اداهِ همبلِ ثِ ؿشح صیش هی 

ثشسػی لشاس ّبی ػیٌگَلاس هَسد ٍ خلَكیبت اٍلیِ ػیؼتن

گشفتِ اػت. هذلؼبصی ػیٌگَلاس سثبت تویضوبس دس ثخؾ ػَم 

هؼبدلات ایي سثبت دس ًمغِ ثشخَسد ثب ػغح  آٍسدُ ؿذُ اػت.

وٌٌذُ  عشاحی وٌتشل ،خغی ؿذُ اػت. دس ثخؾ چْبسم

                                                        
7
 Admissible 

8
 Lyapunov  

9
 Multi input-Multi output (MIMO) 

10
 Skywash 
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ّبی ػیٌگَلاس چٌذ  فیذثه حبلت تغجیمی ثشای ػیؼتن

هتغیشُ ثِ تفلیل ؿشح دادُ ؿذُ اػت. ؿجیِ ػبصی سٍؽ 

وٌتشلی ثش سٍی سثبت تحت لیذ دس ثخؾ پٌجن اًجبم ؿذُ 

 اػت. ًتیجِ گیشی همبلِ دس ثخؾ ؿـن خَاّذ آهذ. 

 

 های سینگولار تعاریف اولیه سیستم -2
تَاى ثِ ؿىل صیش  هیّبی فیضیىی سا  هؼبدلات ولی ػیؼتن

 تؼشیف وشد 

(1) ( ( ), ( ), ( ), ) 0t t t t F x x u 

اص تَاثغ ّؼتٌذ. دس  ثشداسّبی ػتًَی  F، u, xوِ دس آى 

( تٌْب داسای 1هؼبدلِ ) ،ّبی دیفشاًؼیلی هؼوَلی ػیؼتن

 ،ّبی ػیٌگَلاس اهب دس ػیؼتن ؛هؼبدلات دیفشاًؼیل اػت

تَاًذ هؼبدلات ججشی سا ًیض دس خَد جبی دّذ.  ( هی1هؼبدلِ )

هتغیش حبلت  ،xّبی ثشداس  ّب توبهی هتغیش دس ایي ًَع ػیؼتن

فمظ ٍاثؼتگی  xّبی ثشداس  ثؼضی اص ػضَ ،داس ًیؼتٌذ حبفظِ

ججشی ثِ همبدیش دیگش هتغیشّب دس ّش لحظِ سا داسًذ. ایي 

ّبی حبون ثش  هؼبدلات ججشی ًبؿی اص لیذّب ٍ هحذٍدیت
ّبی ػیٌگَلاس خَاف هتؼذد ٍ هٌحلش  ػیؼتن اػت. ػیؼتن

ًیؼت ٍ  1یّب لضٍهب ػلٌ ثِ فشدی داسًذ تبثغ تجذیل ایي ػیؼتن

ای ثبؿذ. هذل ػیٌگَلاس  جولِ هل یه ثخؾ چٌذتَاًذ ؿب هی

ّب سا تَكیف  ای ػیؼتن تَاًذ سفتبسّبی ضشثِ ّوچٌیي هی

یه ػیؼتن ػیٌگَلاس ثیبًگش هیضاى پیچیذگی  2ؿبخقوٌذ. 

ؼیلی حبون ثش ػیؼتن اػت. ثشای –هؼبدلات ججشی دیفشاً

ؿبخق تؼبسیف هتؼذدی اسائِ ؿذُ اػت وِ اص هیبى آًْب 

یه ػیؼتن اؿبسُ وشد. حذالل  3هـتمیؿبخق تَاى ثِ   هی

تؼذاد دفؼبتی وِ لاصم اػت اص هؼبدلات ججشی  ػیؼتن هـتك 

ثگیشین تب هـتك هتغیشّبی ججشی ظبّش ؿَد ثشاثش ؿبخق 

هـتمی یه ػیؼتن ػیٌگَلاس اػت. اگش ؿبخق ػیؼتن ثشاثش 

ثب یه ثبؿذ لیذّبی حبون ثش هؼئلِ دس هؼبدلِ ججشی دیذُ 

تؼذادی  ،خق ػیؼتن ثضسگتش اص یه ثبؿذاهب اگش ؿب ،ؿًَذ هی
ؿَد ٍ  لیذ دس ػیؼتن ٍجَد داسد وِ دس هؼبدلات دیذُ ًوی

.  ؿبخق  ؿَد پغ اص هـتك گشفتي اص هؼبدلِ ججشی ظبّش هی

ّبی هىبًیىی چٌذ  هـتمی هؼبدلات ػیٌگَلاس اوثش ػیؼتن

                                                        
1
 Casual 

2
 Index  

3
 Differential Index  

ثخـی ثشاثش ثب ػِ اػت وِ ایي ًىتِ پیچیذگی تحلیل ایي 

. یه ػیؼتن ػیٌگَلاس [21]دّذ افضایؾ هیّب سا  ًَع ػیؼتن

 تَاى ثِ ؿىل ولی سا هی nخغی غیشهتغیش ثبصهبى اص هشتجِ 

 . [10]( ًَؿت 2) ساثغِ

(2) 
 

هتغیشّبی حبلت ػیؼتن،  nRxوِ دس ساثغِ فَق 
mRu  ٍ ٍسٍدی ػیؼتنsRy  خشٍجی ػیؼتن

nّبی  ثبؿذ. هبتشیغ هی n
R


A,Eٍs n

R


C 
n m

R


B 0ّبی ضشایت ػیؼتن ّؼتٌذ ٍ  هبتشیغE 

ّبی ػیٌگَلاس اًَاع هتؼذدی داسًذ وِ هْن  ثبؿذ. ػیؼتن هی

 ثبؿذ. تشیي آًبى ثِ كَست صیش هی

ؿَد اگش  ػیؼتن ػیٌگَلاس هٌظن ًبهیذُ هی -1
( )s E A .هؼىَع پزیش ثبؿذ 

وٌذ وِ ػیؼتن ػیٌگَلاس  ؿشط هٌظن ثَدى تضویي هی 

 داسای پبػخ یىتبػت. 

اگش  -2 deg s rank E A E  ثبؿذ، پبػخ

 ػیؼتن ػیٌگَلاس ثذٍى ضشثِ خَاّذ ثَد.

ّبی  ػت، اگش توبم سیـِػیؼتن ػیٌگَلاس پبیذاس ا -3

0s  E A .همذاس حمیمی هٌفی داؿتِ ثبؿذ 

اگش ػیؼتن ػیٌگَلاس هٌظن ٍ پبیذاس ثبؿذ ٍ پبػخ  -4

ثذٍى ضشثِ داؿتِ ثبؿذ، ػیؼتن ػیٌگَلاس هجبص ًبهیذُ 

 ؿَد. هی

هجبص  ،ّبی ػیٌگَلاس ّذف اكلی وٌتشل دس ػیؼتن

ّبی هختلفی ثش  ثبؿذ. دس ایي ساػتب ًظشیِ ًوَدى ػیؼتن هی

پبیِ لیبپبًَف اسائِ ؿذُ اػت وِ هجبص ثَدى ػیؼتن سا 

ًظشیِ صیش ثشای  [19]وٌذ. اص جولِ دس  تضویي هی

 ّبی ػیٌگَلاس اسائِ ؿذُ اػت. ػیؼتن

ثذٍى ضشثِ ٍ  ،(، هٌظن2ػیؼتن ػیٌگَلاس )  - 1قضیه 

ٍجَد  اگش ٍ تٌْب اگش هبتشیؼی هبًٌذ پبیذاس هجبًجی اػت، 

 ای وِ سٍاثظ صیش ثشلشاس ثبؿذ: گًَِ داؿتِ ثبؿذ ثِ

(3) 
T T

T T

 

 





υ A A υ -Λ

E υ υ E 0

 

هبتشیغ هثجت هؼیي اػت. اثجبت  Λوِ دس ساثغِ فَق 

ثبؿذ. ایي ًظشیِ ثشای عشاحی  هَجَد هی [19]ایي ًظشیِ دس 

 وٌٌذُ هَسد اػتفبدُ لشاس خَاّذ گشفت. وٌتشل

     

   

Ex t Ax t Bu t

y t Cx t
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 مذلسازی سینگولار ربات تمیسکار -3
یه سثبت ثب ػِ هفلل وِ هذل ػبدُ ؿذُ  ،دس ایي ثخؾ

اػت، سا ثِ ػٌَاى یه هذل  [20]سثبت تویض وبس اسائِ ؿذُ دس 

وشدین. حشوت ّبی ػیٌگَلاس اًتخبة  وبسثشدی ثشای ػیؼتن

ؿَد.  یه سثبت تویض وبس دس ثشخَسد ثب ػغح هحذٍد هی
هذل ػبدُ ایي سثبت سا دس فضبی دٍثؼذی ًـبى  1 ؿىل

دّذ. ّذف وٌتشل ایٌؼت وِ سثبت ػغح ثیي دٍ ًمغِ  هی

A,B  سا ثب یه ًیشٍی ثبثت تویض وٌذ. ثشای حشوت سثبت دس

 ثبت ساػتبی ایي ّذف دٍ لیذ ٍجَد داسد. اٍل ایٌىِ حشوت س

 

 
 

 [23] مذل ساده شذه ربات در فضای دوبعذی -1شکل 

 

ؿَد. دس ایي هؼئلِ فشم  هحذٍد هی xدس ساػتبی هحَس 

)وٌین  هی x l . دٍم ایٌىِ ّشػِ هفلل ثبیذ عَسی حشوت (

وٌٌذ وِ ًمغِ اًتْبیی سثبت ػوَد ثش ػغح ثبؿذ. وِ ایي لیذ 

 تَاى ثِ كَست سا هی

(4) 0
1 2 3
     

ّش دٍ لیذ هؼئلِ  ،ػٌَاى وشد. دس ٌّگبم پبن وشدى ػغح

ّبی هؼئلِ ثِ هذل سثبت  ثبیذ سػبیت ؿَد. ثب اضبفِ وشدى لیذ

هؼبدلات هذل ػیٌگَلاس سثبت سا دس  ،[22]آصاد اسائِ ؿذُ دس 

 تَاى ثِ ساحتی ثذػت آٍسد. فضبی هفللی هی

(5) 
T

M (θ)θ+ c (θ,θ) + g (θ) = u + F μ
θ θ θ θ θ

Φ (θ) = 0
θ

 

]وِ دس آى  ]
1 2 3

T
  θ  ،3ثشداس صٍایبی هفبكل

Ru
θ

 

3گـتبٍس ٍسٍدی ثِ هفبكل،  3
R


M
θ

هبتشیغ ایٌشػی،  

3
Rc

θ
3ثشداس ًیشٍّبی هشوضگشا ٍ وَسیَلیغ،  

Rg
θ

 

2ؿی اص جبرثِ،ثشداس ًیشٍّبی ًب
Rμ   ،ثشداس ضشائت لاگشاًظ






Φ
θ

F
θ θ

  ٍT
F μ
θ

ًیشٍّبی هحذٍد وٌٌذُ ّؼتٌذ. تبثغ  

Φلیذ  (θ)
θ

ّبی حبون ثش سثبت ثذػت  وِ اص هحذٍدیت 

 آیذ ثشاثش ثب  هی

(6) cos cos( ) cos( )
1 1 2 1 2 3 1 2 3

1 2 3

l l l l     

  

     

 

 
 
 

Φ
θ

 

اػت. اص آى جْت وِ ّذف وٌتشل، وٌتشل سثبت دس فضبی وبس 

]ثب اًتخبة هتغیش  ،اػت ]x y z  وِ دس آىx,y  هَلؼیت

 ساػتبی ًمغِ اًتْبیی سثبت اػت، سثبت دس فضبی وبس ٍ 

(7) cos cos( ) cos( )
1 1 2 1 2 3 1 2 3

1 2 3

x l l l     

   

     

  

 

هؼبدلات دیٌبهیىی سثبت سا دس فضبی دوبستی ثبص ًَیؼی 

 . [23]وٌین  هی

(8) 
T

  



M (θ)z c (θ,θ) g (θ) u F μz z z z z

Φ (θ) 0z

 

 وِ دس آى

(9) 

( ( ( (

( ( (

( ( ( ( (

(

1
) ) ) )

) ) )

1
) )[ ) ) ) ( ) ]

)

T

T

T

T










M θ J θ M θ J θz θ

g θ J θ g θz θ

c θ,θ J θ c θ,θ - M θ J θ J θ θz z θ

-
u J θ uz θ

 

 ٍJ ِهبتشیغ طاوَثیي سثبت اػت. دس ایي حبلت ثب تَجِ ث 

تَاى ثِ كَست صیش  ّبی هؼئلِ سا ًیض هی ( لیذ7) ساثغِ

 ثبصًَیؼی وشد.

(10) 

( )
0 0

1 0 0
,

0 00 0 1 0

l

 

 
   
      

Φ z F z Lz

F L
 

 تَاى ًَؿت  ثٌبثشایي هی

(11) 
0


 



Φz
F Fz

z
 

تَاى  تَاى دیذ وِ یه سثبت تحت لیذ سا هی اص هؼبدلات ثبلا هی

ثِ كَست یه فشم ثؼتِ ثب هؼبدلات ججشی دیفشاًؼیلی هذل 
وشد. اص هضایبی ایي ًَع هذلؼبصی ایي اػت وِ دیٌبهیه سثبت 

ؿَد. ثِ عَس هثبل دس  ّوشاُ ثب لیذ حبون ثش هؼئلِ تحلیل هی

ثبؿذ ٍ  lتَاًذ ثضسگتش اص  ًوی xؿَد وِ  سثبت هزوَس هذل هی

ثیـتش حشوت وٌذ دس  xاگش سثبت ثخَاّذ دس ساػتبی هحَس 
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ؿَد. هذل وشدى ایي لیذ  ٍالغ ًیشٍی ٍاسد ثش ػغح ثیـتش هی

تش تَكیف  تش ٍ دلیك دس دیٌبهیه ػیؼتن سفتبس سثبت سا وبهل

ّبی  وٌٌذُ ثشای ػیؼتن وٌذ. دس اداهِ ثِ عشاحی وٌتشل  هی

 پشداصین. شُ هبًٌذ سثبت تحت لیذ هیػیٌگَلاس چٌذ هتغی

 

کننذه فیذبک حالت قابل تنظیم  طراحی کنترل -4

 های سینگولار چنذ متغیره برای سیستم
( سا دس ًظش ثگیشیذ. ّذف عشاحی وٌتشل 2ػیؼتن ػیٌگَلاس )

u ّبی ػیؼتن  اػت ثِ عَسی وِ حبلتx  ثتَاًذ همبدیش

 1هغلَة
d

x .اثتذا ثبیذ دس ًظش داؿت وِ  سا سدگیشی وٌذ

ثبیؼت یه هؼیش  هؼیش هغلَة اسائِ ؿذُ ثشای ػیؼتن هی

ثبؿذ. هؼیش هوىي ثذیي هؼٌبػت وِ اگش  2هوىي یب ؿذًی

ّبی ػیؼتن ثش سٍی هؼیش هشجغ لشاس  همبدیش اٍلیِ حبلت

اهىبى اداهِ حشوت ثش سٍی هؼیش هشجغ ثب  ،داؿتِ ثبؿذ

دس ساػتبی   ػیؼتن ٍجَد داؿتِ ثبؿذ.ٍسٍدی هحذٍد ثشای 

تَاى گفت هؼیشّبی هغلَة  ایي ّذف هی
d

x  ثبیذ دس

هؼبدلات ػیؼتن كذق وٌذ، ًشم ٍ هـتك پزیش اص دسجِ هَسد 

 تَاى ًَؿت  ًیبص ثبؿذ.  ثٌبثشایي هی

(12)      t t t
d d d

 Ex Ax Br 

ثب اًتخبة  هٌبػت
d

x تَاى  هیdr  سا اص هؼبدلِ ثبلا ثذػت

 آٍسد. 

(13) 1
( )

T T

d d
t


r =(B B) B (Ex -Ax )
d

 

d
r تَاى ّضیٌِ سدگیشی ًبهیذ. ٌّگبهی وِ  سا هیx  ثش

d
x 

هٌغجك ؿَد 
d

r  ّضیٌِ لاصم ثشای حشوت دس هؼیش اػت. اگش

هؼیش هغلَة 
d

x ( ِ12یه هؼیش ؿذًی اًتخبة ؿَد هؼبدل )

حتوب ثشای 
d

r  جَاة خَاّذ داؿت. دس ثؼضی اٍلبت هوىي

بؿذ وِ یبفتي یه ّبی ثیـتشی هَجَد ث اػت تؼذاد جَاة

 وٌذ.  وٌٌذُ وفبیت هی جَاة هٌبػت ثشای عشاحی وٌتشل

Tثَدى هبتشیغ  3دس كَست تىیي
(B B) (13) ساثغِ دس، 

یب گَع  4ّبی ػذدی ًظیش گَػی تَاى هؼبدلِ سا ثب سٍؽ هی

حل ًوَد. حبل ایٌىِ دس كَست پبییي ثَدى هشتجِ  5جشدى

                                                        
1
 Desired trajectory 

2
 Feasible 

3
 Singular 

4
 Gaussian Elimination 

5
 Gauss Jordan Elimination 

وشدى هؼبدلات ثِ ساحتی ایي هؼئلِ سا تَاى ثب ثبص  ػیؼتن هی

وٌٌذُ  حل ًوَد. هؼوَلا دس عشاحی وٌتشل
d

x  ٍdr  ثبّن ثب

 ؿًَذ. تَجِ ثِ هؼبدلات عشاحی هی

ٍجَد  υوٌین وِ هبتشیغ  ثشای ػیؼتن ػیٌگَلاس فشم هی 

 داسد، ثِ عَسیىِ ؿشط

(13) 0
T T

 E υ υ E 
فشم  υسا اسضب ًوبیذ. ثش ایي اػبع ٍ داؿتي هبتشیغ 

*وٌین وِ هبتشیغ ایذُ آل ٍ ًبهؼلَم  هی m nK R    ٍجَد

*داسد وِ اگش  
u=K x ػیؼتن حلمِ ثؼتِ  ،اًتخبة ؿَد

تَاى گفت وِ  ؿَد. ثٌبثشایي هی هجبص هی 1عجك لضیِ 

*هبتشیغ 
K وِ  ٍجَد داسد ثِ عَسی 

(14) T * * T
-Λ=υ (A+BK )+(A+BK ) υ 

هبتشیغ هثجت هؼیي اػت. حبلا  Λوِ دس آى   ثشلشاس ثبؿذ

 ثشای وٌتشل ػیؼتن ػیٌگَلاس ثب اًتخبة 

(15) ˆ
d d  u r K(x x) 

 خَاّین داؿت  ،(2) ساثغِ ثِ ٍ اػوبل آى

(16)     ˆ[ ( )]d dt t   Ex Ax B r K x x 

dثب اًتخبة  e x x ( ِاص16ٍ ون وشدى ساثغ ) ِ(، 12) ساثغ

 تَاى ًَؿت  پغ اص ػبدُ ػبصی هی

(17) ˆ   * *
Ee (A BK )e B(K K )e 

*ثِ ػوت  K̂( هؼلَم اػت اگش17ّوبًغَس وِ اص ساثغِ )
K 

دیٌبهیه خغبی ػیؼتن ثِ ػوت یه ػیؼتن  ،حشوت وٌذ

وٌذ. اوٌَى ّذف وٌتشل ثذػت آٍسدى لبًَى  هجبص هیل هی

اػت. تبثغ لیبپبًَف صیش سا اًتخبة  K̂تٌظین ثشای هبتشیغ 
 وٌین. هی

(18) 1 ˆ ˆ( ) ( )T T TV vec vec


   * *
e E υe K K K K 

ثشاثش ثب ثشداس ػتًَی اص توبم اػضبی   vec(p)وِ دس آى  

 pّبی هبتشیغ  وِ توبم ػتَى اػت ثِ كَستی pهبتشیغ 

گیشی اص تبثغ  ّن ًَؿتِ ؿَد. ثٌبثشایي ثب هـتك پـت ػش

 لیبپبًَف خَاّین داؿت 

(19) 2 ˆ ˆ( ) ( )T T T T TV vec vec


    *
e E υe e υ Ee K K K 

 تَاى ًَؿت (  هی17) ساثغِ ثب اػتفبدُ اص

(20) 
[ ( ) ( ) ]

2ˆ ˆ ˆ2 ( ) ( ) ( )

T T T

T T T

V

vec vec


   

   

* *

* *

e υ A BK A BK υ e

e υ B K K e K K K
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)ˆ  ثب تَجِ ثِ اػىبلش ثَدى جولِ )T T  *
e υ B K K e تَاى  هی

 ساثغِ صیش سا ثیبى ًوَد وِ 

(21) ˆ ˆ( ) ( ( ) )T T T Tvec  * *
e υ B K K e e υ B K K e 

 [24]دس ثب اػتٌبد ثِ لضبیبی هشثَط ثِ ضشة وشًٍىش وِ 

 اػت، خَاّین داؿت  آهذُ

(22) ˆ ˆ( ( ) ) ( ) ( )T T T T Tvec vec   * *
e υ B K K e e e υ B K K 

تَاى ثِ كَست صیش  ( سا هی20ثٌبثشایي هـتك تبثغ لیبپبًَف )

 ثبصًَیؼی وشد. 

(23) [ ( ) ( ) ]

1 ˆ ˆ2[ ( ) ( )] ( )

T T T

T T T T

V

vec vec


   

   

* *

*

e υ A BK A BK υ e

K e e υ B K K
 

 ثٌبثشایي ثب اًتخبة لبًَى تٌظین 

(24) ˆ( ) ( )T T T Tvec   K e e υ B 

 وِ دس ًتیجِ آى 

(25) TV  e Λe 

تضویي  1تَاى هجبص ثَدى ػیؼتن سا عجك لضیِ  ؿَد، هی هی 

ّبی  وشد.  ػیؼتن وٌتشل فیذثه حبلت تغجیمی ثشای ػیؼتن

 ًـبى دادُ ؿذُ اػت.  2ػیٌگَلاس چٌذ هتغیشُ دس ؿىل 

 

شبیه سازی کنترل سیستم سینگولار ربات  -5

 تحت قیذ

سا دس ًظش  3هؼبدلات فضبی وبس سثبت اسائِ ؿذُ دس ثخؾ 

θّبی ضشائت ػیؼتن ثگیشیذ .هبتشیغ θ θM ,c ,g ,J  هشجغدس 
 تؼشیف ؿذُ اػت. پبساهتشّبی هذل ثِ كَست [22]

2 1.5l m  ،3 1l m  ،1 2l m  ،
 1 20m kg 

2 10m kg ٍ3 5m k g  تؼشیف ؿذُ اػت وِ دس آى

,i il m  جشم ٍعَل هفللi ثبؿذ. ّوبًغَس وِ هـخق  هی

ّبی ػیؼتن دس فضبی دوبستی  اػت هؼبدلات ججشی لیذ

خغی اػت. هؼبدلات دیٌبهیه سثبت سا دس ًمغِ ثشخَسد ثب 

( 26) ساثغِ وٌین. هختلبت ًمغِ وبس دس ػغح خغی هی

 .هذُ اػتآ

(26)  

 

0
2

0 0

0 0 0

0.3 / , 2 , 1

T

T

T

l
l l

y

y m s l m l m



 





 
  
 





   

z

z

z

 

 

اص ػیٌوبتیه هؼىَع   θهمبدیش ًمغِ وبس صٍایبی هفبكل

z  هحبػجِ ؿذُ اػت. ثب اًتخبة δz z z  هؼبدلات

 تَاى ثِ كَست خغی ؿذُ سثبت سا دس توبع ثب ػغح هی

(27) 
0

T   



0 0 0 0 0

0

M δz D δz K δz S δu F δμ

F δz
 

. ثشداس [23]ًَؿت  δμ μ μ ثبؿذ وِ دس آى  هیμ 

ثشداس ًیشٍّب دس لحظِ توبع اػت. دسایِ اٍل آى ًیشٍی 

اػت وِ  xهغلَة ثشای تویض وشدى ػغح دس ساػتبی ثشداس 

ًیَتي دس ًظش گشفتِ  -20دس ایي هؼئلِ ًیشٍی هغلَة ثشاثش ثب 

وِ دس ایٌجب  yؿذُ اػت. ٍ دسایِ دٍم ًیشٍ دس ساػتبی هحَس 

دیٌبهیه  ّبی ثشاثش ثب كفش فشم ؿذُ اػت. همبدیش هبتشیغ

 ثبؿذ. هی (28) ساثغِ كَستسثبت ثِ 

(28) 
18.753 7.944 7.944

7.944 31.818 26.818

7.944 26.818 26.818

 
 

  
 
  

0M 

  

 1.521 1.551 1.551

3.22 3.284 3.284

3.22 3.284 3.284

  
 

 
 
   

0D 

  

 67.489 69.239 69.239

69.812 1.686 1.686

69.812 1.686 68.27

 
 

 
 
    

0K
 

  

 0.216 0.338 0.554

0.458 0.845 0.386

0.458 0.845 0.613

  
 

 
 
  

0S
 

  

 ثب تغییش هتغیش 

(29) T T T T 
 

x δz δz δμ 

 كَستتَاى ثِ  هؼبدلات خغی ؿذُ سا هی

(30)  Ex Ax Bu 

(31) , ,

    
    

      
        

T
0 0 0 0 0

0

0 I 0I 0 0 0

E 0 M 0 A -K -D F B S

0 0 0 F 0 0 0

 

( سا ثب لبًَى تٌظین 15وٌٌذُ ) ثبصًَیؼی وشد. حبل وٌتشل

وٌین. ثشای تویض وشدى ػغح  ( اػوبل هی30( ثِ ػیؼتن )24)

 ،ًیَتي 20ثب ًیشٍی ثبثت  1دس ؿىل  A,Bثیي ًمبط 
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 های سینگولار چنذ متغیره سیستم سیستم کنترل فیذبک حالت قابل تنظیم برای -2شکل 

 

 ّب سا ثِ كَست لاصم اػت تب همبدیش هغلَة حبلت

(31) [0 sin(.06 ) 0 0 0.06cos(.06 ) 0 0 0]d t tx 
حشوت سفت ٍ ثبصگـتی ًمغِ  ،تؼشیف وٌین. ّذف وٌتشل

ثبؿذ. ًمغِ  هی 1دس ؿىل  A  ٍBاًتْبیی سثبت ثیي ًمبط 

 Aؿشٍع ثِ حشوت ثِ ػوت ًمغِ  ،اص هجذا ،اًتْبیی سثبت

، تغییش جْت دادُ ٍ ثِ ػوت Aثؼذ اص تَلف دس  ؛خَاّذ وشد

 Aوٌذ ٍ پغ اص آى دٍثبسُ ثِ ػوت ًمغِ  حشوت هی Bًمغِ 

ّذف ٍ ثب تَجِ ثِ كفش ؿذى  دّذ. ثٌبثشایي تغییش جْت هی

ػشػت دس لحظِ تغییش جْت، تؼشیف تبثغ ػیٌَػی ثشای همذاس 

ّبی هَجَد اػت.  یىی اص ثْتشیي گضیٌِ  yهغلَة تغییشات 

ًیض ثِ تشتیت ثشای  x  ٍ  ٍهمبدیش هغلَة تغییشات

اّذاف ثبلی هبًذى ثش سٍی ػغح، ػوَد ثَدى ًمغِ اًتْبیی ثش 

ػغح دیَاس ٍ ثبثت هبًذى ًیشٍی اػوبلی ثش ػغح ثشاثش ثب كفش 

اص  zدس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت. سدگیشی هتغیشّبی حبلت 

  4دس ؿىل  ٍ هتغیشّبی ججشی 3ؿىل هؼیش هغلَة دس

وِ ثیبًگش  ًوبیؾ دادُ ؿذُ اػت. كفش ثَدى هتغیشّبی 

ثبؿٌذ،  تفبٍت ًیشٍی اػوبلی ثش ػغح ثب همذاس ًیشٍی هغلَة هی

ثش  N 20 وٌذ وِ ًمغِ اًتْبیی سثبت ثب ًیشٍی ثبثت  تضویي هی
ٍ  5تغیشّب دس ؿىل سٍی ػغح حشوت وٌذ. خغبی سدگیشی ه

ًوبیؾ  6حشوت ًمغِ اًتْبیی سثبت ثش سٍی ػغح دس ؿىل 

دادُ ؿذُ اػت. گـتبٍس وٌتشلی اػوبل ؿذُ ثِ ػِ هفلل سثبت 

ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ّوبًغَس وِ هـخق اػت  7دس ؿىل 

داسد وِ لبثل اػوبل هی گـتبٍس ٍسٍدی هحذٍد ٍ تغییشات آسا

ًتبیج ؿجیِ ػبصی وبسایی  . دّذ وٌٌذُ سا ًـبى هی ثَدى وٌتشل

وٌٌذُ پیـٌْبدی سا ثشای وٌتشل ػیؼتن ػیٌگَلاس چٌذ  وٌتشل

ثشای اسصیبثی ثْتش، دس اداهِ    وٌذ. هتغیشُ سثبت همیذ تبییذ هی

وٌٌذُ پیـٌْبدی سا دس حضَس اغتـبؽ خبسجی ٍ  وبسایی وٌتشل

 وٌین. دلیك ًجَدى پبساهتشّبی هذل ثشسػی هی
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 نامعینی

ثشای ثشسػی سفتبس ػیؼتن وٌتشل دس حضَس اغتـبؽ ٍ ًبهؼیٌی 

دسكذ ػذم لغؼیت دس  10دس پبساهتشّب دس ؿجیِ ػبصی دٍم 

گیشین.  دس ًظش هی A,E,Bپبساهتشّبی هذل ػیؼتن اص لجیل 

وٌٌذُ سا دس هحبػجِ  ّبی ػیؼتن، وٌتشل دلیك ًجَدى هبتشیغ

شل دچبس هـىل خَاّذ وشد ثب ایي حبل اًتظبس دلیك لبًَى وٌت

وٌٌذُ ثب تغجیك ضشیت فیذثه ثتَاًذ خغبی  داسین وٌتشل
ی ػیؼتن ْبسدگیشی سا دس حذ لبثل لجَلی وبّؾ دّذ. هبتشیؼ

ˆسا ثِ كَست  0.9A A  ،ˆ 1 . 1B B  ،ˆ 1 . 0 9E E دس ًظش

اػت.  ػلاٍُ ثش دلیك ًجَدى پبساهتشّبی هذل گشفتِ ؿذُ 

ػیؼتن، یه اغتـبؽ خبسجی وِ ثِ كَست یه پبلغ هذل 

ؿَد وِ  اػوبل هی xثِ حبلت   200دس ثبًیِ  ،ؿذُ اػت

ثبؿذ.  هی xگش یه جبثجبیی ًبگْبًی دس ساػتبی هحَس  تَكیف

 20هتش ٍ هذت صهبى اػوبل آى ثِ ػیؼتن  1/0داهٌِ پبلغ 
ایي اغتـبؽ ثِ كَست جوغ ؿًَذُ دس خشٍجی ثبؿذ.  ثبًیِ هی

ًـبى  8دس ؿىل  xؿَد. پبلغ اػوبل ؿذُ ثِ حبلت  ظبّش هی

( سا ثب لبًَى تٌظین 15وٌٌذُ ) دادُ ؿذُ اػت. حبل وٌتشل

( دس حضَس ًبهؼیٌی ٍ اغتـبؽ خبسجی 30( ثِ ػیؼتن )24)

وٌین. هؼیش هشجغ ٍ همبدیش اٍلیِ هـبثِ ثب  هی هزوَس اػوبل

 ؿجیِ ػبصی اٍل دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت. 
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 از مسیر مطلوب δzردگیری متغیرهای حالت  -3شکل 

 

 
 δμمتغیرهای  -4شکل 

 
 خطای ردگیری -5شکل 

 

 
 مختصات دکارتیحرکت نقطه انتهایی ربات در  -6شکل 

 

 
 گشتاور کنترلی اعمال شذه به مفاصل -7شکل 

 

اص هؼیش هغلَة دس  zسدگیشی هتغیشّبی حبلت 

ًوبیؾ دادُ   10دس ؿىل  ٍ هتغیشّبی ججشی 9ؿىل

ؿذُ اػت. ّوبًغَس وِ اص ًوَداسّب هـخق اػت سدگیشی 
هؼیش هشجغ دس هختلبت دوبستی دس حضَس اغتـبؽ ٍ 

ًبهؼیٌی ثِ خَثی اًجبم ؿذُ اػت ٍلی خغبی سدگیشی دس 

تَاى دلیل آى سا  وٌتشل ًیشٍ ووی ثیـتش ؿذُ اػت وِ هی

دیگش ػیؼتن استجبط ججشی ایي هتغیشّب ثب هتغیشّبی حبلت 

 داًؼت. 

وِ  xثِ ػٌَاى هثبل جبثجبیی ًبگْبًی دس ساػتبی هحَس 

هؼتمیوب ثش ًیشٍی ٍاسدُ تبثیش  ،ثبؿذ ساػتبی اػوبل ًیشٍ هی

هـبّذُ  10تَاى دس ًوَداس ؿىل  گزاس اػت؛ ایي پذیذُ سا هی

وٌٌذُ  تَاى گفت وٌتشل هیػبصی  ًوَد. ثب تَجِ ثِ ًتبیج ؿجیِ
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ین پیـٌْبدی دس حضَس ًبهؼیٌی دس فیذثه حبلت لبثل تٌظ

دّذ ٍلی دس حضَس اغتـبؽ  پبساهتشّب سفتبس هٌبػجی اسائِ هی

دّذ. خغبی  خبسجی همبٍهت ووتشی اص خَد ًـبى هی

ٍ گـتبٍس وٌتشلی اػوبل ؿذُ  11سدگیشی هتغیشّب دس ؿىل 

اػت.  ثب ًـبى دادُ ؿذُ  12ل سثبت دس ؿىل ثِ ػِ هفل

تَاى ثِ وبسایی  ػبصی هی ؿجیِتَجِ ثِ ًتبیج حبكل اص دٍ 

وٌٌذُ فیذثه حبلت تغجیمی پیـٌْبدی ثشای  وٌتشل

  ثشد. ّبی ػیٌگَلاس پی ػیؼتن

 

 نتیجه گیری -6
دس ایي همبلِ وٌتشل تغجیمی ػیؼتن ػیٌگَلاس چٌذ هتغیشُ 

وٌٌذُ فیذثه حبلت لبثل  هَسد ثشسػی لشاس گشفت. یه وٌتشل

ی ؿذ ٍ ثشٍی سثبت تٌظین ثش اػبع پبیذاسی لیبپبًَفی عشاح

تحت لیذ وِ ثِ كَست ػیٌگَلاس هذل ؿذُ ثَد پیبدُ ػبصی 

ؿذ. هذل ػیٌگَلاس سثبت تحت لیذ ثِ تَكیف ّوضهبى 

ی ججشی حبون ثش ػیؼتن ّب دیٌبهیه ػیؼتن ٍ هحذٍدیت

وٌٌذُ دس حضَس اغتـبؽ ٍ ًبهؼیٌی  پشداصد. سفتبس وٌتشل هی
سیبضی ٍ ًتبیج دس پبساهتشّب هَسد ثشسػی لشاس گشفت. سٍاثظ 

 وٌٌذ. ٌذُ پیـٌْبدی سا تبییذ هیوٌ ؿجیِ ػبصی وبسایی وٌتشل

 

 
  xاغتشاش اعمال شذه به متغیر حالت  -8شکل 

 

 
از مسیر مطلوب در  δzردگیری متغیرهای حالت  -9شکل 

 حضور اغتشاش و نامعینی

 

 
 در حضور اغتشاش و نامعینیδμمتغیرهای  -11شکل 

 

 
خطای ردگیری در حضور اغتشاش و نامعینی در  -11شکل 

 پارامترها
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