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یل به دلحساسیت از روش اجزای محدود مرسوم استفاده شده است.  محاسبۀای در تحلیل سازه و سازی سازههای بهینهدر اکثر روش چکیده
ش اجزای محدود جدیدی است که سبب افزای   شبکۀ تولید  محاسباتی نیاز به یابی به مدل سازی، برای دست  تغییر هندسه در هر مرحله از بهینه 
که  بزبر مبنای توابع پایه نر ایزو ژئومتریکروش تحلیل ، چنینیینا مرتفع نمودن مشبببکو  برای شبببود.هزینه محاسبببباتی و اتوق ومت می

ست، CADترکیبی از روش طراحی به کمک کامپیوتر ) ستفاده می  در اینجا ( و اجزای محدود ا  روش از هاسازه  شکل  سازی بهینه در .شود ا

 به تنسب  طرح حساسیت   تحلیل به نیاز شروازاین گیریبهره در. است  شده  استفاده  است،  محور گرادیان روشی  که( MMA) پویا هایمجانب
 .است شده رااج و بندیفرمول تحلیلی کاموً حساسیت تحلیل روش نربز توابع هایویژگی به توجّه با منظور، ینبه هم. است طراحی متغیرهای

 های عددی گوناگونی حل شده است.برای نشان دادن عملکرد روش پیشنهادی، مثال
 

 تحلیلی. کاموًسازی شکل، نربز، حساسیت ، بهینهایزو ژئومتریکروش  های کلیدیواژه
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Abstract In most of the structural optimization approaches analysis and sensitivities are carried out by 

using the conventional finite element method. Due to the variations of the problem geometry within the 

shape optimization iterations, updating the computational model by several remeshings is required that is 

quite time consuming and computationally costly. As a remedy for this problem, the NURBS-based 

isogeometric analysis method is here adopted that combines the Computer Aided Design (CAD) and finite 

element techniques. In this study, in the shape optimization of the structures the Method of Moving 

Asymptotes (MMA), which is a gradient-based method, is employed and to calculate the required 

sensitivities a fully analytical approach is presented. To demonstrate the performance of the suggested 

approach, various numerical examples are solved. 
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 مهمقدّ
 افزایش کارایی و منظوربهبشر همواره در توش بوده تا 

نیاز طراحی اجسام مختلف را بهبود بخشد.  ضرور به
ها موجب پیشرفت جامعه بشری است و این توش

سازی یاد نمود. امروزه بهینه مبدأعنوان توان از آن بهمی
دلیل محدود بودن منابع و انرژی در دسترس، استفاده  به

ای برخوردار است. به همین ت ویژهیّاز اهمّ آنهامؤثرتر از 
نوان ابزاری ارزشمند عبه یسادگبهسازی منظور، بهینه

 گریدعبار بهتعریف شده است.  برای یافتن بهترین
افتن بهترین حل برای یک هدق از طراحی مهندسی ی

توان خاص است. این بدان معنی است که می مسئلۀ
 .[1]سازی را ملب مهندسی دانست بهینه

 گیری در سه دهۀهای چشمتا پیشرفتدر همین راس 
آمده  به وجودها سازی شکل سازهبهینه زمینۀاخیر در 
ه در شود کسازی شکل به فرایندی گفته میاست. بهینه

 ایبهینه یک سازه با استفاده از پروسه طی آن شکل
 محاسبۀای و تکراری بر مبنای تحلیل پاسخ سازه

سازی گرادیان محور مطرح بهینه که در شاخۀ حساسیت
ی سازهای بهینهآید. در بیشتر روشمی به دستاست، 
های عددی گوناگونی استفاده شده است ای از روشسازه

ه روش تفاضل محدود توان بمی آنهاکه از مشهورترین 
(FDM( روش اجزای محدود ،)FEMو دسته ) ای از

اشاره نمود.  های بدون شبکهها تحت عنوان روشروش
ها به دنبال یکدیگر و با هدق توانمند این روش اگرچه

 به وجودهای پیش از خود ساختن و رفع عیوب روش
را بدون نقص در نظر  آنهاتوان اند، اما باز هم نمیآمده
 هاآن ضعفنقطهتوان به رفت. از جمله این نوامص میگ

ف پیچیده، ضع ۀدر تولید دمیق شکل مسائل دارای هندس
سازی دمیق مسائل با تغییرا  شدید در خواص در مدل

ر د انهاالم شبکۀمصالح و همچنین نیاز به تولید مکرر 
برخی مسائل نظیر مسائلی که در چارچوب لاگرانژی حل 

 سازی شکل سازه، اشاره کرد.شوند و یا مسائل بهینهمی
وژی های تکنولهای اخیر، با تلفیق پیشرفتدر سال 

طراحی به کمک کامپیوتر و روش اجزای محدود روش 

ا به پ ایزو ژئومتریکتحلیلی جدیدی تحت عنوان روش 
این بدان . [2]ل مهندسی گذاشت تحلیل مسائ عرصۀ

ان از توابع پایه یکس ایزو ژئومتریکمعناست که در روش 
 شودسازی هندسه و تحلیل سازه استفاده میجهت مدل
و کارایی این  دمّتخود باعث افزایش  نوبهبهکه این 

شود. های پیش از خود میروش نسبت به سایر روش
برای روش  این روش نوپا جایگزینی مناسب ازآنجاکه

بندی آن در اجزای محدود کوسیک است، لذا فرمول
مسائل مکانیک محاسباتی ضروری است. به همین منظور، 

های در زمینه سرعتبه ایزو ژئومتریکروش تحلیل 
د توان به کاربرمی آنهامختلف توسعه داده شد که از میان 

 [7-91]ها ، مکانیک سازه[6-3]آن در دینامیک سیالا  
اشاره کرد. همچنین در این  [11,12]و الکترومغناطیس 

توان می آنهاکتبی به چاپ رسیده است که از میان  زمینۀ
گیری اشاره نمود. در همین راستا، با بهره [13]به مرجع 
های مختلف سازی الگوریتمش در پیادهروازاین

عنوان ابزاری مدرتمند در توان از آن بهکامپیوتری می
 ها استفاده نمود.سازی سازهبهینه

های تحلیل و طراحی مهندسی به بدون شک روش 
ابسته و کاموًسازی شکل اند. مراحل بهینهیکدیگر وابسته
باشند و با تغییر آن در مراحل مختلف در به هندسه می

روش  کارگیریدهند. با بهوامع مدل تحلیل را نیز تغییر می
 گردد وادغام می یو تحلیل یمدل هندس ایزو ژئومتریک

ه در روش اجزای بنابراین مرحله تولید مدل تحلیلی ک
 اجزای محدود است، از مراحل کار محدود، تولید شبکۀ

بر و گردد. این مرحله در صنعت بسیار زمانحذق می
در  هاتننه ایزو ژئومتریکبنابراین روش ؛ است نهیپرهز
تحلیل سازه بلکه در فرآیند طراحی سازه نیز تحولی  زمینۀ

 آید.حساب میعظیم به
ازی سبهینه زمینۀلین کارهای صور  گرفته در از اوّ 

ینکویچ در های زتوان به پژوهشها میشکل سازه
 ازآنپساشاره کرد.  [15] 9191و  [14] 9193های سال

ر  سازی صوتحقیقا  فراوانی در این شاخه از علم بهینه
توان به تحقیقا  هافکا در می آنهاگرفت که از میان 
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اشاره نمود. تحقیقا   [16,17] 9112و  9162های سال
های دوبعدی محدود نشد و به سازه تنها نهدر این زمی

 نبعدی را نیز در بر گرفت. محقّقاسههای آن سازه دامنۀ
، یونسی و [19]، بوتکین [18]امام  مختلفی از جمله

های خود را پژوهش [21]و آنیچیاریکو  [20]همکاران 
بعدی معطوق های سهسازی سازهپیرامون مسائل بهینه

 ساختند.
 و ایزو ژئومتریکحلیل بعد از پیدایش روش ت 

استفاده از آن در حل مسائل گوناگون و وجود مشکو  
 توجهّسازی، متعدد روش اجزای محدود در مسائل بهینه

قین این حوزه نیز به سمت این روش جلب شد. از محقّ
جمله پژوهشگرانی که تحقیقا  خود را به سمت استفاده 

ران از چو و همکاتوان ش معطوق کردند میروازاین
نام برد. سئو و همکاران  [23]و وال و همکاران  [22]
 ایزو ژئومتریکمطالعا  خود را با استفاده از روش  [24]

سازی شکل و توپولوژی بسط دادند. ناگی و برای بهینه
سازی شکل و ابعاد تیر با استفاده به بهینه [25]همکاران 
با ل سازی شکش پرداختند. تحقیق بر روی بهینهروازاین

ایزو استفاده از انتگرال مرزی و استفاده از روش 
ارائه شد. همچنین  [26]توسط لی و همکاران  ژئومتریک

به  [27,28]در کارهای متنوعی حسنی و همکاران 
د. بعدی پرداختنهای دوبعدی و سهسازی شکل سازهبهینه
سازی پیرامون بهینه [29]همچنین پژوهشی دیگر  آنها
ها با استفاده از روش پولوژی پوستهشکل و تو زمانهم

با ترکیب  [30]ارائه دادند. لیان و همکاران  ایزو ژئومتریک
و اجزای مرزی و با استفاده از  ایزو ژئومتریکروش 

های سازی شکل سازههای پویا به بهینهالگوریتم مجانب
از همان روش  [31]دوبعدی پرداختند. سان و همکاران 

های دوبعدی سازی سازهدر بهینه ذرا انبوه  روشاز ولی 
 استفاده نمودند.

های سازی شکل سازهدر این پژوهش، به بهینه 
دوبعدی تحت شرایط تنش مسطح با استفاده از روش 

رداخته وابع پایه نربز پبر مبنای ت ایزو ژئومتریکتحلیل 
 پویا هایمجانب روش از سازیبهینه انجام در شده است.

 به ازنی و بوده ریاضی ریزیبرنامه رب مبتنی روشی که
 حل برای مید و هدق توابع مشتقا  مقادیر محاسبۀ
 هر در منظور، همین به. شودمی استفاده دارد، مسئله
 و دقه توابع حساسیت تحلیل باید سازیبهینه مرحله
ای بر .پذیرد صور  طراحی پارامترهای به نسبت مید

وجود دارد  های گوناگونیحساسیت روشاین  محاسبۀ
وش ر به مزایای توابع پایه نربز، توجّهبا  که در این تحقیق

 ایزو ژئومتریکگیری از روش تحلیلی با بهره کاموً
سازی هدق از این مقاله، بهینه بندی شده است.فرمول

های دوبعدی با توابع هدق و مید گوناگون شکل سازه
 یسازی حجم، مساحت، بیشترین تنش، انرژنظیر حدامل

 حاسبۀمجایی و غیره است که با کرنشی، بیشترین جابه
ابل تحلیلی نتایج م کاموًصور  حساسیت این توابع به
 مبولی حاصل شده است.

 

 ای بر توابع پایه نربزمقدمه

این بخش به معرفی توابع و سطوح نربز اختصاص دارد 
ایزو  تحلیل روش از کوتاهی توصیف آن دنبال به و

برای آگاهی از  .مسائل دوبعدی خواهد آمددر  ژئومتریک
مراجعه  [32]جزئیا  بیشتر مطالب این بخش به مرجع 

 شود.

ت تح بعدییک پارامتری فضای بحث، در ابتدای 
Ω  دامنه عنوان =  عنوانبه اغلب که شودمی معرفی [1 0]
 اب بعد کیدر  پارامتری فضای .شودشناخته می وصله
اعداد  از ایمجموعه شامل که ،𝚵 گرهی بردار از استفاده
ηiحقیقی ) ∈ ℝ) ( غیر نزولیηi ≤ ηi+1) نامیده گره که 

 شود:( تقسیم می9) رابطۀصور  های بهبه بخش شود،می
(9                       )Ξ = {η1 = 0,… , ηn+p+1 = 1} 

n نآکه در   + توابع پایه اسپیوین تک  تعداد 1
درجه  pمتغیره تعریف شده بر روی بردار گرهی است و 

که در ادامه توضیح داده شده است. بازه  استتوابع پایه 
,ηi]مشخصه  ηi+1) شود عنوان دهانه گرهی شناخته میبه

توانند متمایز نباشند و طول این بازه ها میکه در آن گره
 اسپوین -با داشتن بردار گرهی، توابع پایه بی صفر باشد.
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Ni,p(η)  از مرتبهp = تعریف ( 2) رابطۀصور  به 0
 :[32]شوند می

 

            Ni,0(η) = {

ηi    اگر         1 ⩽ η ⩽ ηi+1

در غیر این صور                     0
 

(2  ) 
p اسبببپوین برای  -توابع پایه بی    > به   توجّه با   0

 شوند:( بیان می3) رابطۀصور  روابط بازگشتی به
 

Ni,p(η) =
η − ηi
ηi+p − ηi

Ni,p−1(η) 

 

 +            
ηi+p+1−η

ηi+p+1−ηi+1
Ni+1,p−1(η) 

(3) 
این پژوهش حول مسببائل تنش مسببطح   ازآنجاکه 

سطوح     ست، فقط به بیان روابط  سند ا . شود می هنربز ب
ه بسببطح نربز از ترکیب خطی توابع پایه و نقاک کنترلی 

ست  سطح نربز می د و از  ηدر جهت  pاز درجه  یآید. 
 شود:می بیان( 4) رابطۀ با، ζدر جهت  qدرجه 

 

(4                     )S(η, ζ) = ∑ ∑ RI,j
p,q(η, ζ)PI,j

m
j=1

n
i=1 

 

ست نقاک کنترلی  شبکۀ  {Pi,j}که در آن    که در دو ا
های  وزن {wi,j}جهت تعریف شبببده اسبببت. همچنین   

قاک کنترلی و     با ن Ri,j}مرتبط 
p,q(η, ζ)}     یه نربز پا توابع 

های گرهی در دو جهت        می که بر روی بردار ند  باشببب
 ( بیان شده است:1) رابطۀصور  اند و بهتعریف شده

 

(1                            )Ri,j
p,q(η, ζ) =

Ni,p(η)Nj,q(ζ)wi,j

W(η,ζ)
 

 

,W(ηکه    ζ)  دار شبببناخته   تحت عنوان توابع وزن
 شوند:( بیان می2) رابطۀصور  شوند و بهمی

 

(2)          W(η, ζ) = ∑ ∑ Nk,p(η)Nl,q(ζ)wk,l
m
l=1

n
k=1 

 

Iبرای سادگی نوشتار، با فرض     = (j − 1)n + i  و
 رابطۀتوان می q و pهای صببرق نظر از نوشببتن اندیس

 صور  خوصه نوشت:( را به4)
 

(9)                             S(η, ζ) = ∑ RI(η, ζ)PI
nm
I 

 

ها و سبببطوح نربز این ویژگی را دارند که     منحنی 

ر افزود بدون اینکه د   آنها بتوان نقاک کنترلی جدید را به     

سه   شود که به این کار   آنهاهند  در ادبیا تغییری ایجاد 

شبکه گفته می   ی های گوناگونشود. روش موضوع بهبود 

به بردار گرهی و افزایش درجه توابع       ند افزودن گره  مان

در روش افزودن گره این منظور ایجاد شببدند.  پایه برای

های گرهی به   با اضبببافه کردن مقادیر جدید گره، دهانه        

سیم می های کوچکدهانه در نتیجه در این شوند.  تری تق

یابد. به ازای    کاهش می  واحد نقطه پیوسبببتگی به اندازه    

ضافه می  ود. ش هر یک گره جدید، یک نقطه کنترلی نیز ا

قاک کنترلی           یب خطی ن با ترک ته  یاف قاک کنترلی بهبود ن

اسپوین  -شوند. با در نظر گرفتن تابع بی حاصل می  اولّیّه

صورتی بعدی یک شده    کهدر ضافه  η̃گره ا ∈ [ηk, ηk+1] 
P̂i(iیافته بهبود، نقاک کنترلی باشبببد = 1,… , n + در  (1

قاک کنترلی       فاده از ن با اسبببت یّه اثر افزایش این گره   اوّل

Pj(j = 1,… , n +  آید:می به دست( 6) رابطۀبا  (1
 

(6                                )P̂i = βiPi + (1 − βi)Pi−1 
 که

 

                   βi = {

1                     i ≤ k − p,
η̃−ηi

ηp+1−ηi
            k − p < i ≤ k,

0                          k < i .

 

(1) 
توان از یک شببببکه نقاک کنترلی      بدین ترتیب می   

 یافت.دستریزتری  شبکۀدرشت بدون تغییر هندسه به 

 

 در مسائل تنش مسطح ایزو ژئومتریکتحلیل 

در این بخش، معادلا  حاکم بر صبببفحا  دوبعدی و      

شببکل ضببعیف این معادلا  با اسببتفاده از روش تحلیل 

زی سادر بهینه آنهااستخراج و در ادامه از  ایزو ژئومتریک

 شود.ها استفاده میشکل این سازه

Ωصور   اجسام دوبعدی به  دامنۀ  ⊂ ℝ2   است که
u(x)جایی میدان جابه لهیوس به ∈ ℝ2  ،x ∈ Ω   مشخص
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شکل   می سم    شود. با فرض تغییر سخ ج های کوچک پا
 شود:می بیان( 91) رابطۀصور  کرنش خطی به
 

(91                             )ε = ∇u =
1

2
(∇u + ∇uT) 

 شود:( بیان می99صور  )کار مجازی به رابطۀ
 

(99           )∫ δεTσdΩ
Ω

− ∫ δuTbdΩ
Ω

− ∫ δuTtdΓΓ
= 0 

نیروهای   بی به ترت  tو  bتانسبببور تنش و   σکه   
هندسببه با  این روش،در  باشببند.حجمی و سببطحی می

( سبباخته 92) رابطۀصببور  اسببتفاده از سببطوح نربز به
 شود:می

 

(92                  )x(η, ζ) = ∑ RI(η, ζ)PI
nm
I = RP 

 

جایی برای یک وصبببله با     بالا، جابه    رابطۀ همانند    
 به دست ( 93) رابطۀصور   استفاده از توابع پایه نربز به 

 آید:می
(93                   )u(η, ζ) = ∑ RI(η, ζ)qI

nm
I = Rq 

 

با اسببتفاده از  .متغیرهای کنترلی هسببتند qکه بردار  
( بازنویسببی 94صببور  )( را به91) رابطۀتوان ( می93)

 نمود:
(94                                                   )ε = Bq 

Bکه    = LR  به   -ماتریس کرنش  Lجایی و  جا
ست و به    شتق ا ( تعریف 91صور  ) ماتریس عملگر م

 شود:می
 

(91                                     )L = [

∂ ∂x⁄ 0
0 ∂ ∂y⁄

∂ ∂y⁄ ∂ ∂x⁄
] 

 

گذاری        جای گاه   99( در )94( و )93)با  ( دسبببت
( تبدیل خواهد 92معادلا  جبری به شببکل ماتریسببی )

 شد:
(92                                                     )Kq = F 

سببازه اسببت و   کلّیماتریس سببختی  Kکه در آن  
 آید:می به دست( 99) رابطۀصور  برای هر المان به

 

 

                 Ke = ∫ BTDBdΩ
Ω

= ∫ ∫ BTDB|J|dηdζ
1

−1

1

−1
 

 

=∑Bk
TDBk|Jk|Wk

Ngp

k=1

 

(99) 
 B   ( بازنویسبببی  96صبببور  )( به 91به )  توجّه با
 شود:می

 

(96                 )B =

[
 
 
 
 
∂R1

∂x
0 …

∂Rne

∂x
0

0
∂R1

∂y
… 0

∂Rne

∂y

∂R1

∂y

∂R1

∂x
…

∂Rne

∂y

∂Rne

∂x ]
 
 
 
 

 

 

neکه    = (p + 1)(q +  Fاسببببت. همچنین  (1
 شود:( بیان می91) رابطۀصور  بردار نیرو است که به

 

(91                          )F = ∫ RTbdΩ
Ω

+ ∫ RTtdΓ
Γ

 
 

 |J|ژاکوبین و  Jماتریس ساختار،  D(، 99) رابطۀدر  

(، 21در روابط ) به ترتیب  دترمینان ژاکوبین اسبببت که    

یان شبببده  22( و )29) ند. همچنین ( ب قاک   Wk، ا وزن ن

تعداد نقاک انتگرالی گوسی در هر المان   Ngpانتگرالی و 

 است.
 

(21      )                      D =
E

(1−υ2)
[

1 υ 0
υ 1 0

0 0
1−υ

2

] 

 

 ضریب پواسون هستند. υمدول الاستیسیته و  E که 
 

J = JT1JT2 = [
η,s ζ,s
η,t ζ,t

] [
x,η y,η
x,ζ y,ζ

]  
    

= [

ηi+1 − ηi
2

0

0
ζi+1 − ζi

2

] [
∑Ri,ηxi ∑Ri,ηyi

∑Ri,ζxi ∑Ri,ζyi

] 

(29   ) 

صاتی المان پایه و  مؤلفه tو  sکه    yiو  xiهای مخت
ستند. همچنین     صا  نقاک کنترلی ه انتقال خطی  T1مخت

پارامتری و          به فضبببای  یه  پا مان  قاک انتگرالی ال  T2از ن
 انتقال خطی از فضای پارامتری به فضای فیزیکی است.

 

|J| = |JT1||JT2| = |
η,s ζ,s
η,t ζ,t

| |
x,η y,η
x,ζ y,ζ

| 
 



 استفاده از تحلیل...های دوبعدی با سازی ایزوژئومتریک شکل سازهبهینه 92

 

 

 9311، یکوم، شمارۀ سسال سی و      نشریۀ مهندسی عمران فردوسی

= 0.25(ηi+1 − ηi)(ζi+1 − ζi) {(∑Ri,ηxi∑Ri,ζyi) 
 

−(∑Ri,ηyi∑Ri,ζxi)} 

(22) 
 

 سازی شکلبهینه

 کایزو ژئومتریسازی در این بخش به بیان روابط بهینه
های دوبعدی پرداخته خواهد شد. هدق از شکل سازه

سازی شکل سازه، یافتن هندسه مرزهای سازه است بهینه
ای که رفتار خاصی از سازه در بهترین وضعیت گونهبه

این مسائل دارای میدهای رفتاری و هندسی  معمولاًباشد. 
ها، توان به محدودیت تنشد که از آن جمله میباشننیز می
های هندسی اشاره نمود. و محدودیت آنهامک رییتغ

همچنین وزن، انرژی کرنشی ذخیره شده و مقادیر 
های طبیعی سازه از جمله توابع هدق مسائل فرکانس
این بخش پس از معرفی  باشند. درسازی شکل میبهینه
کل ش زو ژئومتریکایسازی بهینه مسئلۀ، سازیبهینه

ه سازی مورد استفادتشریح خواهد شد. سپس روش بهینه
به همراه تحلیل حساسیت تحلیلی برای مسائل این بخش 

 خواهند شد. بندیفرمول

ان سازی بایستی ابتدا تابعی را با عنوبهینه مسئلۀدر  
سازی تابع هدق مشخص و سپس با یک الگوریتم بهینه

حاکم بر مسئله امدام به حل آن نمود.  میودبه  توجّهو با 
وان تابع عنتوان بهسازی شکل توابع متنوعی را میدر بهینه

ید سازی مبهینه مسئلۀ کهدرصورتیهدق تعریف نمود. 
. البته نامندمیمقید یا نامقید  آن راداشته یا نداشته باشد، 
ر  صوها، مسائل بهسازی سازهدر بیشتر مسائل بهینه

ا ، به این توضیح توجّهشوند. با نظر گرفته میمقید در 
( 23) رابطۀتوان به شکل سازی را میبهینه مسئلۀیک 

 نشان داد:
 

{
 
 

 
,min   𝔍(x      تابع هدق  q(x))                                     

}    میود
hl(x, q(x)) = 0,             l = 1, … , nl  

gk(x, q(x)) ≤ 0,           k = 1,… , nk
xj
min ≤ xj ≤ 𝓍j

max,      j = 1, … , nj 

 

(23) 

تابعی از متغیرهای حالت  𝔍که در آن تابع هدق  
است. همچنین،  xو متغیرهای طراحی  qجایی مانند جابه

hl  ،میود مساویgk  ،میود نامساویnl  ،تعداد میود مساوی
nk ،تعداد میود نامساوی xj

min  وxj
max حد  به ترتیب
اد متغیرهای تعد njپایین و بالای متغیرهای طراحی و 

 سازی هستند.بهینه مسئلۀطراحی در 

کل، سازی شدر بهینه ایزو ژئومتریکبا توسعه روش  
ترلی نقاک کن شبکۀمدل هندسی ساخته شده که متشکل از 

 یپارامتر سازاست، هم برای انجام تحلیل و هم برای 
صا  مخت دیگرعبار بهرود. می به کارسازی شکل بهینه

نقاک کنترلی که در نربز برای تولید هندسه و در تحلیل 
فاده مرار مورد است تغییر مکانبرای تقریب  ایزو ژئومتریک

سازی شکل کاربرد سومی هم پیدا گرفت، در بهینهمی
سازی بهینه مسئلۀکند که همان نقش متغیرهای طراحی می

ین ا سازی مومعیتدر هر گام بهینه بیترتنیابهاست. 
ازی سبهینه مسئلۀعنوان متغیر طراحی تواند بهنقاک می

شود که با این کار دیگر نیازی  توجّهشکل استفاده شود. 
به ساخت مدل اجزای محدود برای تحلیل و صرق 

اجزای محدود مرتفع  شبکۀهای بالا برای تولید هزینه
 شود.می

سازی دو روش بهینه مسئلۀیک  کلّیبرای حل  
( روش بر مبنای 2( روش بر مبنای گرادیان، 9د: وجود دار

غیرگرادیان. تمرکز این پژوهش بر روی روش بر مبنای 
گرادیان است که استفاده از آن مستلزم پاسخ سازه و 

و  تاستحلیل حساسیت آن نسبت به متغیرهای طراحی 
( بهره MMAهای پویا )برای انجام آن از روش مجانب
سازی بر ک روش بهینهگرفته شده است. این روش ی

ریزی ریاضی است که با استفاده از اطوعا  مبنای برنامه
محدب و  یامسئله ریزمشتقا  توابع هدق و مید، 

ا حل ر زیر مسئلهکند و سپس پذیر تولید میتفکیک
عنوان نقطه شروع در گام به آمدهدستبهکند. جواب می

ار تا و این کگیرد سازی مورد استفاده مرار میبعدی بهینه
ر وعا  بیشتکند. برای اطّحصول همگرایی ادامه پیدا می

 [33]توان به مرجع کار این روش می ۀدر مورد نحو
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 مراجعه نمود.
 

 تحلیل حساسیت
تحلیل حساسیت به معنی بررسی میزان وابستگی طرح 
نسبت به هر پارامتر تأثیرگذار در آن است. در مسائل 

معنی سنجش میزان تغییرا   سازی این اصطوح بهبهینه
تابع هدق نسبت به هر یک از متغیرهای طراحی است 
که در وامع به معنی پیدا کردن مشتق تابع هدق نسبت به 

سه دسته روش برای انجام  کلّی. در حالت استآن متغیر 
های عددی، تحلیل حساسیت وجود دارد: روش

های عددی مشتقا  و تحلیلی. در روش تحلیلینیمه
های مختلف توابع هدق و مید را با استفاده از روش

آورند. در می به دستعددی مانند تفاضو  محدود 
بخشی از عملیا  یافتن مشتقا   تحلیلینیمههای روش
های عددی انجام صور  تحلیلی و بخشی با روشبه
وهش مورد که در این پژ های تحلیلیشود. در روشمی

استفاده مرار گرفته است، مقادیر مشتقا  با توابع صریح 
 آیند.می به دستبر حسب متغیرهای طراحی مسئله 

حساسیت تابع هدق نسبت به متغیرهای طراحی با   
 گردد:( حاصل می24) رابطۀصور  ( به92به ) توجّه

 

d𝔍(x, q(x)) 

dx
=
∂𝔍 

∂x
+
∂𝔍 

∂q

∂q 

∂x
 

 

                        =
∂𝔍 

∂x
+
∂𝔍 

∂q
K−1 (

∂F 

∂x
−
∂K 

∂x
q) 

 

                        =
∂𝔍 

∂x
+ ϑT (

∂F 

∂x
−
∂K 

∂x
q) 

(24) 

ستگاه     ϑکه در آن   ست که از حل د متغیر الحامی ا
 آید:می به دست( 21) رابطۀصور  معادله الحامی به

 

(21                                             )Kϑ = (
∂𝔍 

∂q
)
T

 
 

ها موارد مختلفی سازی شکل سازهدر مسائل بهینه 
عنوان تابع هدق و مید در نظر گرفت. یکی توان بهرا می
سازی ترین فرمولاسیون استفاده شده برای بهینهاز رایج

سازی انرژی کرنشی است. ها حداملشکل سازه

ه در ک حساسیت این تابع نسبت به متغیرهای طراحی
( 24لی هستند، با استفاده از )اینجا مختصا  نقاک کنتر

اما در ابتدا شکل ؛ آیدمی به دست( 29صور  )به
 شود:می بیان( 22صور  )سازی شده این تابع بهگسسته

 

(22                                     )𝔍(x, q(x)) = FTq 
 

بردار  qبردار نیرو در دستگاه معادلا  خطی و  Fکه  
ور  صن بردار نیرو بهجایی است. با در نظر گرفتجابه

نیروی متمرکز مشتقا  آن نسبت به متغیرهای طراحی 
شوند. لذا، حساسیت انرژی کرنشی نسبت به حذق می

 شود:( بیان می29) رابطۀصور  متغیرهای طراحی به
 
(29       )∂𝔍 

∂x
= FT

∂q 

∂x
= −FTK−1

∂K 

∂x
q = −qT

∂K 

∂x
q 

 

مشتقا  ماتریس سختی المان نسبت     محاسبۀ برای  
 𝐊∂به متغیرهای طراحی )

∂𝔁
سختی     ستفاده از ماتریس  ( با ا

توان ( معرفی شده است، می99) رابطۀر که ،که Keالمان 
 ( نوشت:26) رابطۀصور  این مشتقا  را به

 

∂Ke 

∂x
=∑[

∂Bk
T 

∂x
DBk|Jk|Wk

Ngp

k=1

 

 

      +BkTD ∂Bk 

∂x
|Jk|Wk + Bk

TDBk
∂|Jk| 

∂x
Wk] 

(26) 
های گذشته توضیح داده شد طور که در بخشهمان 

انتگرال عددی وجود داشت که  محاسبۀدو انتقال برای 
عنوان متغیرهای به مختصا  نقاک کنترلی، به JT2تنها 

مستقل از متغیرهای  JT1 کهدرحالیطراحی، وابسته است 
 |𝐉k|∂طراحی است. لذا، مشتق دترمینان ژاکوبین 

∂𝐱
 صور به 

 تبدیل خواهد شد: (21رابطۀ )
 

(21                                     )∂|Jk| 

∂x
= |JT1|

∂|JT2| 

∂x
 

 

تواند ها میسازی شکل سازهتابع دیگری که در بهینه 
مورد استفاده مرار گیرد حداکثر تنش موجود در سازه 

ای توان به سازه بهینهسازی آن میاست که با حدامل
 میزز-ر تنش ونیافت. در این پژوهش از حداکثدست
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 استفاده شده است: ((31) رابطۀ)

(31 )σVM = √σ1
2 + σ2

2 + 3σ12
2 − σ1σ2 = (

σTσ

2
)
0.5

 
 

σبردار تنشی  = {σ1, σ2, (σ1 − σ2), √6σ12}
T .است 

رهای متغیمیزز نسبت به -در ادامه مشتقا  تنش ون 
 گردند:( حاصل می39) رابطۀصور  به طراحی

dσVM 

dx
=
d

dx
(
σTσ

2
)

0.5

 
 

             =
1

2
(

dσT

dx
σ + σT

dσ
dx

2
) × (

σTσ

2
)

−0.5

 

 

=
1

2
σT
dσ

dx
×

1

σVM
=

1

2σVM
σT
dσ

dx
 

(39) 
گذاری بردار تنش         جای با  طۀ در  σکه  (، 39) راب
 خواهد آمد: به دست( 32) رابطۀ

 

dσVM 

dx

=
1

2σVM
{

σ1
σ2

σ1 − σ2

√6σ12

}{
dσ1
dx

,
dσ2
dx

,
d(σ1 − σ2)

dx
, √6

dσ12
dx

} 

 

=
1

2σVM
((2σ1 − σ2)

dσ1
dx

+ (2σ2 − σ1)
dσ2
dx

+ 6σ12
dσ12
dx

) 

(32) 
بایست مشتقا  ( می32معادله ) محاسبۀبرای  
آید. بدین منظور، بردار تنش  به دستهای تنش مؤلفه

ای که تنش بیشترین مقدار خود را دارد با محلی در نقطه
( و مانون هوک 21( و )94(، )93به روابط ) توجّه
 شود:( بیان می33) رابطۀصور  به

 

(33            )σmax = {

σ1
σ2
σ12

} = Dε = DBd = DBΛq 
 

شود که بیشترین تنش رفتار محلی از سازه  توجّه 
ار گری رفتانرژی کرنشی بیان کهدرحالیمورد نظر است 

جایی محلی نقاک کنترلی بردار جابه dآن است. پس  کلّی
دهد ای که بیشترین تنش در آن رخ میمرتبط با نقطه

ماتریس  Λاست. همچنین،  کلّیجایی جابه q کهدرحالی
ی جایی محلبه بردار جابه کلّیی جایتبدیل بردار جابه

 است.
برای رفتار محلی  آمدهدستبهبه روابط  توجّهبا  

 نسبت به متغیرهای طراحی آن راتوان حساسیت تنش، می
 آورد: به دست( 34) رابطۀصور  به

 
dσ 

dx
=
∂σ 

∂x
+
∂σ 

∂q

∂q 

∂x
= D

∂B 

∂x
Λq + DBΛ

∂q

∂x
 

 

        = D
∂B 

∂x
Λq − DBΛK−1

∂K 

∂x
q 

 

        = D
∂B 

∂x
Λq − ϑT

∂K 

∂x
q 

(34) 
( با حل دسبببتگاه معادله       24) رابطۀ همانند    ϑکه   

 آید.می به دست( 31الحامی )
(31                                          )Kϑ = (DBΛ)T 

بعدی و دوبعدی نیاز به در بسیار از مسائل سه 

در این  کهازآنجایی. استسازی حجم و مساحت حدامل

پژوهش بررسی مسائل دوبعدی مد نظر است، لذا، روابط 

 رابطۀصور  سازی مساحت بهمورد نیاز برای حدامل

 گردد:( استخراج می32)
 

(32        ) A = ∫ dΩ
Ω

= ∫ |J|dηdζ
Ω

= ∑ |Jk|Wk
Ngp
k=1 

 

شتقا     سبت به متغیرهای طراحی به  Aم صور   ن
 شود:( بیان می39) رابطۀ

 

(39                )dA

d𝐱
= ∫

∂|J| 

∂𝐱
dηdζ

Ω
= ∑

∂|Jk| 

∂𝐱
Wk

Ngp
k=1 

 
 حساسیت با استفاده از روش تحلیلی محاسبۀ

طور که دیده شد، در مسائل مختلف لازمه تحلیل همان
مشتقا  توابع مختلف نسبت به  محاسبۀحساسیت 

متغیرهای طراحی است. در بخش مبل مشتقا  توابع 
 ۀمحاسبآمد و دیده شد که باید برای  به دستمختلف 

∂B 

∂𝐱
 |J|∂و  

∂x
، در این بخش به روازاینای اندیشید. چاره 
 شود.تحلیل پرداخته می صور بهاین مجهولا   محاسبۀ

مشببتقا  در ابتدا نیاز به تعریف دو  محاسبببۀبرای  
 ( است:31( و )36صور  روابط )به Ψ̃و  Ψماتریس 



 91 بهروز حسنی -سجاد نیکویی

 

 

1931، یکوم، شمارۀ سسال سی و      نشریۀ مهندسی عمران فردوسی  

Ψ =

[
 
 
 
∂R1
∂x

∂R2
∂x

⋯
∂Rne
∂x

∂R1
∂y

∂R2
∂y

⋯
∂Rne
∂y ]

 
 
 

 

(36) 

Ψ̃ =

[
 
 
 
 
∂R1
∂η

∂R2
∂η

⋯
∂Rne
∂η

∂R1
∂ζ

∂R2
∂ζ

⋯
∂Rne
∂ζ ]

 
 
 
 

 

(31) 
شامل چیدمان جدیدی    همچنین، ماتریس دیگر که 

 ابطۀرصور   از مختصا  نقاک کنترلی هندسی است به   
 شود:( تعریف می41)

 

(41                       ) P̃ = [
x11 x21 … xnm
y11 y21 … ynm

]
T

 
 

 رابطۀ (، 29( و )31(، )36در روابط ) دمّت با کمی   
 آید:می به دست( 49)

 

(49                                                  )Ψ̃ = JΨ , 
(42                                                 )J = Ψ̃P̃  . 

 

شتار به      توجّه  سادگی در نو ∂جای شود که برای 

∂x
 

 کاموًشببود. همچنین، ( اسببتفاده می́از عومت پریم )
نسببببت به متغیرهای  Ψ̃مشبببخص اسبببت که ماتریس 
 ((:43رابطۀ )طراحی دارای مشتق نیست )
 

(43                                )  Ψ̃ʹ = JʹΨ + JΨʹ = 0  
(44)                                                  Jʹ = Ψ̃P̃ʹ  

 

به  یآسببانبهتوان ( می44-49روابط ) کارگیریبهبا  
 یافت:( دست41) رابطۀ

 

(41          )Ψʹ = −J−1JʹΨ = −J−1Ψ̃P̃ʹΨ = −ΨP̃ʹΨ 
 

 یسببادگبهبه روابط موجود در جبر خطی  توجّهبا  
( 42) رابطۀ صور  به Mمشتق دترمینان ماتریس دلخواه  

 آید:می به دست
 

(42                                )|M|ʹ = |M|tr(M−1Mʹ) 

به  جمع مطر اصبببلی یک ماتریس را    trکه عملگر   
( و همچنین در نظر 42) رابطۀبه  توجّهدهد. با می دست 

یان  ( می44( و )49روابط )داشبببتن  توان مشبببتق دترمن
 آورد: به دست( 49) رابطۀصور  ژاکوبین را به

 

|J|ʹ = |J|tr(J−1Jʹ) = |J|tr(J−1Ψ̃P̃ʹ) = |J|tr(ΨP̃ʹ) 
(49) 

 کل،ش سازیبهینه در ایزو ژئومتریک روش توسعه با 
 نترلیک نقاک شبکۀ از متشکل که شده ساخته هندسی مدل
 پارامترسازی برای هم و تحلیل انجام برای هم است،
 صا مخت دیگرعبار به. رودمی به کار شکل سازیبهینه
 حلیلت در و هندسه تولید برای نربز در که کنترلی نقاک

 مرار فادهاست مورد تغییر مکان تقریب برای ایزو ژئومتریک
 داپی هم سومی کاربرد شکل سازیبهینه در گرفت،می
 سازیبهینه مسئلۀ طراحی متغیرهای نقش همان که کندمی
 ینا مومعیت سازیبهینه گام هر در ترتیباینبه. است
 ازیسبهینه مسئلۀ طراحی متغیر عنوانبه تواندمی نقاک
 یازین دیگر کار این با که شود توجّه. شود استفاده شکل
 صرق و تحلیل برای محدود اجزای مدل ساخت به

 مرتفع محدود اجزای شبکۀ تولید برای بالا هایهزینه
 مدل ساخت از پس سازیبهینه گام هر در. شودمی

 شودیم ساخته تحلیلی مدل شبکه، بهبود انجام با طراحی،
 یتنها در. گیردمی انجام مدل این از استفاده با تحلیل و
 جامان شکل سازیبهینه حساسیت، تحلیل انجام از پس
 ات کار این. است طراحی مدل بهبود وامع در که گیردمی

 .کندمی پیدا ادامه طرح شدن همگرا
 

 نتایج و بحث
و کارایی روش ارائه  دمّتدر این بخش، برای نشان دادن 

سازی شکل با استفاده از روش شده چندین مثال بهینه
وش گیری از رتحلیلی در بررسی حساسیت و بهره کاموً

در مسائل دوبعدی تحت بارگذاری  ایزو ژئومتریک
اتیکی و شرایط تنش مسطح آورده شده است. هندسه است

 سازی شدهها با استفاده از توابع نربز مدلتمامی مثال
عنوان حلگر های پویا بهاست. همچنین از روش مجانب

. معیار همگرایی [33]سازی استفاده شده است بهینه
ها تغییرا  تابع هدق است که استفاده شده در این مثال
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 ( مورد استفاده مرار گرفته است:46) رابطۀصور  به
 

(46                                      )ϵ0 = |
𝔍(k)−𝔍(k−1)

𝔍(0)
| 

 

 ام است.k مقدار تابع هدق در تکرار 𝔍(k)که در آن 
 

 ل )صفحه با حفره میانی(مثال اوّ
سازی شکل که مثالی کوسیک از بهینه در این مثال

سازی شکل مرزهای بهینههای دوبعدی است، به سازه
ل که در شک حفره داخلی صفحه با شرایط تنش مسطح

شود. این الف( نشان داده شده است، پرداخته می-9)

σxصفحه بزرگ تحت تنش دو محوری با مقدار  =

σy = 2.5 kN.m
مرار دارد. به دلیل تقارن تنها  1−
. ((ب-9شکل )) چهارم این صفحه مدل شده استیک

سازی شده این صفحه در شکل سستهو گ اولّیّهطراحی 
که  نقطه کنترلی 92( با دو المان )دهانه گرهی( و پ-9)

نربز  باشند، با استفاده از توابعدو نقطه کنترلی تکراری می
شده است. بردارهای گرهی استفاده سازی مرتبه دو مدل

( در نظر گرفته 41) رابطۀصور  شده برای این صفحه به
 شده است.

(41)     Ξ = {0,0,0,0.5,1,1,1},   Η = {0,0,0,1,1,1}

 

 

 
 )ب( )الف(

 

 
 

 )د( )پ(

 

 (پ) صفحه و بارگذاریهندسه چهارم هندسه کامل صفحه با بارگذاری )ب( یکتعریف مسئله برای ورق با حفره میانی )الف(  «:9»شکل 

 بهینه ( طراحیدسازی با استفاده از توابع نربز )گسسته اوّلیّهطراحی 
 

σy 

x 

Symmetry BCs 
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m
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C
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σx 
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 صفحه با حفره میانی مسئلۀتغییرا  متغیرهای طراحی در «: 9»جدول 
 

 متغیر طراحی حد پایین حد بالا اوّلیهّمقدار  مقدار بهینه

461/22- 21- 1 11- x1 

491/22- 91/96- 1 11- x2 

169/6- 21/2- 1 11- x3 

111/6 21/2 11 1 y2 

492/22 91/96 11 1 y3 

463/22 21 11 1 y4 

 

xصور  ابعاد سازه مورد بحث در این مثال به  =

75 m و y = 25 m شوند. همچنین، مدول انتخاب می

E برابر به ترتیبالاستیسیته و ضریب پواسون  = 210 ×

103GPa  وν = یابی فرض شده است. برای دست 0.3

به شکل بهینه این صفحه مینیمم کردن انرژی کرنشی 

عنوان هدق در نظر گرفته شده است. تحت مید حجمی به

Vصور  مید حجمی مورد استفاده در این مثال به ≤ V̂ 

کل  اولّیّهاز حجم  %11معادله  V̂شود که در آن بیان می

ی تعریف مرز حفره صفحه است. نقاک کنترلی که برا

عنوان ( به4و  3،، 9روند )نقاک می به کاردرون صفحه 

سازی با در نظر نهیبه شوند.متغیرهای طراحی بیان می

گیرد، بدین گونه که متغیر طراحی صور  می 2گرفتن 

نقاک  yو مختصا   3و  2، 9نقاک کنترلی  xمختصا  

عنوان متغیرهای طراحی در نظر گرفته به 4و  3، 2کنترلی 

اند، شوند. نقاک کنترلی که در مرزهای تقارن وامع شدهمی

های جایی، تنها مجاز به جابهآنها یریمرارگبسته به محل 

  ثابت صورعمودی یا افقی هستند. سایر نقاک کنترلی به

(. شکل بهینه این صفحه (پ-9شکل )) شوندفرض می

صور  نشان داده شده سازی بهله بهینهمرح 91با انجام 

آید. همچنین، حد پایین، حد می به دست (د-9شکل )در 

 (9)و بهینه متغیرهای طراحی در جدول  اولّیّهبالا، مقادیر 

آمده است. واضح است که شکل مرز حفره درون صفحه 

 به هندسه دایره بسیار نزدیک است.

 گیردار( کسریمثال دوم )تیر 
گیرداری است که  یکسرمثال طراحی تیر هدق از این 

در محل اعمال بار  uyAجایی عمودی انتهای آن جابه

Fمتمرکز  = تحت اعمال مید حجمی مینیمم واحد  10

lاین تیر با طول  اولّیّهالف((. طراحی -2باشد )شکل ) =

1.5و ارتفاع مجاز  30 ≤ b ≤ در نظر گرفته شده  10

جمی با فرض سازی شکل سازه مید حاست. در طول بهینه

V ≤ 0.7Vmax که Vmax  ر با و براب اولّیّهبیشترین مساحت

bفرض  تیر با اولّیّهشود. طرح است، اعمال می 311 = 6 

ه شود. هندسه تیر با استفاده از توابع مرتبدر نظر گرفته می

سازی نقطه کنترلی مدل 2×3با  ζو  ηدو در هر دو جهت 

ب((. مدول -2شده است )شکل ) اولّیهّو تحلیل 

Eبا  برابر به ترتیبالاستیسیته و ضریب پواسون  =

200 × νو واحد  103 =  اند.در نظر گرفته شده 0.3

 𝑢𝑦سازی شکل سازه مختصا  عمودی در بهینه 

عنوان متغیر طراحی در نظر نقاک کنترلی لبه بالایی به

 یروز کردن مختصا  نقاک کنترلشود. برای بهگرفته می

استفاده  2به  9میانی نسبت به نقاک کنترلی بالایی از نسبت 

مرحله  2بعد از  شدهنهیبهشده است. هندسه سازه 

د( نشان داده -2پ( و )-2های )در شکل  سازی، بهینه

 آید. می به دستشده است، 

به        جا چه همگرایی  تاریخ جایی  همچنین، نمودار 

ید حجمی و م که محل اعمال بار اسببت Aعمودی نقطه 

نمایش داده شبببده   (4)و  (3)های  در شبببکل  به ترتیب  
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ست. جدول   شان  (2)ا ، محدوده بالا اولّیّهدهنده مقادیر ن

و پایین و مقادیر بهینه متغیرهای طراحی اسبببت. نتایج       

 [31]مطلوبی در مقایسببه با مرجع  دمّتاز  آمدهدسببتبه

 برخوردار هستند.
 
 
 
 

 
 )الف(
 

 
 

 )ب(
 

 
 

 )پ(
 

 
 

 )د(

 

تعریف مسئله برای تیر یکسر گیردار )الف( هندسه،  «:2»شکل 

جایی عمودی در طرح بارگذاری و شرایط مرزی )ب( کانتور جابه

جایی عمودی در طرح بهینه )د( طراحی )پ( کانتور جابه اوّلیّه

 سازی با استفاده از توابع نربزبهینه به همراه گسسته

 

 
 

جایی عمودی در نقطه بارگذاری تاریخچه همگرایی جابه «:3»شکل 

 یردارگ یکسرشده تیر 

 

 
 

 یردارگ یکسرهمگرایی مید حجمی در تیر  تاریخچۀ «:4»شکل 
 

تیر یکسر  مسئلۀتغییرا  متغیرهای طراحی در  «:2»جدول 

 گیردار

مقدار 

 بهینه

مقدار 

 اوّلیهّ
 حد بالا

حد 

 پایین

متغیر 

 طراحی

119/1 2 91 1/9 y1 

923/1 2 91 1/9 y2 

331/6 2 91 1/9 y3 

111/2 2 91 1/9 y𝟒 

919/4 2 91 1/9 y𝟓 

119/9 2 91 1/9 y𝟔 

 

 مثال سوم )آچار(
های سازی شکل سازهدر بهینه معمولاًیکی از مسائلی که 

سی مرار می  سئلۀ گیرد دوبعدی مورد برر ست.   م آچار ا
 هدق از این مسئله طراحی شکل خارجی آن است.

شکل )  ۀلیّشکل اوّ   شان داده  -1این مثال در  الف( ن
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ست. طول     سئله   اولّیّهشده ا lم = شترین  واحد 25 ، بی
bمجاز  ارتفاع = ، حدامل ضخامت دسته آچار   واحد 10
aو اندازه شکل پیچ آن  2 = در نظر گرفته شده است.  2

 شود.پیچ ثابت فرض می همچنین، اندازه شکل
جایی سازی میزان جابههدق حدامل در این مسئله 

uFM)عمودی انتهای آچار  − uFN)  که از دو بارگذاری
Vشوند، تحت مید حجمی مختلف ایجاد می ≤

0.35Vmax  است کهu𝐹𝑀 جایی عمودی در نقطه جابه
 جایی عمودی در نقطه اعمال بارجابه FM ،uFNاعمال بار 

FN  وVmax  واحد  241و برابر با  اولّیّهبیشترین مساحت
 FMاست. همچنین، شرایط مرزی برای هر دو بارگذاری 

نشان داده شده است.  Nو  Mالف( با -1در شکل ) FNو 
شود، این دو بارگذاری طور که در این شکل دیده میهمان

و شرایط مرزیشان با یکدیگر متقارن هستند. مقدار بار 
در نظر  91اعمال شده در هر مورد بارگذاری برابر با 

گرفته شده است. مدول الاستیسیته و ضریب پواسون 

 اند.همانند مثال اول فرض شده
مسببئله با اسببتفاده از توابع نربز تهیه  یّهاوّلهندسببه  

ست که در آن از توابع مرتبه    ستای افقی و   3شده ا در را
اسبببتای عمودی بهره گرفته شبببده در ر 2از توابع مرتبه 

 است.
نقطه  1×93کنترلی با استفاده از  شبکۀهمچنین،  

مختصا   آنهاکنترلی تشکیل شده است که از میان 
اند لبه بالا و پایین وامع شده عمودی نقاک کنترلی که در

 گیرندمتغیرهای طراحی مورد استفاده مرار می عنوانبه
ب((. نقاک کنترلی وامع بر خط مرکزی در این -1شکل ))

به  وجّهتشوند و بقیه نقاک کنترلی با مثال ثابت فرض می
یرند. گخوش تغییر مرار میتغییر متغیرهای طراحی دست

مرحله  2بعد از انجام  شدهنهیبهدر پایان، هندسه سازه 
د( نشان داده -1پ( و )-1های )که در شکل سازیبهینه

 گردد.شده است، حاصل می
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 سازی با استفاده از توابع نربزگسسته اوّلیّهتعریف مسئله برای آچار )الف( هندسه، بارگذاری و شرایط مرزی )ب( طراحی  «:1»شکل 
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 مثال چهارم )طراحی فیلت(

دازد پرای میسازی صفحهمثال آخر این پژوهش به بهینه
الف( مابل مشاهده است -2آن در شکل ) اولّیّهکه هندسه 
Pسمت راست خود تحت بار گسترده  ۀو در لب = 100 

ا تقارن تنه به علتمرار گرفته است.  xواحد در راستای 
 گیرد. ابعاد هندسینیمی از این سازه مورد بررسی مرار می

aصور  الف( به-2به شکل ) توجّهاین سازه با  = 20 ،
b = 9 ،c = 9 ،d = eو  4.5 = واحد فرض شده  4.5

Eاست. همچنین،  = νو  107 = عنوان خواص به 0.3
ای در نظر گرفته مواد مورد استفاده در این سازه صفحه

 شده است.
سازی مساحت سازی شامل حداملبهینه مسئلۀ 

فیلت این سازه تحت مید تنشی است که در اینجا از تنش 
واحد  921شود و مقدار آن نباید از میزز استفاده میون

نشان  ب(-2شکل )در  اولّیّهبیشتر شود. تحلیل تنش سازه 
 Gص است در نقطه طور که مشخداده شده است و همان

 291برابر با  تقریباًتمرکز تنش وجود دارد و مقدار آن 
باید از ایجاد تمرکز  GHواحد است که با تغییر شکل لبه 

یابی به این جلوگیری شود. برای دست Gتنش در نقطه 

که بر  3و  2، 9مهم نیاز است تا مختصا  عمودی نقاک 
طراحی انتخاب  عنوان متغیراند، بهوامع شده GHروی لبه 
(. محدوده پایین و بالای این متغیرها ب(-2شکل )شوند )
مرحله  1است. بعد از انجام  1و  1/4برابر با  به ترتیب
سازی، شکل بهینه این سازه به همراه نقاک کنترلی و بهینه
مابل مشاهده است.  د(-2شکل ) )دهانه گرهی( در آنهاالم

و هندسه بهینه این صفحه واضح  اولّیّهبا مقایسه هندسه 
از خط به منحنی تبدیل شده  GHاست که هندسه لبه 

واحد بود که  9212/941این سازه  اولّیّهاست. مساحت 
 واحد کاهش یافت. 4219/936سازی شکل به بعد از بهینه

است.  رؤیتمابلپ( -2تحلیل تنش سازه بهینه در شکل )
بین رفته و  شود تمرکز تنش در سازه ازمشاهده می

واحد کمتر  921میزز مجاز از بیشترین مقدار تنش ون
، محدوده بالا و پایین، مقادیر اولّیّهاست. همچنین، مقادیر 

ایزو که از تحلیل  [31]بهینه و مقایسه نتایج با مرجع 
( برای تحلیل سازه و IGABEMالمان مرزی ) ژئومتریک

فاده نموده سازی است( در بهینهPSOاز روش انبوه ذرا  )
آمده است. (3)است، در جدول 
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 ییرا  متغیرهای طراحی در مسئله طراحی فیلتتغ«: 3»جدول 

مرجع 
[31] 

مقدار 

 بهینه

مقدار 

 اوّلیهّ

حد 

 بالا

حد 

 پایین

متغیر 

 طراحی

2199/2 1634/2 691/9 1 1/4 𝑦1 

2916/1 9414/1 911/2 1 1/4 𝑦2 

9119/4 2619/4 221/1 1 1/4 𝑦3 

 
 گیرینتیجه

های سازی شکل سازهدر این مقاله، به توسعه بهینه
ر ب ایزو ژئومتریکدوبعدی با استفاده از روش تحلیل 

 ئومتریکایزو ژمبنای توابع پایه نربز پرداخته شد. تحلیل 
بالای  متّدبر مبنای توابع پایه نربز تقریب دمیق هندسه و 

دهد و همچنین تغییرا  سطوح مرزی در حل را ارائه می
خللی در یکنواخت و صاق  تنهانهسازی شکل بهینه حین
کند بلکه سبب حذق مشکو  بین ایجاد نمی آنهابودن 

شود. یکی از پیوستگی مدل طراحی و تحلیلی می
 های متداولروش ترین امتیازا  این روش نسبت بهمهم

کنند، استفاده می که از روش اجزای محدود کوسیک
اجزای محدود در حین  شبکۀحذق مرحله ساخت 

شود. سازی است که در هر مرحله تکرار میمراحل بهینه

این کار سبب کاهش مابل موحظه حجم و هزینه 
ری پذیدهند که انعطاقشود. نتایج نشان میمحاسبا  می

که باعث  ایزو ژئومتریکناشی از نربزها در روش 
شوند، سبب از بین رفتن پایداری حل تغییرا  مرزها می

وش توان گفت که این رمی کلّیطوربهبنابراین ؛ شوندنمی
های متداول ارزیابی تر از روشتر و دمیقبسیار ارزان

 شود.می
در این مقاله همچنین از فرمولاسیون تحلیلی برای  
ر سازی بهای بهینهکه در الگوریتم حساسیت محاسبۀ

سازی شکل با مبنای گرادیان کاربرد دارد، در بهینه
استفاده شده است.  ایزو ژئومتریکگیری از روش بهره

 مسائل دوبعدی روش تحلیلی در این پژوهش فقط برای
دی بعتوان در مسائل سهاستفاده شده است ولی از آن می

 عیینت در تحلیلی نیز استفاده نمود. همچنین، حساسیت
مفید و مابل  است بهینه مشخص شکل یک آیا اینکه
سازی مسائل دوبعدی ش در بهینهروازایناست.  کاربرد

 الاستیک تحت بارگذاری استاتیکی استفاده شد و مشاهده
عملکرد استاتیکی بسیار  شدهنهیبههای گردید که سازه

خود دارند. اولّیّهبهتری نسبت به حالت 

 مراجع
1. Hassani, B. and Hinton, E., "Homogenization and structural topology optimization: theory, practice 

and software", Springer Science & Business Media, (2012). 

2. Hughes, T.J., Cottrell, J.A., and Bazilevs, Y., "Isogeometric analysis: CAD, finite elements, NURBS, 

exact geometry and mesh refinement", Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 

Vol. 194, pp. 4135-4195, (2005). 

3. Bazilevs, Y., Calo, V., Cottrell, J., Hughes, T., Reali, A., and Scovazzi, G., "Variational multiscale 

residual-based turbulence modeling for large eddy simulation of incompressible flows", Computer 

Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 197, pp. 173-201, (2007). 

4. Bazilevs, Y., Calo, V.M., Hughes, T.J., and Zhang, Y., "Isogeometric fluid-structure interaction: 

theory, algorithms, and computations", Computational Mechanics, Vol. 43, pp. 3-37, (2008). 

5. Gómez, H., Calo, V.M., Bazilevs, Y., and Hughes, T.J., "Isogeometric analysis of the Cahn–Hilliard 

phase-field model", Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 197, pp. 4333-

4352, (2008). 



 های دوبعدی با استفاده از تحلیل...سازی ایزوژئومتریک شکل سازهبهینه 62

 

 

 9311، یکوم، شمارۀ سسال سی و      نشریۀ مهندسی عمران فردوسی

6. Buffa, A., de Falco, C., and Sangalli, G., "Isogeometric Analysis: new stable elements for the Stokes 

equation. To appear on Inter", Journal for Numerical Methods in Fluids, Vol. 65, pp. 1407-1422, 

(2010). 

7. Auricchio, F., Da Veiga, L.B., Lovadina, C., and Reali, A., "The importance of the exact satisfaction 

of the incompressibility constraint in nonlinear elasticity: mixed FEMs versus NURBS-based 

approximations", Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 199, pp. 314-323, 

(2010). 

8. Cottrell, J.A., Reali, A., Bazilevs, Y., and Hughes, T.J., "Isogeometric analysis of structural vibrations", 

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 195, pp. 5257-5296, (2006). 

9. Benson, D., Bazilevs, Y., Hsu, M.-C., and Hughes, T., "Isogeometric shell analysis: the Reissner–

Mindlin shell", Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 199, pp. 276-289, 

(2010). 

های چندلایه کامپوزیتی پوشبببیده شبببده از ورق ایزو ژئومتریکتحلیل اسبببتاتیکی و ارتعاش آزاد  "نیکویی، سبببجاد و حسبببنی، بهروز، . 91

، 969-919، صببص 99پژوهشببی مکانیک مدرس، دوره هفدهم، ش. -، مجله علمی" میندلین -پیزوالکتریک با اسببتفاده از نظریه رایزنر

(9312.) 

11. Buffa, A., Rivas, J., Sangalli, G., and Vazquez, R., "Isogeometric analysis in electromagnetics: theory 

and testing", Preprint, (2010). 

12. Buffa, A., Sangalli, G., and Vázquez, R., "Isogeometric analysis in electromagnetics: B-splines 

approximation", Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 199, pp. 1143-1152, 

(2010). 

13. Cottrell, J.A., Hughes, T.J., and Bazilevs, Y., "Isogeometric analysis: toward integration of CAD and 

FEA", John Wiley & Sons, (2009). 

14. Zienkiewicz, O. and Campbell, J., "Shape optimization and sequential linear programming", Optimum 

structural design, pp. 109-126, (1973). 

15. Francavilla, A., Ramakrishnan, C., and Zienkiewicz, O., "Optimization of shape to minimize stress 

concentration", The Journal of Strain Analysis for Engineering Design, Vol. 10, pp. 63-70, (1975). 

16. Haftka, R.T. and Grandhi, R.V., "Structural shape optimization—a survey", Computer Methods in 

Applied Mechanics and Engineering, Vol. 57, pp. 91-106, (1986). 

17. Haftka, R. and Gurdal, Z., "Elements of Structural Optimization", Kluwer Academic Publishers, 

(1992). 

18. Imam, M.H., "Three‐ dimensional shape optimization", International Journal for Numerical Methods 

in Engineering, Vol. 18, pp. 661-673, (1982). 

19. Botkin, M., "Three-dimensional shape optimization using fully automatic mesh generation", AIAA 

journal, Vol. 30, pp. 1932-1934, (1992). 



 63 بهروز حسنی -سجاد نیکویی

 

 

1931، یکوم، شمارۀ سسال سی و      نشریۀ مهندسی عمران فردوسی  

20. Younsi, R., Knopf-Lenoir, C., and Selman, A., "Multi-mesh and adaptivity in 3D shape optimization", 

Computers & Structures, Vol. 61, pp. 1125-1133, (1996). 

21. Annicchiarico, W. and Cerrolaza, M., "Structural shape optimization 3D finite-element models based 

on genetic algorithms and geometric modeling", Finite Elements in Analysis and Design, Vol. 37, pp. 

403-415, (2001). 

22. Cho, S. and Ha, S.-H., "Isogeometric shape design optimization: exact geometry and enhanced 

sensitivity", Structural and Multidisciplinary Optimization, Vol. 38, pp. 53, (2009). 

23. Wall, W.A., Frenzel, M.A., and Cyron, C., "Isogeometric structural shape optimization", Computer 

Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 197, pp. 2976-2988, (2008). 

24. Seo, Y.-D., Kim, H.-J., and Youn, S.-K., "Shape optimization and its extension to topological design 

based on isogeometric analysis", International Journal of Solids and Structures, Vol. 47, pp. 1618-

1640, (2010). 

25. Nagy, A.P., Abdalla, M.M., and Gürdal, Z., "Isogeometric sizing and shape optimisation of beam 

structures", Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 199, pp. 1216-1230, 

(2010). 

26. Li, K. and Qian, X., "Isogeometric analysis and shape optimization via boundary integral", Computer-

Aided Design, Vol. 43, pp. 1427-1437, (2011). 

27. Hassani, B., Tavakkoli, S., and Moghadam, N., "Application of isogeometric analysis in structural 

shape optimization", Scientia Iranica, Vol. 18, pp. 846-852, (2011). 

28. Taheri, A.H. and Hassani, B., "Simultaneous isogeometrical shape and material design of functionally 

graded structures for optimal eigenfrequencies", Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering, Vol. 277, pp. 46-80, (2014). 

29. Hassani, B., Tavakkoli, S.M., and Ghasemnejad, H., "Simultaneous shape and topology optimization 

of shell structures", Structural and Multidisciplinary Optimization, Vol. 48, pp. 221-233, (2013). 

30. Lian, H., Kerfriden, P., and Bordas, S.P., "Implementation of regularized isogeometric boundary 

element methods for gradient‐ based shape optimization in two‐ dimensional linear elasticity", 

International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 106, pp. 972-1017, (2016). 

31. Sun, S., Yu, T., Nguyen, T.T., Atroshchenko, E., and Bui, T., "Structural shape optimization by 

IGABEM and particle swarm optimization algorithm", Engineering Analysis with Boundary Elements, 

Vol. 88, pp. 26-40, (2018). 

32. Piegl, L. and Tiller, W., "The NURBS book", Springer Science & Business Media, (2012). 

33. Svanberg, K., "The method of moving asymptotes—a new method for structural optimization", 

International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 24, pp. 359-373, (1987). 

 



 های دوبعدی با استفاده از تحلیل...سازی ایزوژئومتریک شکل سازهبهینه 64

 

 

 9311، یکوم، شمارۀ سسال سی و      نشریۀ مهندسی عمران فردوسی

 


