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  اصلاح شده تنش كوپل تئوری با استفاده از سوممستطیلی مرتبه  ورقنانواستاتیکی  تحلیل
 
 

محسن ، 4یمحمدرضا زمان، 3یرحمت آباد یمحسن دشت ،2محمود شریعتی، *,1 مجید اسکندری شهركی

 .5حیدری بنی
 .رانیمشهد، مشهد، ا یهوافضا، دانشگاه فردوس یمهندس یدکتر یدانشجو -1

 .رانیمشهد، مشهد، ا یدانشگاه فردوس ک،یمکان یاستاد، مهندس -2

 .رانیمشهد، مشهد، ا یهوافضا، دانشگاه فردوس یارشد، مهندس یکارشناس یدانشجو -3

 .رانیمالک اشتر، تهران، ا یدانشگاه صنعت ک،یمکان یمهندس ار،یاستاد -4

باشگاه پژوهشگران جوان و نخبگان، واحد شهرکرد، دانشگاه آزاد اسلامی، شهرکرد، ، دانشجوی دکتری مهندسی مکانیک -5

 ایران.

 
 خلاصه

ستفاده از تئوری کوپل تنش        ست که با ا سعی بر آن ا صلاح در این مقاله  صه   ، شده ا شخ مانش نانو  خمش وک هایم

ساده مطالعه شود. برای در نظر گرفتن آثار مقیاس کوچک از تئوری کوپل     گاهیتکیهبا شرایط   مستطیلی  صفحه مرتبه سه  

صلاح تنش  شد میکه تنها دارای یک پارامتر مقیاس طول  شده ا ست. در تئوری کوپل تنش       با شده ا ستفاده  صلاح ا   ،دهش ا

شی تابعی از   انرژیچگالی  سور انحن    هایمؤلفهکرن سور کرنش،تان سور تنش کوپل       تان سمت متقارن تان سور تنش و ق اء، تان

 ،همیلتوندر معادله اصددل  هاآن. بعد از به دسددت آوردن انرژی کرنشددی،کار خارجی و معادله کمانش و قرار دادن باشدددمی

  ه. سپس با جایگذاری شرایط مرزی و نیرویی در معادلات حاکم ب  شود میمعادلات اصلی و کمکی نانو صفحه به دست آورده    

ضخامت         ستطیلی به  سوم م صفحه مرتبه  سی خمش و کمانش نانو  . روش حل پردازیممیساده در اطراف   گاهتکیهبا  hبرر

 .باشدمینیز روش ناویر 
 

 .، روش حل ناویر،خمش، کمانش ، نانو صفحه مرتبه سه شدهاصلاحتئوری تنش کوپل كلمات كلیدی: 
 
 
 مقدمه  .1

و نان. در این روش باشدمیترین روش آزمایش در مقیاس اتمی و مولکولی کوچک مطمئنبرای مطالعه مواد در مقیاس 

از میکروسکوپ  نانو ساختارهاگیرد. در این روش برای تعیین خواص مکانیکی قرار می موردمطالعهدر ابعاد واقعی  ساختار

لات کنند. مشکگیری پاسخ استفاده میزهبرای اعمال بارهای مکانیکی مختلف بر روی نانوصفحات و اندا( AFM)نیروی اتمی

بودن  براقتصادی سنگین و نیز زمان هایهزینهاساسی در این روش دشواری کنترل بر شرایط آزمایش در این مقیاس و نیز 

 .شودمیهای ساده و کم هزینه دیگر استفاده ش تنها برای اعتبارسنجی روشروازاین روازاین. باشدمیروش 

                                                 
1 Corresponding author: دانشجوی دكتری مهندسی هوافضا، دانشگاه فردوسی مشهد، مشهد، ایران. 
Email: mjdeskandari@gmail.com 
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ا هها و مولکول. در این روش رفتار اتمباشدمیسازی اتمی راه حل دیگری در مطالعه ساختارها در مقیاس کوچک شبیه 

مورد بررسی  ،شودمیکه در نهایت تغییر فرم کل جسم را شامل  هاآنبا در نظر گرفتن اثر بین مولکولی و بین اتمی بر حرکت 

د اتم تر از یک یا چنو یا مقیاس بزرگ باشدمیمسئله دارای تغییر شکل بزرگ  کههنگامیش روازاینگیرد. استفاده قرار می

ل کوچک ش تنها برای مسائل با تغییر شکروازایننیست. بنابراین،  صرفهبهمقرونباشد، هزینه محاسباتی بسیار زیادی داشته و 

 . شودمیاستفاده 

 رتساده،  محققین به دنبال راهکارهای نانو ساختارهاطالعه های فوق برای مشده در روشهای مطرحبا توجه به محدودیت

ساختارهای در مقیاس کوچک، با استفاده از مکانیک محیط پیوسته راه حل سازی اند. مدلبوده نانو ساختارهادر بررسی 

که آثار اندازه را در  ی وابسته به اندازه متنوعی وجود دارندهای محیط پیوسته. تئوریباشدمیدیگری در مطالعه این مواد 

اند از جمله: تئوری میکرومورفیک، تئوری میکروساختار، تئوری میکروپولار، تئوری کوسرات، تئوری غیرموضعی، نظر گرفته

لاسیک های میدانی کتئوری یافتهیگسترش هااین،تئوری الاستیسیته گرادیان کرنشی که شدهاصلاحتئوری کوپل تنش 

 ر اندازه گنجانده شده است.آثا هاآنهستند که در 
 :شدهاصلاحتئوری كوپل تنش   .2

سال   ]1[ و همکارانشیانگ  سط توپین    2002در  صلاح کردن تئوری کوپل تنش که تو ستن ]2[ با ا   ،میندلین و تیر

که تنها دارای یک پارامتر   شدددهاصددلاحیک مدل کوپل تنش  ارائه شددد،  1694در سددال  ]5[ و میندلین ]4[ ، کویتر]3[

در حالیکه تئوری کوپل تنش کلاسیک دارای دو    را پیشنهاد کردند،  باشد میبرای تصویر کردن اثر اندازه   1مقیاس طول ماده

 پارامتر مقیاس طول ماده است.

چگالی انرژی کرنشی در مختصات قائم سه بعدی برای جسمی که محدود به حجم      ،شده اصلاح در تئوری کوپل تنش 

V  و سطحΩ 9[ شودمیبه صورت زیر بیان  باشدمی [: 

𝑈 =
1

2
∫  

𝑉

(𝜎𝑖𝑗ℇ𝑖𝑗 +𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗)𝑑𝑉    𝑖, 𝑗 = 1,2,3 (1) 

 که در آن:

ℇ𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) (2) 

𝜒𝑖𝑗 =
1

2
(𝜃𝑖,𝑗 + 𝜃𝑗,𝑖) (3) 

χij وεij     سور انحنا سمت متقارن تان سور کرنش 2به ترتیب ق ستند. 3و تان و بردار  4جاییجابه به ترتیب بردار    ui وθiه

 .اندشده تعریف 5چرخشی

𝜃 =
1

2
 𝐶𝑢𝑟𝑙 𝒖 (4) 

σ
𝑖𝑗

 :باشندمیهستند که به صورت زیر تعریف  9به ترتیب تانسور تنش و قسمت انحرافی تانسور کوپل تنش 𝑚𝑖𝑗و 

                                                 
1Material length scale parameter 
2Symmetric part of the curvature tensor 
3 Strain tensor 
4Displacement vector 
5Rotation vector 
6Deviatoric part of  the couple stress tensor 
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𝜎𝑖𝑗 = 𝜆ℇ𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇ℇ𝑖𝑗 (5) 

𝑚𝑖,𝑗 = 2𝜇 𝑙2𝜒𝑖𝑗 (9) 

توان ( می9( و )3.از معادله )  باشدددد میپارامتر مقیاس طول ماده     𝑙 دلتای کرونکر و  𝛿𝑖𝑗ثوابت لامه،    و که در آن  

 متقارن هستند. 𝑚𝑖𝑗و  𝜒𝑖𝑗دریافت که 
 سوم:مرتبه مدل صفحه   .3

 :شوندمیسوم به صورت زیر تعریف مرتبه برای صفحه  جاییجابهمعادلات 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦)- 
4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3 (
𝜕𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦))  

(7) 
𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧𝜑𝑦(𝑥, 𝑦) -

4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3(
𝜕𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦(𝑥, 𝑦))  

𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤(𝑥, 𝑦) 

راسددتای  نقطه میانی صددفحه در جاییجابهیزان م 𝑤 و  y و xچرخش بردار نرمال حول محور     𝜑𝑦و 𝜑𝑥  که در آن

و تانسور کرنش و تنش و بردار چرخشی برای مدل صفحه مرتبه سوم به      1قسمت متقارن تانسور انحنا   .باشد می z محورهای

 :باشدمیصورت زیر 

ℇ𝑥𝑥 = 𝑧
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

− 
4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

) (8) 

ℇ𝑦𝑦 = 𝑧
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
−
4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
) (6) 

ℇ𝑧𝑧 = 0 (10) 

ℇ𝑥𝑦 = ℇ𝑦𝑥 =
1

2
𝑧 (
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
)

−
2

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3 (
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
+ 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 

(11) 

ℇ𝑥𝑧 = ℇ𝑧𝑥 = (
1

2
− 2 (

𝑧

ℎ
)
2

) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥) (12) 

ℇ𝑦𝑧 = ℇ𝑧𝑦 = (
1

2
− 2 (

𝑧

ℎ
)
2

) (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦) (13) 

𝜃𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− (

1

2
− 2(

𝑧

ℎ
)
2

) (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦)  (14) 

𝜃𝑦 = −
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ (

1

2
− 2(

𝑧

ℎ
)
2

) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥)  (15) 

𝜃𝑧 =
1

2
(𝑧 −

4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3) (
𝜕 𝜑𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
)  (19) 

𝑥𝑥𝑥 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝑦
− (

1

2
− 2(

𝑧

ℎ
)
2

) (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
)  (17) 

                                                 
1Symmetric part of the curvature tensor 
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𝑥𝑦𝑦 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (

1

2
− 2 (

𝑧

ℎ
)
2

) (
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
) (18) 

𝑥𝑧𝑧 = (
1

2
− 2 (

𝑧

ℎ
)
2

) (
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

) (16) 

𝑥𝑥𝑦 =
1

2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

+ (
1

4
− (

𝑧

ℎ
)
2

) (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
−
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
) 

(20) 

𝑥𝑥𝑧 =
1

4
 (𝑧 −

4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3)(
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦 𝜕𝑥

)

+ 2𝑧 (
1

ℎ
)
2

(
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦) 

(21) 

𝑥𝑦𝑧 = −2𝑧 (
1

ℎ
)
2

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥)

+
1

4
(𝑧 −

4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3)(
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦2

) 

(22) 

𝜎𝑥𝑥 = (𝜆 + 2𝜇)ℇ𝑥𝑥  + 𝜆ℇ𝑦𝑦 (23) 

𝜎𝑦𝑦 = 𝜆ℇ𝑥𝑥  + (𝜆 + 2𝜇)ℇ𝑦𝑦 (24) 

𝜎𝑧𝑧 = 𝜆(ℇ𝑥𝑥 + ℇ𝑦𝑦) (25) 

𝜎𝑦𝑥 = 𝜎𝑥𝑦 = 2𝜇 ℇ𝑥𝑦 (29) 

𝜎𝑥𝑧 = 𝜎𝑧𝑥 = 2𝜇 ℇ𝑥𝑧 (27) 

𝜎𝑦𝑧 = 𝜎𝑧𝑦 = 2𝜇 ℇ𝑦𝑧 (28) 

 

 :شودمیکرنشی به صورت زیر بیان  انرژیتغییرات 

𝛿𝑈 = ∫  
𝑉

𝜎𝑥𝑥 𝛿 ℇ𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 𝛿ℇ𝑦𝑦 + 2𝜎𝑥𝑦 𝛿 ℇ𝑥𝑦 + 

2𝜎𝑥𝑧 𝛿 ℇ𝑥𝑧 + 2𝜎𝑦𝑧  𝛿 ℇ𝑦𝑧 +𝑚𝑥𝑥 𝛿 𝑥𝑥𝑥 +𝑚𝑦𝑦 𝛿𝑥𝑦𝑦 +𝑚𝑧𝑧 𝛿𝑥𝑧𝑧 
+2𝑚𝑥𝑦 𝛿𝑥𝑥𝑦 + 2𝑚𝑥𝑧 𝛿𝑥𝑥𝑧 + 2𝑚𝑦𝑧 𝛿 𝑥𝑦𝑧)𝑑𝑉 

 

(26) 

سی ساده جهت  توانمی ست   هاآنو  گذارینام( 30مطابق معادله )F15 تا  F1ضرایب متغیرها را از   نوی را جداگانه به د

 آورد.

𝛿𝑈 = ∫  
𝑉

(𝐸1𝛿𝑤,𝑥𝑥+ 𝐸2 𝛿𝑤,𝑦𝑦+ 𝐸3 𝛿𝑤,𝑥𝑦+ 𝐸4𝛿 𝑤,𝑥 

+ 𝐸5 𝛿 𝑤,𝑦+ 𝐸6 𝛿 𝜑𝑥,𝑦𝑦 + 𝐸7𝛿 𝜑𝑦,𝑥𝑥
+ 𝐸8 𝛿  𝜑𝑦,𝑥𝑦 + 𝐸9 𝛿𝜑𝑥,𝑦𝑥 + 𝐸10 𝛿 𝜑𝑥,𝑥
+ 𝐸11 𝛿𝜑𝑦,𝑦 + 𝐸12𝛿𝜑𝑥,𝑦 + 𝐸13 𝛿 𝜑𝑦,𝑥
+ 𝐸14 𝛿𝜑𝑥 + 𝐸15 𝛿𝜑𝑦)𝑑𝑉  

 

(31)  

 :که در آن
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𝐸1 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 [ (𝜆 + 2𝜇)(𝐶3 − 𝐶1𝐶2) +

1

2
𝜇𝑙2(1 + 𝐶4) −

1

4
𝜇𝑙2(1 + 𝐶4)(1 − 𝐶4)] + 

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 [𝜆(𝐶3 − 𝐶1𝐶2) −

1

2
𝜇𝑙2(1 +

𝐶4) +
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)] +  

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
[−(𝜆 + 2𝜇)(𝐶2𝐶1) −

1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)] +  

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
[−𝜆(𝐶2𝐶1) −

1

4
𝜇𝑙2(1 −

 𝐶4)(1 + 𝐶4)]  

(31) 

 

 𝐸2 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 [ (𝜆 + 2𝜇)(𝐶3 − 𝐶1𝐶2) +

1

2
𝜇𝑙2(1 + 𝐶4)

−
1

4
𝜇𝑙2(1 + 𝐶4)(1 − 𝐶4)]

+ 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 [𝜆(𝐶3 − 𝐶1𝐶2) −

1

2
𝜇𝑙2(1 + 𝐶4)

+
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)]

+   
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
[−(𝜆 + 2𝜇)(𝐶2𝐶1)

−
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)]

+ 
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

[−𝜆(𝐶2𝐶1) −
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)] 

(32) 

 

𝐸3 = 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝑦
[4𝜇 𝐶2

2 + 𝜇𝑙2(1 + 𝐶4)
2] +

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
[−2𝜇𝐶2𝐶1 −

1

2
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)] + 

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
[−2𝜇𝐶2𝐶1 −

1

2
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 +

𝐶4)]  

(33) 

𝐸4 = (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥) [𝜇(1 − 𝐶4)

2 +
1

4
𝜇𝑙2𝐶5

2]

+ (
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦2

) [
1

4
𝜇𝑙2𝐶5𝐶1] 

(34) 

𝐸5 = (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦) [𝜇(1 − 𝐶4)

2 +
1

4
𝜇𝑙2𝐶5

2]

+ (
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
) [

1

4
𝜇𝑙2𝐶5𝐶1]  

(35) 

 

𝐸6 = 𝐸8 = (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥) [

1

4
𝜇𝑙2𝐶5𝐶1]

+ (
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦2

) [ 
1

4
𝜇𝑙2𝐶1

2] 

(39) 
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𝐸7 = 𝐸9 = (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦) [−

1

4
𝜇𝑙2𝐶5𝐶1]

+ (
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

) [ 
1

4
𝜇𝑙2𝐶1

2]                  

(37) 

 

𝐸10 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
[ (𝜆 + 2𝜇)(𝐶1

2 − 𝑧𝐶1) −
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)]

+ 
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
[𝜆𝐶1(−𝑧 + 𝐶1)

+
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)]

+
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

[ (𝜆 + 2𝜇)𝐶1
2 +

1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)

2]

+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
[𝜆𝐶1

2 −
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)

2] 

(38) 

 

𝐸11 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
[ (𝜆 + 2𝜇)(𝐶1

2 − 𝑧𝐶1) −
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)]

+ 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
[𝜆𝐴1(−𝑧 + 𝐶1)

+
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)]

+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
[ (𝜆 + 2𝜇)𝐶1

2 +
1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)

2]

+
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

[𝜆𝐶1
2 −

1

4
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)

2] 

(36) 

 

𝐸12 = 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝑦
[−2𝜇𝐶2𝐶1 −

1

2
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)]

+
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

[𝜇𝐶1
2 + 𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)

2]

+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
[𝜇𝐶1

2 −
1

2
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)

2] 

(40) 

 

𝐸13 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝑦
[−2𝜇𝐶2𝐶1 −

1

2
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)(1 + 𝐶4)]

+
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

[𝜇𝐶1
2 −

1

2
𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)

2]

+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
[𝜇𝐶1

2 + 𝜇𝑙2(1 − 𝐶4)
2] 

(41) 
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𝐸14 = (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥) [𝜇(1 − 𝐶4)

2 +
1

4
𝜇𝑙2𝐶5

2]

+ (
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦2

) [
1

4
𝜇𝑙2𝐶5𝐶1] 

(42) 

 

𝐸15 = (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦) [𝜇(1 − 𝐶4)

2 +
1

4
𝜇𝑙2𝐶5

2]

+ (
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
) [

1

4
𝜇𝑙2𝐶5𝐶1] 

(43) 

 داریم: هاآنکه در 

𝐶1 = 𝑧 −
4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3 (44) 

 

𝐶2 =
4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧3 
(45) 

 

𝐶3 =
4

3
(
1

ℎ
)
2

 𝑧4 
(49) 

 

𝐶4 = 4(
𝑧

ℎ
)
2

 
(47) 

 

𝐶5 = −8𝑧 (
1

ℎ
)
2

 
(48) 

 

𝐶6 =
4

3
(
1

ℎ
)
2

 
(46) 

 

𝐶7 = 𝜇
ℎ

3
 

(50) 

 

𝐶8 =  𝜇
ℎ

5
  

(51) 

 

𝐶9 =
ℎ3

252
(𝜆 + 2𝜇)  

(52) 

 

𝐶10 = (𝜆 + 2𝜇)
ℎ3

60
 

(53) 

 

𝐶11 =   𝜇 𝑙
2
4

3ℎ
 

(54) 
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𝐶12 =
1

4
𝜇 𝑙2ℎ  (55) 

 

𝐼𝑖 = ∫ 𝑍𝑖   𝑑𝑧

ℎ
2

−ℎ
2

 (𝑖 = 0,1, 2, 𝑛 − 1, 𝑛, 𝑛 + 1, 2𝑛 − 4, 2𝑛 − 2, 2𝑛) 
(59) 

 
 نیروی كمانش:  .4

,Pxyبا نیروهای محورهای hو ضخامت  bعرض  ، aبرای صفحه مستطیلی به طول  Py, Px :که در آن 

Px  ستای ستای  x ، Py: نیروی محوری در را صفحه   y  ،Pxy: نیروی محوری در را شی  نیروی  q(x,y)و  xy: نیروی بر

 :]8و7[ زیر خواهد بودمعادله نیروی کمانش به صورت  .باشدمی ایصفحهخارج 

𝑃𝑥
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2𝑃𝑥𝑦  

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑃𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 𝑞(𝑥, 𝑦) 

 

(57) 

 :]9[ گرددمیمعادله كارمجازی كه توسط نیروی خارجی حاصل   .5

 شامل سه بخش است: گیردمیکارمجازی که توسط نیروی خارجی انجام 

 کار مجازی که توسط نیروهای حجمی روی -1

V = Ω ∗ (−h 2⁄ , h 2⁄  .گیردمیانجام  (

 .گیردمیانجام  (Ω)در سطوح بالایی و پایینی ایصفحهکار مجازی که توسط نیروی برشی -2

Sو بر روی سطوح جانبی  ایصفحهکار مجازی که توسط نیروی برشی -3 = Γ ∗ (−h 2⁄ , h 2⁄  Ω. که گیردمیانجام   (

 .باشدمیمحیط میانی ورق  Γ  صفحه میانی ورق و

,fx)اگر   fy, fz) را نیروی( حجمیforcebody و )(cx, cy, cz)( را ممددان حجمیcouple  body و )(qx, qy, qz)  

,tx)و کنندمیعمل  Ωنیروهایی باشددند که بروی سددطح  ty, tz) ( تنش برشددی کوشددیCauchy tractionsو )(Sx, Sy, Sz)  

 :باشدمی( کارمجازی به صورت زیر Variation( باشند. در این صورت تغییرات )couple Surfaceممان سطح )
 

𝛿𝑤 = − [∫  
𝛺

(𝑓𝑥𝛿𝑢 + 𝑓𝑦𝛿𝑉 + 𝑓𝑧𝛿𝑤 + 𝑞𝑥𝛿𝑢 + 𝑞𝑦𝛿𝑉 + 𝑞𝑧𝛿𝑤

+ 𝑐𝑥𝛿𝜃𝑥 + 𝑐𝑦 𝛿𝜃𝑦 + 𝑐𝑧𝛿𝜃𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 + ∫  
𝛤

(𝑡𝑥𝛿𝑢

+ 𝑡𝑦𝛿𝑉 + 𝑡𝑧𝛿𝑤 + 𝑠𝑥𝜃𝑥   + 𝑠𝑦𝛿𝜃𝑦 + 𝑠𝑧𝛿𝜃𝑧)𝑑𝛤] 

(58) 

 
 کار مجازی به صورت : ،اعمال شده است qz به اینکه در این تحقیق فقط نیروی خارجی با توجه

𝛿𝑤 = ∫ ∫ 𝑞(𝑥, 𝑦)𝛿𝑤(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 
𝑏

0

𝑎

0

 (56) 

 . باشدمی

 :   ]10[ داریم همیلتونهمچنین با استفاده از اصل 

𝛿(𝑈 − 𝑤) = 0 (90) 
 .باشدمیخارجی  یروهایکار ن Wانرژی کرنشی و  Uن آ که در
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 معادله نهایی صفحه با اعمال نیروی كمانش و نیروی خارجی  .6

 :آیندمی( معادلات اصلی مطابق زیر به دست 90ن )معادله ی اصل همیلتوریکارگبهبا 

[∫ (
𝜕2𝐸1
𝜕𝑥2

−
𝜕𝐸4
𝜕𝑥

+
𝜕2𝐸2
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝐸3
𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕𝐸5
𝜕𝑦

)𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ 2⁄

] + 𝑃𝑥
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

+ 2𝑃𝑥𝑦
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑃𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 𝑞(𝑥, 𝑦)  

(91) 

 

∫ (
𝜕2𝐸6
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝐸9
𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕𝐸12
𝜕𝑦

−
𝜕𝐸10
𝜕𝑥

+ 𝐹14)𝑑𝑧 =

ℎ
2⁄

−ℎ 2⁄

0 (92) 

 

∫ (
𝜕2𝐸7
𝜕𝑥2

−
𝜕𝐸13
𝜕𝑥

+
𝜕2𝐸8
𝜕𝑥𝜕𝑦

 −
𝜕𝐸11
𝜕𝑦

+ 𝐸15)𝑑𝑧 = 0

ℎ
2⁄

−ℎ 2⁄

 (93) 

 

 حالت ترینكلیبه دست آوردن معادلات صفحه مرتبه سوم در   .7
 با در نظر گرفتن مقادیر زیر: 

 
𝐷1 = 2𝐶12 + 𝑙

2𝐶7 +
1

2
𝑙2𝐶8 + 2𝐶9  (94) 

 

𝐷2 =
1

2
𝐷1 = 𝐶12 + 𝐶9 +

1

2
𝑙2𝐶7 +

1

4
𝑙2𝐶8  

(95) 

 
𝐷3 = −𝜇ℎ + 2𝐶7 − 𝐶8 − 𝐶11  (99) 

 

𝐷4 = 𝐶9 − 𝐶10 +
1

4
𝑙2𝐶8 − 𝐶12  (97) 

 

𝐷5 = 3𝐶12 −
3

2
𝑙2𝐶7 +

3

4
𝑙2𝐶8 − (𝜆 + 𝜇)𝐼2 + 2(𝜆 + 𝜇)𝐶6 𝐼4

− (𝜆 + 𝜇)𝐶6
2𝐼6 

(98) 

 
𝐷6 = −𝜇𝐼2 + 2𝜇𝐶6 𝐼4 − 𝜇𝐶6

2𝐼6 − 4𝐶12 + 2𝑙
2𝐶7 − 𝑙

2𝐶8  (96) 
 

𝐷7 =
1

4
𝜇𝑙2𝐼2 −

1

2
𝜇𝑙2𝐶6𝐼4 +

1

4
𝜇𝑙2𝐶6

2𝐼6 (70) 
 

𝐷8 = −(𝜆 + 2𝜇)𝐼2 + 2𝐶10 − 𝐶9 − 𝐶12 +
1

2
𝑙2𝐶7 −

1

4
𝑙2𝐶8  (71) 
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𝐷9 =
5

4
𝑙2𝐶8 −

3

2
𝜇𝑙2𝐶6

2𝐼4 −
5

2
𝑙2𝐶7 + 3𝐶12 − (𝜆 + 𝜇)𝐼2

− (𝜆 + 𝜇)𝐶6
2𝐼6 + 2(𝜆 + 𝜇)𝐶6𝐼4 

(72) 

 

𝐷10 = 3𝑙2𝐶7 −
3

2
𝑙2𝐶8 +

3

2
𝜇𝑙2𝐶6

2𝐼4 − 𝜇𝐼2 − 𝜇𝐶6
2𝐼6 + 2𝜇𝐶6𝐼4

− 4𝐶12  

(73) 

 

 معادلات کلی صفحه مرتبه سوم به صورت زیر به دست خواهد آمد:

𝐷1
𝜕4𝑤

𝜕𝑥2 𝜕𝑦2
+ 𝐷2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 
+ 𝐷2

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4 
+ 𝐷3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 
+ 𝐷3

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2 
+ 𝐷4

𝜕3𝜑𝑥
𝜕𝑥3 

+ 𝐷4
𝜕3𝜑𝑥
𝜕𝑥 𝜕𝑦2

+ 𝐷4
𝜕3𝜑𝑦

𝜕𝑦 𝜕𝑥2
+ 𝐷3

𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐷3
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐷4
𝜕3𝜑𝑦

𝜕𝑦3 
+ 𝑃𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2𝑃𝑥𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑃𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

= 𝑞(𝑥, 𝑦) 

(74) 

 

−𝐷4
𝜕3𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝑦2
+ 𝐷5

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦 𝜕𝑥
+ 𝐷6

𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦2 

+ 𝐷7
𝜕4𝜑𝑦

𝜕𝑥 𝜕𝑦3
− 𝐷7

𝜕4𝜑𝑥
𝜕𝑦4 

+ 𝐷7
𝜕4𝜑𝑦

𝜕𝑦 𝜕𝑥3
− 𝐷7

𝜕4𝜑𝑥
𝜕𝑦2 𝜕𝑥2

− 𝐷3
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝐷3𝜑𝑥

− 𝐷4
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3 
+ 𝐷8

𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑥2 

= 0 

(75) 

 

−𝐷4
𝜕3𝑤

𝜕𝑦 𝜕𝑥2
+ 𝐷9

𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑦 𝜕𝑥

+ 𝐷10
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2 
+ 𝐷7

𝜕4𝜑𝑦

𝜕𝑥4 
+ 𝐷7

𝜕4𝜑𝑦

𝜕𝑥2 𝜕𝑦2

− 𝐷7
𝜕4𝜑𝑥
𝜕𝑦 𝜕𝑥3

− 𝐷7
𝜕4𝜑𝑥
𝜕𝑥 𝜕𝑦3

− 𝐷4
𝜕3𝑤

𝜕𝑦3 
− 𝐷3

𝜕𝑤

𝜕𝑦

− 𝐷3𝜑𝑦 +𝐷8
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦2 
= 0 

(79) 

 

 روش حل ناویر  .8

نکه . به خاطر ایاست استفادهقابل هالبهساده در همه  گاهتکیهروش حل ناویر برای صفحات مستطیلی با شرایط مرزی 

 دوگانه مثلثاتی به هایسریتوابع مجهول سطح میانی صفحه به صورت  شوندمیدر این روش ارضا  خودخودبهشرایط مرزی 

 :]11و12[ شوندمیصورت زیر بیان 

 

𝑊(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑊𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦 

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 (77) 

𝜑𝑥(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑋𝑚𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦 

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 (78) 
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𝜑𝑦(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑦𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑦 

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 (76) 

 :باشدمی محاسبهقابلنیرو نیز از رابطه زیر 

𝑞 = ∑ ∑𝑄𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦 

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 (80) 

 

𝑄𝑚𝑛 =
4

𝑎𝑏
∫ ∫ 𝑞(𝑥, 𝑦)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

0

 (81) 

 

𝑄𝑚𝑛 =

{
 
 

 
 𝑞0      برای نیروی سینوسی 

16𝑞0
𝑚𝑛𝜋2

 برای نیروی یکنواخت    

4𝑄0
𝑎𝑏

برای نیروی نقطه در مرکز صفحه 

 (82) 

 
 که در آن:

 𝛼 =
𝜋𝑚

𝑎
   , 𝛽 =

𝜋𝑛

𝑏
 , 𝑖 = √−1 (83) 

 

 : شوندمیساده نیز توسط روش ناویر طبق معادلات ذیل ارضاء  گاهتکیهشرایط مرزی 

𝑥 =  در0
,

𝑥 = 𝑎

{
𝑤(0, 𝑦) = 𝑤(𝑎, 𝑦) =∑∑𝑤𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋

𝑎
 𝑥 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝑏
 𝑦 = 0   

𝜑𝑦(0, 𝑦) = 𝜑𝑦(𝑎, 𝑦) =∑∑𝑦𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋

𝑎
 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋

𝑏
 𝑦 = 0

 (84) 

 

𝑦 =  در0
,

𝑦 = 𝑏

{
𝑤(𝑥, 0) = 𝑤(𝑥, 𝑏) =∑∑𝑤𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋

𝑎
 𝑥 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝑏
 𝑦 = 0

𝜑𝑥(𝑥, 0) = 𝜑𝑥(𝑥, 𝑏) =∑∑𝑋𝑚𝑛 𝑐𝑜𝑠
𝑚𝜋

𝑎
 𝑥 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝑏
 𝑦 = 0

 (85) 

 

 

 حالت: ترینكلیدر  سومبه دست آوردن ماتریس معادلات صفحه مرتبه   .9
 ضرایب متغیرهای معادلات  به صورت زیر خواهیم داشت: گذارینامپس از حل به کمک روش ناویر و  

𝑅1 = 𝐷1𝛼
2𝛽2 + 𝐷2𝛼

4 + 𝐷2𝛽
4 − 𝐷3𝛼

2 − 𝐷3𝛽
2 − 𝑃𝑥𝛼

2 − 𝑃𝑦𝛽
2 (89) 

 
𝑅2 = 𝑅4 = 𝐷4𝛼

3 + 𝐷4𝛼 𝛽
2 − 𝐷3𝛼 (87) 
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𝑅3 = 𝑅7 = 𝐷4𝛽

3 +𝐷4𝛼
2𝛽 − 𝐷3𝛽 (88) 

 
𝑅5 = −𝐷7𝛽

4 − 𝐷7𝛼
2𝛽2 − 𝐷6𝛽

2 − 𝐷8𝛼
2 −𝐷3 (86) 

 
𝑅6 = 𝐷7𝛼𝛽

3 + 𝐷7𝛼
3𝛽 − 𝐷5𝛼𝛽 (60) 

 
𝑅8 = −𝐷7𝛼

3𝛽 − 𝐷7𝛼𝛽
3 − 𝐷9𝛼𝛽 (61) 

 
𝑅9 = 𝐷7 𝛼

4 +𝐷7𝛼
2𝛽2 − 𝐷10𝛼

2 −𝐷8𝛽
2 − 𝐷3 (62) 

 ماتریس کلی معادلات صفحه مرتبه سوم  به همراه معادلات کمکی به شکل زیر حاصل خواهند شد:

[
𝑅1 𝑅2 𝑅3
𝑅4 𝑅5 𝑅6
𝑅7 𝑅8 𝑅9

] [

𝑤𝑚𝑛
𝑋𝑚𝑛
𝑦𝑚𝑛

] = [
𝑄𝑚𝑛
0
0
] (63) 

. در این مقاله جنس صفحه را گرافن گیرندمیجنس صفحه را مواد مختلفی از جمله اپوکسی، گرافن، مس و ... در نظر 

 :]13[ یک صفحه گرافن تک لایه دارای خصوصیات زیر است .گیریممیدر نظر 

𝖤 = 1.06𝑇𝑃𝑎, 𝜈 = 0.25 , ℎ = 0.34𝑛𝑚, 𝜌 = 2250
𝑘𝑔

𝑚3⁄  

 :به صورت زیر نوشت توانمیرا μ ،ν و 𝖤 همچنین رابطه بین

𝜆 =
𝜈𝘌

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
     , 𝜇 =

𝘌

2(1 + 𝜈)
 (64) 

q. همچنین مقدار نیرو را   ]14[ ضرایب لامه هستند λ و μمدول یانگ و  Eکه در آن  = 1N
m2⁄  گیریممیدر نظر. 

 نتایج و بحث:  .11
ز .کلیه شرایط مرزی نیاندآمدهدستبهو نتایج با استفاده از این برنامه  شدهنوشته Matlab افزارنرمبرنامه محاسباتی در 

 .اندشدهگرفتهساده در نظر  گاهتکیهبه صورت 
 کنواختی کمتر از بار ینوسیمیزان خمش بدون بعد نانو صفحه مرتبه سوم تحت اثر بار س دهدمینشان  (1ل)جدو

و با  .شودمیبدون بعد نانو صفحه کم  ، میزان خمشبا افزایش پارامتر طول نسبت به ضخامت همچنین . باشدمی ایصفحه

 .شودمیافزایش نسبت ابعاد صفحه میزان خمش بدون بعد زیاد 

برای نسبت طول به عرض  ایصفحه( به مقایسه میزان خمش نانو صفحات مختلف تحت اثر بار یکنواخت 1شکل )

و مقدار  مش برای نانو صفحه کیرشهف کمترینمیزان خ مشاهده می شودکه در جدول  گونههمانمتفاوت پرداخته است. 

 برای نانو صفحه مرتبه سوم بیشترین مقدار است.

و نسبت  برای نسبت طول به عرض ایصفحه کنواختیتحت اثر بار  مرتبه سوممیزان خمش نانوصفحه  (2) لجدو

 ،که در شکل پیداست با افزایش پارامتر طول نسبت به ضخامت گونههمان. دهدمیرا نشان  پارامتر طول به ضخامت متفاوت

 .شودمی. همچنین با افزایش نسبت ابعاد صفحه میزان خمش زیاد شودمیش صفحه کم میزان خم

ه و نسبت پارامتر طول ب برای نسبت طول به عرض سینوسیتحت اثر بار  مرتبه سوممیزان خمش نانوصفحه  (2ل)شک

که در شکل پیداست با افزایش پارامتر طول نسبت به ضخامت میزان خمش  گونههمان. دهدمیرا نشان  ضخامت متفاوت

 .شودمی. همچنین با افزایش نسبت ابعاد صفحه میزان خمش زیاد شودمیصفحه کم 

که  گونههمان. دهندمیرا نشان  q ایصفحهتحت نیروی یکنواخت سوم  کانتورهای  خمش نانو صفحه مرتبه( 3) شکل

 در مرکز صفحه بیشترین مقدار است. خمش در شکل پیداست میزان
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 در جهت ایصفحه دومحورهکمانش نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر نیروی میزان نیروی بحرانی  دهدمی( نشان 4شکل)

xوy   با افزایش نسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت نانو صفحه افزایش و با افزایش نسبت طول به ضخامت نانو صفحه

 ابد. ی کاهش می

 ،xدر جهت  ایصفحه محورهتکمیزان نیروی بحرانی نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر نیروی  دهدمی( نشان 3) جدول
اهش کت طول به ضخامت نانو صفحه و با افزایش نسبطول به ضخامت نانو صفحه افزایش  با افزایش نسبت پارامتر مقیاس

 دومحورهبیشتر از  مراتببه محورهتکنیرو بحرانی در حالت  ابیمی درمی( 4( و شکل)3ابد. همچنین با مقایسه جدول)ی می

 . باشدمی

 یاصفحه دومحورهبحرانی کمانش بدون بعد نانو صفحات مختلف تحت اثر نیروی  میزان نیروی دهدمی( نشان 4جدول)

 رفتار متفاوتی به شرح ذیل دارد:  با افزایش نسبت طول به ضخامت نانو صفحه yو xدر جهت 

 یابد.میندلین، افزایش می وی بحرانی بدون بعد با افزایش نسبت طول به ضخامت نانو صفحهنیر
 یابد.برشی مرتبه سوم و پنجم، اندکی کاهش می نیروی بحرانی بدون بعد با افزایش نسبت طول به ضخامت نانو صفحه 

 ماند.بت میکیرشهف، ثا نیروی بحرانی بدون بعد با افزایش نسبت طول به ضخامت نانو صفحه

 

  یاصفحهمقایسه میزان خمش بدون بعد نانو صفحه مرتبه سوم تحت اثر بار سینوسی و یکنواخت  .1جدول 

 (a/h=30, q=1e-18 N/nm^2متفاوت  )برای نسبت طول به عرض 

a/b 

l/h 

0 
 

0.5 
 

1 
 

2 

Uniform 
load 

Sinusoid
al load 

Unifor
m load 

Sinusoid
al load 

Uniform 
load 

Sinusoidal 
load 

Uniform 
load 

Sinusoidal 
load 

1 1.00000 1.00000  0.49874 0.49858  0.19922 0.19912  0.05856 0.05852 

1.5 1.00000 1.00000  0.49911 0.49883  0.19945 0.19927  0.05864 0.05858 

2 1.00000 1.00000  0.49923 0.49895  0.19952 0.19935  0.05866 0.05860 
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برای نسبت طول به عرض   ایصفحهمختلف تحت اثر بار یکنواخت  یهانانو صفحهمقایسه میزان خمش  .1 شکل

 متفاوت

 (a/h=30, q=1e-18 N/nm^2, l/h=1) 
 

برای نسبت طول به عرض  و  ایصفحهمیزان خمش  نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر بار یکنواخت  .2جدول

 (q=1e-18 N/nm^2  a/h=30,نسبت پارامتر طول به ضخامت متفاوت )

a/b 
l/h 

0 0.5 1 2 
1 10.7837 5.3783 2.1483 0.6315 

1.5 20.7713 10.3671 4.1428 1.2179 
2 28.0010 13.9789 5.5868 1.6426 
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میزان خمش  نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر بار سینوسی  برای نسبت طول به عرض  و نسبت پارامتر  .2شکل

 (q=1e-18 N/nm^2  a/h=30,طول به ضخامت متفاوت )

 
 (a/h=30, q=1e-18 N/nm^2, a/b=1, l/h=1كانتورهای  خمش نانو صفحه مرتبه سوم  ) .3شکل
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  x , yدر جهت  دومحورهبحرانی كمانش نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر نیروی  مقایسه میزان نیروی .4شکل 

 ( a/b=1طول به ضخامت متفاوت )  طول به ضخامت صفحه و مقیاس برای نسبت پارامتر
 

    x در جهت محورهتکبحرانی كمانش نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر نیروی  مقایسه میزان نیروی .3جدول 

 ( a/b=1صفحه متفاوت ) طول به ضخامت  ول به ضخامت وبرای نسبت پارامتر ط

a/h 
 l/h 

0 0.5 1 1.5 2 

5 46.0378 99.6890 260.2116 527.5054 901.6352 

10 13.4331 27.4598 69.4801 139.4830 237.4772 

20 3.5051 7.0497 17.6789 35.3919 60.1893 

30 1.5706 3.1490 7.8834 15.7736 26.8197 

40 0.8860 1.7744 4.4396 8.8813 15.0997 

50 0.5678 1.1366 2.8429 5.6867 9.6679 
 

در  دومحورهبحرانی كمانش بدون بعد نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر نیروی  مقایسه میزان نیروی .4جدول 

 ( a/b=1, l/h=1متفاوت ) برای نسبت طول به ضخامت صفحه  xو  yجهت 

a/h Kirchhoff 
plate 

Mindlin 
plate 

Third order shear 
deformation plate 

N order shear 
deformation plate 

(n=5) 
5 5.0000 10.1594 5.6521 5.6937 
10 5.0000 12.8101 5.1723 5.1826 
20 5.0000 13.6820 5.0437 5.0463 
30 5.0000 13.8568 5.0195 5.0206 
40 5.0000 13.9191 5.0110 5.0116 
50 5.0000 13.9481 5.0070 5.0074 
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 :یریگجهینت  .11

صفحه مرتبه     سی خمش و کمانش نانو  ستفاده از تئوری کوپل تنش   سوم در این مقاله به برر صلاح با ا اخته پرد شده ا

شکال   گونههمان شد.  س      میزان مشاهده شد،  که در جداول و ا  ینوس یخمش بدون بعد نانو صفحه مرتبه سوم تحت اثر بار 

شد می ایصفحه  کنواختی کمتر از بار ضخامت میزان خمش  بدون بعد نانو      همچنین . با سبت به  با افزایش پارامتر طول ن

صفحه میزان خمش بدون بعد زیاد    شود میصفحه کم   سبت ابعاد  . همچنین میزان خمش برای نانو  شود می. و با افزایش ن

به سددوم بیشددترین مقدار اسددت. همچنین میزان نیروی بحرانی   برای نانو صددفحه مرت  صددفحه کیرشددهف کمترین  مقدار و

سوم تحت اثر نیروی     صفحه مرتبه  سبت پارامتر مقیا  ، xدر جهت  ایصفحه  محورهتکنانو ضخامت   با افزایش ن س طول به 

سبت طول به ضخامت نانو صفحه  کاهش میابد. همچنین نیرو بحرانی در حالت      نانو صفحه افزایش   حورهمتکو با افزایش ن

 .  باشدمی دومحورهبیشتر از  مراتببه
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