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ا استفاده از ب یلیمستط رشهفیخمش، کمانش و ارتعاشات وابسته به اندازه در نانوورق ک لیتحل

تنش کوپل اصلاح شده یتئور  
 

جعفر ، 4محسن حیدری بنی، 3یرحمت آباد یمحسن دشت ،2محمود شریعتی، *,1 مجید اسکندری شهرکی

 .5جم یاسکندر
 .رانیمشهد، مشهد، ا یهوافضا، دانشگاه فردوس یمهندس یدکتر یدانشجو -1

 .رانیمشهد، مشهد، ا یدانشگاه فردوس ک،یمکان یاستاد، مهندس -2

 .رانیمشهد، مشهد، ا یهوافضا، دانشگاه فردوس یارشد، مهندس یکارشناس یدانشجو -3

د، دانشجوی دکتری مهندسی مکانیک، باشگاه پژوهشگران جوان و نخبگان، واحد شهرکرد، دانشگاه آزاد اسلامی، شهرکر -4

 .ایران

 .رانیمالک اشتر، تهران، ا یدانشگاه صنعت ک،یمکان یاستاد، مهندس -5
 خلاصه

انش و ارتعاشات نانو خمش، کم هایمشخصه، شده اصلاحکوپل تنش ر آن است که با استفاده از تئوری در این مقاله سعی ب

که تنهاا   شده اصلاحتئوری کوپل تنش  مستطیلی مطالعه شود. برای در نظر گرفتن آثار مقیاس کوچک از صفحه کیرشهف

کرنشی تابعی از  انرژیچگالی  ،شدهاصلاحاستفاده شده است. در تئوری کوپل تنش  باشدمیدارای یک پارامتر مقیاس طول 

. بعاد از باه دسات آوردن    باشدمیتانسور انحناء، تانسور تنش و قسمت متقارن تانسور تنش کوپل  تانسور کرنش، هایمؤلفه

معاادتت اصالی و کمکای     ،همیلتوندر اصل  هاآنکار خارجی، انرژی جنبشی و معادله کمانش و قرار دادن  کرنشی، انرژی

کماانش   . سپس با جایگذاری شرایط مرزی و نیرویی در معادتت حاکم به بررسی خمش،شودمینانو صفحه به دست آورده 

. روش حال نیار روش نااویر    پردازیممیساده در اطراف  گاههتکیبا  hو ارتعاشات نانو صفحه کیرشهف مستطیلی به ضخامت 

با افرایش پارامتر طاول نسابت    سینوسیتحت اثر بار  رشهفیمیران خمش نانوصفحه کنتایج حاکی از آن است که  .باشدمی

اثر باار  تحت  علاوه بر این. شودمی. همچنین با افرایش نسبت ابعاد صفحه میران خمش زیاد شودمیبه ضخامت صفحه کم 

کمترین مقدار و برای نانو صفحه مرتبه ساو  بیشاترین مقادار    میران خمش برای نانو صفحه کیرشهف  ای،صفحهیکنواخت 

، باا افارایش   yوxای در جهت میران نیروی بحرانی نانوصفحه کیرشهف تحت اثر نیروی دومحوره صفحهاز سوی دیگر است. 

که اثر پارامتر اندازه در نظر گرفته نشود )تئوری کلاسیک( ین هنگامیکاهش می یابد. همچن نسبت طول به ضخامت صفحه

 یمودهاا  فرکاانس کناد.  مقدار نیروی بحرانی کمترین مقدار است و با افرایش اثر اندازه نیروی بحرانی نیر افرایش پیادا مای  

رایش نسبت طول به و با اف شیطول به ضخامت نانوصفحه افرا اسیبا افرایش نسبت پارامتر مق رشهفیمختلف نانو صفحه ک

 یابد.کاهش می ضخامت نانوصفحه

 .ریروش حل ناو ،یلینانو صفحه مستط رشهف،ی، صفحه کشدهاصلاحتئوری تنش کوپل کلمات کلیدی: 
 
 
 

                                                 
1 Corresponding author: دانشجوی دکتری مهندسی هوافضا، دانشگاه فردوسی مشهد، مشهد، ایران. 
Email: mjdeskandari@gmail.com 
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 مقدمه  .1

. در این روش باشدمیترین روش آزمایش در مقیاس اتمی و مولکولی برای مطالعه مواد در مقیاس کوچک مطمئن

گیرد. در این روش برای تعیین خواص مکانیکی نانوساختارها از میکروسکوپ ختار در ابعاد واقعی مورد مطالعه قرار مینانوسا

کنند. گیری پاسخ استفاده میبرای اعمال بارهای مکانیکی مختلف بر روی نانوصفحات و اندازه( AFM)نیروی اتمی

اقتصادی سنگین و نیر  هایهرینهمایش در این مقیاس و نیر مشکلات اساسی در این روش دشواری کنترل بر شرایط آز

 .شودمیدیگر استفاده  هرینهکمهای ساده و ش تنها برای اعتبارسنجی روشروازاین روازاین. باشدمیبر بودن روش زمان

-ها و مولکول. در این روش رفتار اتمباشدمیدیگری در مطالعه ساختارها در مقیاس کوچک  حلراهسازی اتمی شبیه 
، شودمیتغییر فر  کل جسم را شامل  تیدرنهاکه  هاآنبر حرکت  یاتمنیبو  یمولکولنیبها با در نظر گرفتن اثر 

تر از و یا مقیاس بررگ باشدمیمسئله دارای تغییر شکل بررگ  کههنگامیش روازاینگیرد. استفاده قرار می یموردبررس

ش تنها برای مسائل با روازایننیست. بنابراین،  صرفهبهمقرونباتی بسیار زیادی داشته و یک یا چند اتم باشد، هرینه محاس

 . شودمیتغییر شکل کوچک استفاده 

های فوق برای مطالعه نانوساختارها،  محققین به دنبال راهکارهای شده در روشهای مطرحبا توجه به محدودیت

ساختارهای در مقیاس کوچک، با استفاده از مکانیک محیط پیوسته سازی مدلاند. در بررسی نانوساختارها بوده ترساده

متنوعی وجود دارند که آثار اندازه  اندازهبهی وابسته های محیط پیوسته. تئوریباشدمیدیگری در مطالعه این مواد  حلراه

یکروپوتر، تئوری کوسرات، تئوری : تئوری میکرومورفیک، تئوری میکروساختار، تئوری مازجملهاند را در نظر گرفته

های میدانی تئوری ییافتهگسترش هااین،تئوری اتستیسیته گرادیان کرنشی که شدهاصلاحغیرموضعی، تئوری کوپل تنش 

 آثار اندازه گنجانده شده است. هاآنکلاسیک هستند که در 
 :شدهاصلاحتئوری کوپل تنش   .2

 مینادلین و تیرساتن   ،]2[ اصلاح کردن تئوری کوپل تنش که توسط تاوپین  با 2002در سال  ]1[ و همکارانشیانگ 

کاه تنهاا دارای یاک پاارامتر      شاده اصالاح یک مدل کوپل تانش   ارائه شد، 1694در سال  ]5[ و میندلین ]4[ ، کویتر ]3[

نش کلاسایک دارای دو  در حالیکه تئوری کوپل ت را پیشنهاد کردند، باشدمیبرای تصویر کردن اثر اندازه 1مقیاس طول ماده

 پارامتر مقیاس طول ماده است.

چگالی انرژی کرنشی در مختصات قائم سه بعدی برای جسمی که محدود به حجام   ،شدهاصلاحدر تئوری کوپل تنش 

V  9[ شودمیبه صورت زیر بیان  ،باشدمی و سطح[ : 
 

 
(1) 

 که در آن:

 
(2) 

 

 
(3) 

                                                 
1Material length scale parameter 
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و بردار  3جاییجابهبه ترتیب بردار  هستند.2و تانسور کرنش1به ترتیب قسمت متقارن تانسور انحنا و 

 .اندشده تعریف 4چرخشی

 

 
(4) 

 

 :شوندمی هستند که به صورت زیر تعریف  5به ترتیب تانسور تنش و قسمت انحرافی تانسور کوپل تنش و 

 (5) 

 

 (9) 

 تاوان مای ( 9( و )3. از معادلاه ) باشاد میپارامتر مقیاس طول ماده   دلتای کرونکر و ثوابت تمه،  و که در آن 

 متقارن هستند. و  دریافت که 
 مدل صفحه کیرشهف:  .3

 :شوندمیشهف به صورت زیر تعریف برای صفحه کیر جاییجابهمعادتت 

 
(7) 

 
 

 

قسمت متقارن تانسور انحنا و تانسور  .باشدمی z محورراستای  نقطه میانی صفحه در جاییجابهیران م  که در آن

 :باشدمیکرنش و تنش و بردار چرخشی برای مدل صفحه کیرشهف به صورت زیر 

 
(8) 

 
(6) 

 
(10) 

 (11) 

 

 
(12) 

                                                 
1Symmetric part of the curvaturetensor 
2 Strain tensor 
3Displacement vector 
4Rotation vector 
5Deviatoric part of  the couple stress tensor 
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(13) 

 (14) 
 

 
(15) 

 
(19) 

 
(17) 

 (18) 
 

 
(16) 

  (20) 

 
(21) 

 
(22) 

 (23) 
 :شودمیکرنشی به صورت زیر بیان  انرژیتغییرات 

 

(24

) 

را جداگانه به دست  هاآنو  گذارینا ( 25طابق معادله )م تا  ضرایب متغیرها را از  نویسیسادهجهت  توانمی

 آورد.

 
(25) 

 :که در آن

(29) +  
 

(27) +  
 

(28) 
 

 

 

 

 

 



 

 

 
 

www.mechaero.ir         5 

 نیروی کمانش:  .4

 که در آن: با نیروهای محورهای hو ضخامت  bو عرض  aبرای صفحه مستطیلی به طول 

نیاروی   q(x,y)و  xy: نیروی برشی صفحه و y: نیروی محوری در راستای و  x: نیروی محوری در راستای 

 :]8و7[ معادله نیروی کمانش به صورت زیر خواهد بود، باشدمی ایصفحهخارج 

 
(26) 

 :]9[ گرددمیی حاصل معادله کارمجازی که توسط نیروی خارج  .5

 شامل سه بخش است: گیردمیکارمجازی که توسط نیروی خارجی انجا  

 کار مجازی که توسط نیروهای حجمی روی -1

 .گیردمیانجا   

 .گیردمیانجا   در سطوح باتیی و پایینی ایصفحهکار مجازی که توسط نیروی برشی -2

. گیردمیانجا   و بر روی سطوح جانبی  ایصفحهط نیروی برشی کار مجازی که توس-3

 .باشدمیمحیط میانی ورق صفحه میانی ورق و که 

( و couple bodyرا مماااان حجمااای ) ( و forcebodyرا نیاااروی حجمااای )  اگااار 

 Cauchyتانش برشای کوشای )    و کنناد مای عمال   کاه باروی ساطح     نیروهایی باشند 
tractionsو ) ( ممان سطحcouple Surface( باشند. در این صورت تغییرات )Variation  کارمجاازی )

 :باشدمیبه صورت زیر 
 

 

(30

) 

 
 اعمال شده است کار مجازی به صورت :   باتوجه به اینکه در این تحقیق فقط نیروی خارجی

 

(31) 

 

 :شودمیجنبشی به صورت زیر بیان  انرژی. تغییرات باشدمی

 

 

(32) 

 :]10[ داریم همیلتون. همچنین با استفاده از اصل باشدمیچگالی  که 

 

(33) 
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 .باشدمیخارجی  ایکار نیروه Wانرژی کرنشی و  Uانرژی جنبشی ،  Tن آ که در

 معادله نهایی صفحه با اعمال نیروی کمانش و نیروی خارجی  .6

 :آیندمی( معادله اصلی مطابق زیر به دست 33ن )معادله یلتواصل هم کارگیریبهبا 

 

 

(34

) 
 

 حالت )شامل خمش، کمانش و ارتعاشات(  ترینکلیبه دست آوردن معادلات صفحه کیرشهف در   .7

 رفتن مقادیر زیر:با در نظر گ

 

(35) 
 

 (39) 
 

 معادتت کلی صفحه کیرشهف به صورت زیر به دست خواهد آمد:

 

(37
) 

 

 روش حل ناویر  .8

اسات . باه خااطر     اساتفاده قابال  هالبهساده در همه  گاهتکیهروش حل ناویر برای صفحات مستطیلی با شرایط مرزی 

دوگاناه   هاای ساری توابع مجهول سطح میانی صفحه به صاورت   شوندمیدر این روش ارضا  خودخودبه اینکه شرایط مرزی

 :]11و12[ شوندمیمثلثاتی به صورت زیر بیان 
 

 

(38) 

 :باشدمی محاسبهقابلنیرو نیر از رابطه زیر 

 

(36) 

 

 

(40) 

 

 

(41) 
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 که در آن:

  (42) 

 

 : شوندمیساده نیر توسط روش ناویر طبق معادتت ذیل ارضاء  هگاتکیهشرایط مرزی 

 
(43) 

 

 
(44) 

 

 حالت: ترینکلیبه دست آوردن ماتریس معادلات صفحه کیرشهف در   .9
 ضرایب متغیرهای معادتت  به صورت زیر خواهیم داشت: گذارینا  پس از حل به کمک روش ناویر و

(45

) 

  

 معادتت صفحه کیرشهف به همراه معادتت کمکی به شکل زیر حاصل خواهند شد: ماتریس کلی

 (49) 
 که در آن:

 
 (47) 

 

 
(48) 

 

. در این مقاله جنس صفحه را گرافن گیرندمیاپوکسی، گرافن، مس و ... در نظر  ازجملهجنس صفحه را مواد مختلفی 

 :]13[ وصیات زیر است.یک صفحه گرافن تک تیه دارای خصگیریممیدر نظر 

 
 :به صورت زیر نوشت توانمیرا  همچنین رابطه بین

 
(46) 

 

در نظر  . همچنین مقدار نیرو را   ]14[ ضرایب تمه هستند مدول یانگ و  Eکه در آن 

 .گیریممی
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 نتایج و بحث:  .11
نوشته شده و نتایج با استفاده از این برنامه به دست آمده اند.کلیه شرایط  Matlab افرارنر برنامه محاسباتی در 

 ساده در نظر گرفته شده اند. گاهتکیهمرزی نیر به صورت 

نسبت پارامتر طول   وبرای نسبت طول به عرض سینوسی تحت اثر بار  رشهفیمیران خمش نانوصفحه ک ( 1) لجدو

میران  ،که در شکل پیداست با افرایش پارامتر طول نسبت به ضخامت گونهمانه. دهدمیرا نشان  به ضخامت متفاوت

 .شودمی. همچنین با افرایش نسبت ابعاد صفحه میران خمش زیاد شودمیخمش صفحه کم 

نانو صفحات مختلف تحت اثر بار سینوسی برای نسبت طول به عرض  ( به مقایسه میران خمش بدون بعد2جدول )

میران خمش بدون بعد  برای نانو صفحه کیرشهف  مشاهده می شود،که در جدول  گونههمانمتفاوت پرداخته است. 

 بیشترین مقدار و برای نانو صفحه میندلین کمترین مقدار است.

برای نسبت طول به عرض  ایصفحهلف تحت اثر بار یکنواخت ( به مقایسه میران خمش نانو صفحات مخت3جدول )

میران خمش برای نانو صفحه کیرشهف کمترین مقدار و برای نانو  بینیممیکه در جدول  گونههمانمتفاوت پرداخته است. 

 صفحه مرتبه سو  بیشترین مقدار است.

 ، yوxدر جهت  ایصفحه دومحورهنیروی  میران نیروی بحرانی نانوصفحه کیرشهف تحت اثر دهدمی( نشان 4) جدول
اثر پارامتر اندازه در نظر گرفته نشود)تئوری  کههنگامیابد.همچنین ی کاهش می با افرایش نسبت طول به ضخامت صفحه

 .کندمیکلاسیک( مقدار نیروی بحرانی کمترین مقدار است و با افرایش اثر اندازه نیروی بحرانی نیر افرایش پیدا 

 xدر جهت   ایصفحهمیران نیروی بحرانی نانوصفحه کیرشهف تحت اثر نیروی تک محوره  دهدمیان ( نش5جدول)
اثر پارامتر اندازه در نظر گرفته نشود)تئوری  کههنگامیکاهش میابد.همچنین  ،با افرایش نسبت طول به ضخامت صفحه

 .کندمیه نیروی بحرانی نیر افرایش پیدا کلاسیک( مقدار نیروی بحرانی کمترین مقدار است و با افرایش اثر انداز

بدون بعد مودهای   هایفرکانس دهندمی( نشان 4( تا )1) هایشکل

اثر پارامتر اندازه در نظر  کههنگامی( نانو صفحه کیرشهف  مختلف

 . کندمیش پیدا )تئوری کلاسیک( کمترین میران است و با افرایش اثر اندازه، فرکانس نیر افرای گرفته نشود
مودهای مختلف نانو صفحه کیرشهف با افرایش نسبت پارامتر مقیاس طول به  هایفرکانس دهدمی( نشان 9جدول )

 یابد. ضخامت  نانوصفحه افرایش می

مودهای مختلف نانو صفحه کیرشهف با افرایش نسبت طول به ضخامت   هایفرکانس دهدمی(  نشان 5شکل )

 ابد. ینانوصفحه کاهش می

(  را برای نانو صفحات مختلف نشان  (  فرکانس مودهای مختلف 7جدول )

. طبق جداول میران فرکانس برای نانو صفحه میندلین بیشترین مقدار و برای نانو صفحه مرتبه سو  کمترین مقدار دهندمی

 است.

 

نسبت طول به عرض  و نسبت پارامتر میزان خمش نانوصفحه کیرشهف تحت اثر بار سینوسی برای  -1 جدول

 (q=1e-18 N/nm^2  a/h=30,طول به ضخامت متفاوت )

a/b l/h 
0 0.5 1 2 

1 0.01711 0.00855 0.00342 0.00101 
1.5 0.03033 0.01517 0.00607 0.00178 
2 0.03695 0.01848 0.00739 0.00217 
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تلف تحت اثر بار سینوسی برای نسبت طول به مخ هایصفحهمقایسه میزان خمش بدون بعد نانو  .2جدول

 (a/h=30, q=1e-18 N/nm^2, l/h=1عرض  متفاوت )

a/b Kirchhoff 
plate 

Mindlin 
plate 

Third order shear 
deformation plate 

N order shear 
deformation plate (n=5) 

1 0.2 0.072264 0.19912 0.19907 
1.5 0.2 0.072121 0.19927 0.19923 
2 0.2 0.072049 0.19935 0.19931 

 

برای نسبت طول به  ایصفحهمختلف تحت اثر بار یکنواخت  هایصفحهمقایسه میزان خمش نانو  .3جدول

 (a/h=30, q=1e-18 N/nm^2, l/h=1عرض  متفاوت )

a/b Kirchhoff plate Mindlin plate Third order shear 
deformation plate 

N order shear 
deformation plate (n=5) 

1 0.00695 0.776721 2.1483 2.1500 
1.5 0.01297 1.49283 4.1428 4.1417 
2 0.01661 2.0112 5.5868 5.5856 

 

برای نسبت  x و yدر جهت   دومحورهمیزان نیروی بحرانی نانوصفحه کیرشهف تحت اثر نیروی  .4جدول

 ( a/b=1متفاوت ) هپارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به ضخامت صفح

a/h 
l/h 

0 0.5 1 1.5 2 
5 28.4560 56.9121 142.2802 284.560 483.753 
10 7.1140 14.2280 35.5701 71.1401 120.938 
20 1.7785 3.5570 8.8925 17.7850 30.2345 
30 0.7904 1.5809 3.9522 7.9045 13.4376 
40 0.4446 0.8892 2.2231 4.4463 7.5586 
50 0.2846 0.5691 1.4228 2.8456 4.8375 

 

برای نسبت پارامتر  xمیزان نیروی بحرانی نانوصفحه کیرشهف تحت اثر نیروی تک محوره در جهت  .5جدول 

 ( a/b=1 ، m=1 ، n=1متفاوت ) طول به ضخامت و نسبت طول به ضخامت صفحه

a/h 
l/h 

0 0.5 1 1.5 2 
5 56.91209 113.82417 284.56043 569.12087 967.50548 
10 14.22802 28.45604 71.14011 142.28022 241.87637 
20 3.55701 7.11401 17.78503 35.57005 60.46909 
30 1.58089 3.16178 7.90446 15.80891 26.87515 
40 0.88925 1.77850 4.44626 8.89251 15.11727 
50 0.56912 1.13824 2.84560 5.69121 9.67505 
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( برای نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به  بدون بعد مود اول  هایفرکانسمقایسه  .1شکل 

 ( a/b=1,h=0.34متفاوت برای نانو صفحه کیرشهف ) ضخامت صفحه

 
( برای نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به  بدون بعد مود  هایفرکانسمقایسه  .2شکل 

 ( a/b=1,h=0.34متفاوت برای نانو صفحه کیرشهف ) خامت صفحهض
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( برای نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به  بدون بعد مود  هایفرکانسمقایسه  .3شکل

 ( a/b=1,h=0.34متفاوت برای نانو صفحه کیرشهف ) ضخامت صفحه

 

 
( برای نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به  بدون بعد مود  هایفرکانسمقایسه  .4شکل 

 ( a/b=1,h=0.34متفاوت برای نانو صفحه کیرشهف ) ضخامت صفحه

 

متفاوت برای نانو صفحه  به ضخامت صفحه پارامتر طولبرای نسبت   هافرکانسمقایسه  .6جدول

 ( z=a/b=2,wr=a/h=30کیرشهف)

Mode 
l/h 

0 0.5 1 2 
 8.7459 12.3685 19.5563 36.0601 
 13.9886 19.7828 31.2794 57.6764 
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 29.6953 41.9954 66.4006 122.4367 
 34.9237 49.3895 78.0917 143.9940 
 78.3559 110.8119 175.2090 323.0695 

 

 
 متفاوت برای نانو صفحه کیرشهف برای نسبت  طول به ضخامت صفحه هافرکانسمقایسه  .5شکل 

(a/b=0.5 ) 
 , a/b=0.5متفاوت ) صفحات مختلف  برای نسبت طول به ضخامت صفحه هایفرکانسمقایسه  .7جدول 

l/h=1 ) 

Mode 
a/h 

20 30 40 
 Mindlin plate 

 280.4153 128.0217 72.7219 
 436.5378 202.1703 115.4757 
 860.2980 413.9252 240.0504 
 988.5087 481.2484 280.4153 

 Kirchhoff plate 
 175.2090 78.0917 43.9704 
 279.4825 124.7767 70.2985 
 588.5668 264.0744 149.0415 
 690.3772 310.2573 175.2090 

 Third order shear deformation plate 
 174.0385 77.8533 43.8941 
 276.5826 124.1752 70.1049 
 576.6542 261.4753 148.1887 
 674.3836 306.7113 174.0385 
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 :گیرینتیجه  .11

در این مقاله به بررسی خمش و کمانش و ارتعاشات نانو صفحه کیرشهف گرافنی باا اساتفاده از تئاوری کوپال تانش      

 :مشاهده شدکه در جداول و اشکال  گونههمان. پرداخته شد شدهاصلاح

 م

با افرایش پارامتر طول نسبت به ضخامت صفحه کم  سینوسیتحت اثر بار  رشهفییران خمش نانوصفحه ک

تحات اثار باار     عالاوه بار ایان   . شاود می. همچنین با افرایش نسبت ابعاد صفحه میران خمش زیاد شودمی

کمترین مقدار و برای نانو صافحه مرتباه ساو     میران خمش برای نانو صفحه کیرشهف  ایصفحهیکنواخت 

 بیشترین مقدار است. 

 م

با افرایش نسبت  ،yوxدر جهت  ایصفحه دومحورهروی بحرانی نانوصفحه کیرشهف تحت اثر نیروی یران نی

)تئاوری   اثر پارامتر اندازه در نظر گرفته نشود کههنگامیهمچنین  ابد.ی کاهش می طول به ضخامت صفحه

نیار افارایش پیادا     کلاسیک( مقدار نیروی بحرانی کمترین مقدار است و با افرایش اثر اندازه نیروی بحرانی

 .  کندمی

 ف

نانوصافحه   نسبت پارامتر مقیاس طول باه ضاخامت  مودهای مختلف نانو صفحه کیرشهف با افرایش  رکانس

 یابد.افرایش و با افرایش نسبت طول به ضخامت نانوصفحه کاهش می
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