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  چکیده

ي شاملِ معادلۀ دیفرانسیل با  در این مقاله، راهکاري براي بهبود روشِ تبدیلِ دیفرانسیلیِ دو بعدي در حلِ مسائلِ مقدارِ مرزي ـ اولیه

 مشتقات جزئی و شرایط مرزيِ دیریکلۀ همگن، با الهام از روشِ تغییراتیِ ریتز پیشنهاد شده است. براي این منظور، با ضرب کردنِ رابطۀ

بطورِ شوند، مشکلِ عدمِ ارضاء دقیقِ شرایط مرزي  اسیِ روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی در توابعی معلوم که سببِ ارضاء شرایط مرزيِ مسأله میاس

بر  البته بدیهی است با این کار، روابط و قوانینِ حاکم. برد که روشِ تبدیلِ دیفرانسیلیِ دو بعديِ مرسوم از آن رنج می گردد یکامل مرتفع م

کنند که این تغییرات، به شکلِ مبسوط در مقاله  روشِ مرسوم و از جمله، رابطۀ بازگشتیِ متناظر با معادلۀ دیفرانسیلِ مسأله تغییر می

ت و ها، یکی با ضریبِ پخشِ گرماییِ ثاب اند. در ادامه، براي نشان دادنِ کاراییِ روشِ پیشنهادي، دو مسألۀ انتقالِ حرارت در میله تشریح شده

و  دیگري با ضریبِ پخشِ متغیر و وابسته به مختصۀ مکانیِ میله، هم بطورِ دقیق و هم با استفاده از دو راهکارِ تبدیلِ دیفرانسیلیِ مرسوم

آمده، تدس به عدديِ نتایجِ مجموعه خوشبختانه، اند. شده مقایسه یکدیگر با نمودارهایی، و ولاجد قالبِ در حاصل، نتایجِ و شده حل بهبودیافته

 دهندة مؤثر بودنِ روش پیشنهادي و برطرف شدنِ مشکلِ عدمِ ارضاء دقیقِ شرط مرزيِ دیریکلۀ همگن در مسائلِ مقدارِ مرزي است.نشان

ضریبِ پخشِ گرماییِ وابسته به  ؛مسألۀ انتقالِ حرارت ؛شرط مرزيِ دیریکلۀ همگن؛ روشِ تبدیلِ دیفرانسیلیِ دو بعدي :کلمات کلیدي

  .مختصۀ مکانی
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Abstract 
In this article, a new method has been proposed to enhance two-dimensional differential transform method 
(2D-DTM) for solving initial boundary value problems (IBVPs) including partial differential equations 
(PDEs) with homogeneous Dirichlet boundary conditions. The method is inspired by the Ritz method which 
is utilized in variational calculus. To this end, multiplying the basic relation of DTM by specific functions 
which satisfy the boundary conditions, would resolve the weakness of the classical version of 2D-DTM in 
precisely satisfying the boundary conditions. Obviously, implementing this will change the governing 
relations of the classical DTM, such as recursive formula related to differential equation of the problem. It 
should be mentioned that, these changes are comprehensively described in the article. Moreover, to show the 
robustness of the proposed method, two heat transfer problems in the bars are thoroughly solved by classical 
and enhanced DTM and the results are compared with the exact solutions. The thermal diffusivity of the bar 
is considered constant and spatially varied in mentioned problems. The numerical results show the accuracy 

of the proposed method, especially in satisfying the homogeneous Dirichlet boundary conditions of the problem. 
Keywords: Two-Dimensional Differential Transform Method; Homogeneous Dirichlet Boundary Conditions; 
Heat Transfer Problem; Spatially Varied Thermal Diffusivity. 
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   مقدمه - 1

دیفرانسیلِ حاکم بر  از دیرباز تاکنون، براي حلِ انواع معادلات

گوناگونی  هاي تحلیلی و عددي طبیعی، از روش هاي پدیده

هایی که در  استفاده شده است. در این میان، یکی از روش

هاي اخیر، براي حلِ معادلات دیفرانسیل معمولی و  سال

استفاده قرار  جزئیِ حاکم بر مسائل مهندسی، فراوان مورد

) است که DTMگرفته است، روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی (

 اولیۀ قدارم مسائل حلِ براي ،)1986( ژو توسط بار نخستین

شد  پیشنهاد الکتریکی مدارهاي به مربوط خطیِغیر و خطی

که پایه و اساسِ آن،  . در ادامه، روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی]1[

رانسیل، به جاي مجهولِ معادلۀ دیف یافتنِ بسط تیلورِ تابع

دقیق یا عددي و گسستۀ آن است، به  دستیابی به مقدار

 ؛نام گرفت 2D-DTMمسائلِ دوبعدي نیز گسترش یافت و 

 ند گسترشِ قلمروهاي نظري و عملی روشهمچنین، در رو

تبدیلِ دیفرانسیلی، شماري از کارهاي تحقیقاتی به ارائۀ 

مزبور پرداختند که  نهاداتی براي اصلاح و بهبود روشپیش

 مقالۀ پیشِ رو نیز از این دسته است.

در ادامه، شماري از کارهاي پژوهشیِ متأخر پیرامونِ 

ها و سایر جامدات را به شکلی گذرا حرارت در میله نتقالا

تبدیلِ  مرور کرده و پس از آن، به پیشینۀ استفاده از روشِ

ویژه مسألۀ فیزیکی و به دیفرانسیلی در حلِ انواع مسائل

 انتقال حرارت خواهیم پرداخت.

) حل تحلیلی و دقیق 1394غضنفري هلق و طلعتی (

در حالت پایدار براي یک  انشی رامعادلات انتقال حرارت رس

بررسی  مختلف صفحۀ مثلثی قائم الزاویه با شرایط مرزيِ

در روند حل معادلۀ دیفرانسیل این محققان  .]2[ نداهنمود

 ،ویژه تبدیل شوارتز ـ کریستوفلمزبور، از تبدیلات مختلط، به

سنجی پاسخِ حاصل، از نتایج استفاده نموده و براي صحت

 COMSOL Multiphysics 5.0افزار محدود در نرمروش اجزاء 

  اند.بهره جسته

 شده انجام مطالعات مرور بر علاوه) 2015( ترپاك و زکوا

 آن، مختلف حلِ هايشیوه و حرارت انتقال مسألۀ زمینۀ در

 با بعديیک حرارت مسألۀ انتقال ریاضیِ مدلِ شرحِ به

همچنین، ؛ ]3[اند پرداخته کسري و صحیح مرتبۀ مشتقات

 انتقال مسائل حلِ براي موجود تحلیلیِ و عددي هايروش

 محدود، تفاضل روش و شده مرور محققان این توسط حرارت،

 گیريِمشتق براي لتنیکف گرونوالد ـ مفهوم کارگیريبه با

  . است رفته کار به زمانی کسريِ

 نتایج) 2019( همکاران و در ادامه، جواشیمیاك

 یک شیمیاییِ گرمایی ـ واکنش به مربوط آزمایشگاهیِ

از  ها همچنینآن. ]4[اند کرده ارائه را کوره داخل سیلندر

 براي چبیشف هايايچندجمله مبتنی بر محاسباتیِ یک مدل

 آمده دست به دماي استفاده کردند. توزیع دما توزیع تخمینِ

حداکثر  و شده سنجیصحت کنترلی هايگیرياندازه با

لازم . نشد برآورد درصد 5/0 از بیش آمدهدستبه نتایجِ خطاي

 شامل مذکور تحقیقِ در موجود هايبه ذکر است، داده

- المان در دما توزیع بررسیِ که باشندمی کاربردي اطلاعاتی

  .سازندمی ممکن را اياستوانه هاي

حلِ  به) 2019( همکاران و کریمدر همان سال، عبدي

 طولانی هايزمان براي متخلخل مواد در حرارت انتقال مسألۀ

هاي در حالت کلی، آزمایش که جاآن از .]5[اند پرداخته

از طرفی  و بوده گزاف هايمرتبط با این موضوع، داراي هزینه

 نیز زمینه این در موجود سازيِکامپیوتريِ شبیه هايبرنامه

 این دارند، چندان مناسبدقتی نه و بالا محاسباتی هزینۀ

 ارائه STS روش نام به خلاقانه عدديِ روشِ یک محققان،

 هايگام و مناسب دقت با سازيمدل روش، این. اندکرده

 را محاسبات هزینۀ امر، این که سازدمی ممکن را بزرگ زمانیِ

 و تربزرگ ابعاد براي مدل این کاراییِ. دهدمی کاهش

- داده همچنین ؛است شده آزموده نیز غیرخطی پارامترهاي

 مدل به موردي، مطالعۀ یک مربوط به آزمایشگاهیِ هاي

   اثبات را مدل کارایی و دقت که شده اعمال پیشنهادي

  .کندمی

 عدديِ سازيلمد ،)2019( مظاهري و محمديخان

 را آن داخل تابیده نوار نوع دو با لوله، یک در حرارت انتقال

 انتقال ضریبِ فشار، افت مختلف بر عوامل اثر و کرده بررسی

این منظور،  براي .]6[اند کرده را ارزیابی آنتروپی و حرارت

 کار به چندهدفه، سازيِبهینه اساس بر ژنتیک الگوریتم یک

 شار و رینولدز عدد تابیدگی، نسبت بهینۀ مقادیر و رفته

 لوله داخل نوار بازدهیِ بهترین به یابیدست براي حرارتی

  .شدند ارائه

 با حرارت انتقال جدید مدل یک) 2019( جیانگ و یو

 یک در ايلایه دو الیاف براي مرتبۀ کسري زمانیِ مشتقِ

 براي ها نخستآن .]7[اند نموده ارائه گرماییفزون آزمایشِ
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 تفاضل و متغیرها تغییر از روش پیشنهادي، مدل تحلیل

هايداده اساس بر سپس و استفاده کرده ضمنی محدود 

 مرتبۀ تخمین براي کارآمد عدديِ روش یک آزمایشگاهی،

 محققان این همچنین ؛اندداده دست به زمانی مشتق کسريِ

 هايداده وسیلۀ به را خود پیشنهادي مدل کارایی

  .اندنموده اثبات آزمایشگاهی

اي از تحقیقات اخیر پاره مختصر و گذراي پس از مرور

جامدات عمدتاً داراي یک یرامون مسألۀ انتقال حرارت در پ

پیشینۀ پژوهشی در زمینۀ دومین  بعد مکانی، به سراغ مرور

دیفرانسیلی رفته و  رکن تحقیقِ حاضر، یعنی روش تبدیل

و  DTMمهم و جدید مرتبط با  هايشماري از پژوهش

حرارت را مرور  مخصوصاً کاربست آن در حلِ مسألۀ انتقال

  کنیم.می

 تاریخچه بررسیِ به) 2012( برویلیراي ارزشمند، در مقاله

 روش با را آن هايتفاوت و پرداخته DTM روش بنیان و

مرور ضمن او .]8[است  کرده بیان تیلور سري کلاسیک 

کاربرد و مختلف هايشکل زمینه، این در شده انجام مطالعات 

 به اشاراتی همچنین او. است کرده معرفی را روش دو این

و پاده روش روش، مانند این اصلاح جهت شده انجام اقدامات 

 است این بر او تأکید نهایت، در. نموده است گام به گام روش

 تیلور سري کلاسیک روش همان مواردي در DTM روش که

 روش این به مسئله، حل فرآیند سازيِساده براي گاهاً و بوده

 .است شده اعمال

 براي را تبدیل دیفرانسیلی روش) 2016( تودیا و پاتل

 غیرخطیِ معادلات و همرفت ـ پخش خطیِ معادلات حل

 این .]9[اند داده قرار استفاده مورد همرفت ـ اندرکنش

 یا انرژي ذرات، انتقال به مربوط مسائل حل براي معادلات

 فرآیند دو اثر در فیزیکی سیستم یک در هاکمیت سایر

 تعدادي حل به محققان این. روندمی کار به پخش و همرفت

- پرداخته DTM روش کارایی و قابلیت دادن نشان براي مثال،

 روش این محاسبات اندك حجم و سریع همگرایی تا اند

 در. شود مشخص معادلات حل هايروش از بسیاري به نسبت

به و مثال هر حل از پس ها،آن توسط شده انجام مطالعات 

 متغیرة دو تابع سري، صورت به معادلات جواب آمدنِ دست

ارائه شده  نسبتاً دقیق جواب عنوان به مربوطه سريِ با معادل

  است.

 بر را اصلاحی روش یک )،2017( فر و همکاراننوري

 چندگامی جهت دیفرانسیلِ تبدیل شدة شناخته روش اساس

 پیشنهاد دقت آن از طرفی، افزایش و ریاضی عملیات کاهش

 به واندرپول و رایلی رادافینگ،  معادلات هاآن .]10[کردند 

 کرده پیشنهادي حل روش وسیلۀ به عددي، مثال چند عنوان

ها پاسخ دقت ارزیابی براي را )FDMمحدود ( تفاضل روش و

روش  که دهندمی نشان مطالعات این نتایج. گرفتند کار به

 به نسبت و داشته FDM روش با خوبی بسیار ها تطابقآن

این  .است بهتري کارایی داراي ،MsDTM روش شناخته شدة

نیز تحلیل ارتعاشِ آزاد یک تیرِ اولر ـ  2018محققان در سال 

انجام داده و  DTMبرنولی با مقطع غیریکنواخت را به کمک 

آمده از این شیوه با روش اجزاء دستاز طریق مقایسۀ پاسخ به

اند خود تأکید کرده )، بر دقت روش پیشنهاديFEMِمحدود (

]11[.  

براي حل  DTMاز روش  ،)2017پژند و همکاران (رضایی

. ارزیابی ]12[اند ها استفاده نمودهمسألۀ ارتعاشِ آزاد قاب

هاي موجود در روش به کار رفته نیز با مقایسۀ نتایج با داده

تحقیقات قبلی و جواب حاصل از روش اجزاء محدود، صورت 

تی در مطالعا 2018گرفت. این محققان همچنین در سال 

در تحلیل ارتعاشِ آزاد یک قاب با چهار  DTMزمینۀ کاربرد 

. در تحقیق مذکور، ]13[اند عضو موربِ دلخواه انجام داده

براي بررسی درستی جوابِ حاصل از روش پیشنهادي توسط 

  به کار گرفته شد. FEMها، مجدداً روش آن

) براي حل 2018در ادامه، رضایی پژند و همکاران (

اند بهره جسته DTMندرکنشِ سازه ـ سیال از روش مسألۀ ا

ها رفتار دینامیکیِ یک تیرِ اولر ـ . به این منظور، آن]14[

ناپذیر و غیرلزج را توسط برنولی در مجاورت یک سیال تراکم

حل  DTMسازي و به کمک مرزي مدلیک مسألۀ مقدار

سنجی نتایجِ حاصل نیز توسط شیوة اجزاء اند. صحتکرده

  ود صورت گرفته است.محد

هاي اخیر، مطالعاتی پیرامونِ لازم به ذکر است، در سال

 به. اندشده انجام حرارت انتقال مسائل در DTM روش کاربرد

 تحلیل انتقال براي را روش این) 2002( برت نمونه، عنوان

ثابت مشخصات با شکلمثلثی پرة یک در پایدار حالت حرارت 

 یافتن براي را مذکور روش نیز) 2005( کوو .]15[برد  کار به

. ]16[کرد  استفاده فولکنر ـ اسکان مرزيِ لایۀ در دما توزیع

 و DTM از ترکیبی روش یک) 2008( شن و در ادامه، چو
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 با حرارت انتقال غیردائمیِ مسائل حل براي را محدود تفاضل

همچنین ؛]17[ بردند کار به غیرخطی و پیچیده عبارات 

 همین زمینه در) 2008( لو و چو توسط مشابهی مطالعات

 عدديِ روش یک) 2009( شن و لو .]18[است  گرفته صورت

 ترکیب از استفاده با حرارت انتقال حل مسائل براي جایگزین

DTM همچنین، جنگ ؛]19[نمودند  پیشنهاد کنترل حجم و 

 انتقال بعديِ دو مرزيِ مقدار مسائل ،)2010( همکاران و

 قرار مطالعه مورد گسسته مرزي و اولیه شرایط با را حرارت

 براي را DTM روش) 2010( همکاران و رشیدي .]20[دادند 

 در قرارگرفته مایلِ صفحۀ یک در انتقال حرارت مسائل حل

 در همین راستا، رشیدي .]21[نمودند  اعمال متخلخل محیط

 دائمی تحلیل جریان براي را DTM) 2010( پورموهیمانیان و

 مورد حرارت انتقال با همراه چرخنده دیسک یک روي

 که اینجاست ماجرا جالب نکتۀ . البته]22[دادند  قرار استفاده

 تبدیل روش از استفاده به که فوق تحقیقات تمامی تقریباً

 از اند، پرداخته حرارت انتقال مسائل حل براي دیفرانسیلی

 روش عملاً و اند جسته بهره کلاسیک DTM روش همان

 حالی در این. اند بسته به کار تغییري یا اصلاح بدون را مزبور

 DTM تغییراتی، اعمال با داریم قصد رو، پیشِ مقالۀ در که است

  .سازیم توانمندتر و کارآمدتر حرارات انتقال مسألۀ حل براي را

در این مقاله، نخست به معرفی روش تبدیل دیفرانسیلی 

شود. دوبعدي پرداخته میبعدي و کلاسیک در دو حالت یک

تبدیل دیفرانسیلی  سپس، شیوة استخراج رابطۀ بازگشتیِ

کلاسیک براي معادلۀ نمونۀ انتقال حرارت و شیوة اعمال 

شرایط مرزي و اولیه بر آن تشریح شده و با استفاده از 

گاه، با آیند. آنهاي مسأله به دست میمعادلات حاصل، پاسخ

ب نتایج به دست آمده از این چندان مناستوجه به دقت نه

روش، به اصلاح روش مربوطه پرداخته و شیوة پیشنهادي 

طور که در ایم. هماننامیده EDTMکه آن را شود  یم یمعرف

بخش نتایج عددي مشهود خواهد بود، روش پیشنهادي، 

مشکل عدم ارضاء دقیقِ یکی از شروط مرزي را به طور کامل 

مقاله، با ارزیابی نتایج عددي و ارائۀ مرتفع خواهد ساخت. این 

  پذیرد.گیري کلی پایان میچند نتیجه

  

 )CDTM( روش تبدیل دیفرانسیلی کلاسیک - 2

- ــ نیمهعددي روش تبدیل دیفرانسیلی، یک روش نیمه

تحلیلی براي حل انواع معادلات دیفرانسیل معمولی و جزئی 

بر بسط پذیرِ مبتنی اي مشتقاست. این روش، یک چندجمله

لورن را به عنوان تقریبی براي پاسخ معادلۀ تیلور یا مک

دیفرانسیل در نظر گرفته و معادلۀ دیفرانسیل را با استفاده از 

پذیر، به یک رابطۀ بازگشتی تبدیل قواعدي مشخص و اثبات

کند. این رابطۀ بازگشتی، در واقع، رابطۀ بین ضرایب می

همان تبدیل دیفرانسیلی ايِ پاسخ یا جملات پیاییِ چندجمله

تواند در فرآیندي تکراري، تمامی جملات را پاسخ است که می

به یک یا چندجملۀ مشخص (تعداد این جملات مشخص را 

نماید) وابسته سازد. در مرتبۀ معادلۀ دیفرانسیل تعیین می

پایان، آن چند جملۀ مشخص و مجهول، با اعمال شرایط 

آیند و دست میبه لیهمرزي و در صورت وجود، شرایط او

د. در بخش بعد، نخست با روابط شو مسأله عملاً حل می

بعدي و یک DTMاساسیِ روش تبدیل دیفرانسیلی یا همان 

پذیرِ دوبعدي آشنا شده و برخی از قوانین اثبات DTMسپس 

دوبعدي که در اینجا به خاطر رعایت اختصار،  DTMمرتبط با 

 کنیم.ارائه می ایم راها پرهیختهاز اثبات آن

 
  بعدي  تبدیل دیفرانسیل یک  -1- 2

شابه سایر تبدیلات خطی در عالم ریاضیات، تبدیل 

دیفرانسیلی، هم متغیر مستقل و هم متغیر وابستۀ مرتبط با 

را به متغیرهاي دیگري  (�)�متغیره مانند یک تابعِ یک

  کند:تبدیل می

)1( u(x)= �
1

k!

d�u(x)

dx�
�
����

(x − x�)
�

�

�� �

 

به متغیر  �)، متغیر مستقل و حقیقیِ 1بر اساس رابطۀ (

، به �و متغیر وابسته و حقیقیِ  �مستقل و صحیح و مثبت 

  شود:تبدیل می �متغیر وابسته و حقیقیِ 

)2( DT [u(x)]= U(k)	

ضریب پشت  (�)�جالب است بدانیم که در حالت کلی، 

�)جملۀ  − � �)
است و به کمک  (�)�در سري تیلورِ تابعِ  �

  آید:به دست می) 3(رابطۀ 

)3( �(�) =
1

�!

���(�)

���
�
�� ��

 

  

 تبدیل دیفرانسیل دو بعدي  - 2- 2

دو متغیره بوده و دو متغیر  �که تابع حقیقیِ در صورتی

نشان داده شوند، تبدیل  �و  �مستقل آن، به ترتیب با 



 

 

  

  213 | یثان یموحدزاده و آفتاب 

 

 4/ شماره 9/ دوره 1398ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

دیفرانسیلی دو بعديِ آن نیز دو متغیر مستقل خواهد داشت 

  شوند:نمایان می ℎو  �که به ترتیب، با 

)4( �(�,ℎ)=
1

�!ℎ!

��� ��(�,�)

������
�
����,�� ��

 

,�)�در نتیجه سري تیلورِ  رابطه  توان به صورترا می (�

  بازنویسی کرد: )5(

�(�,�)= � � �(�,ℎ)(� − ��)
�

�

���

�

���

(� − ��)
�  

)5(   

جا که در عمل، امکان محاسبۀ بیشمار جملۀ سري از آن

) با تعداد محدودي جمله مورد 5تیلور وجود ندارد، رابطۀ (

  گیرد.  استفاده قرار می

قابل  1در جدول  2D-DTMپذیرِ برخی از خواص اثبات

مشاهده است. از این پس، روش دیفرانسیلیِ مرسوم یا 

  نامیم.می CDTMکلاسیک را 

  

برخی از عملیات ریاضی روش تبدیل دیفرانسیلی  - 1 جدول

 ]CDTM (]23دوبعدي کلاسیک (

 تابع اصلی

  تابع تبدیل

�(�,�)= � (�,�)∓ �(�,�) 

�(�,ℎ) = � (�,ℎ)∓ �(�,ℎ) 

�(�,�) = �� (�,�) 

�(�,ℎ)= �� (�,ℎ) 

�(�,�) =
�� (�,�)

��
 

�(�,ℎ) = (� + 1)� (� + 1,ℎ) 

�(�,�) =
�� (�,�)

��
 

�(�,ℎ) = (ℎ + 1)� (�,ℎ + 1) 

�(�,�)=
��� �� (�,�)

������
 

�(�,ℎ) = [(� + 1)(� + 2)… (� + �)(ℎ + 1)(ℎ + 2)… (ℎ
+ �)� (� + �,ℎ + �) 

�(�,�)= � (�,�)�(�,�) 

�(�,ℎ) = � � � (�,ℎ − �)

�

�� �

�

�� �

�(� − �,�) 

  

 CDTMرابطۀ بازگشتی در  -3- 2

طور که پیش از این نیز بیان شد، با اعمال تبدیل همان

دیفرانسیلی بر معادلۀ دیفرانسیل که به معناي استفاده از 

ها به بعضی از آن 1چه در جدول (مشابه آن DTMقوانین 

 اشاره شد) براي یافتن تبدیل دیفرانسیلیِ یکایک جملات

ه اي به نام رابطۀ بازگشتی بمعادلۀ دیفرانسیل است، رابطه

آید. در ادامه، براي آشنایی بیشتر با رابطۀ بازگشتی، دست می

نخست معادلۀ دیفرانسیل جزئیِ مربوط به اولین مسألۀ نمونۀ 

مورد بحث در این مقاله و سپس رابطۀ بازگشتیِ مرتبط با آن 

استخراج شده  1که با استفاده از جدول کنیم 	یرا درج م

 است.

)6( ���(�,�)

���
=
1

�

��(�,�)

��
 

تابع دو  �در این معادلۀ دیفرانسیلِ با مشتقات جزئی، 

متغیر مستقلِ  �متغیر مستقلِ مکانی،  �متغیرة حرارت، 

ضریب پخشِ گرمایی است. با اعمال تبدیل  �زمانی و 

بستن قاعدة مندرج کار) و به6دیفرانسیلی بر طرفین رابطۀ (

، رابطۀ بازگشتیِ حاکم 1در سطرهاي چهارم و پنجمِ جدول 

,�)�بر تبدیل دیفرانسیلیِ   به صورت (ℎ,�)�یا همان  (�

  آید: در می )7رابطه (

(� + 2)(� + 1)�(� + 2,ℎ) 

)7(  						=
1

�
(ℎ + 1)�(�,ℎ + 1) 

باید افزود، از این پس مجهول مسأله، به جاي تابعِ 

�(�, ترین )، یکی از مهم7است که رابطۀ ( (ℎ,�)�تابعِ  (�

)، 7روابط حاکم بر آن است. البته ناگفته پیداست که رابطۀ (

هاي لازم را به دست دهد (ℎ,�)�تواند به تنهایی تمامیِ نمی

و ناگزیریم، از شرایط مرزي و اولیۀ مسأله نیز براي یافتنِ 

�(�, ℎ)مرزي و اولیه  ها استفاده کنیم. شیوة اعمال شرایط

)، در ادامه، CDTMدر روش تبدیل دیفرانسیلیِ مرسوم (

 شود.تشریح می

  

  اعمال شرایط مرزي و اولیه - 4- 2

طور که تبدیل دیفرانسیلی در روش تبدیل دیفرانسیلی، همان

بایست بر شود، میمعادلۀ دیفرانسیل اعمال می بر طرفینِ

شرایط مرزي و اولیۀ مسأله نیز اعمال گردد. با این  طرفینِ

بر پا شده و عملاً امکان  (ℎ,�)� کار، این معادله نیز بر حسبِ

تابع مجهول یا همان  دستیابی به تبدیل دیفرانسیلیِ

�(�, ℎ)د. در ادامه، مشابه بخش قبل، براي شوها فراهم می

ه، این تشریح بیشتر و بهتر شیوة اعمال شرایط مرزي و اولی

کار را براي نخستین مسألۀ مورد بحث در مقاله که داراي دو 



  

 

  

  هاحرارت در میلهاصلاح روش تبدیل دیفرانسیلی دو بعدي براي حل مسائل دیریکلۀ همگن؛ مسألۀ نمونه: انتقال   |214

  

 4/ شماره 9/ دوره 1398ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

دیریکلۀ همگن، مطابق دو رابطۀ زیر است، انجام  شرط مرزيِ

  دهیم:می

)8( �(0,�)= 0							 
 

)9( �(�,�)= 0						 

طول میلۀ مورد نظر است. با قرار دادن  �)، 9در رابطۀ (

  ) داریم:5دو رابطۀ فوق در رابطۀ (

�(0,�)= 0	→ �(0,0)+ 	�(0,1)� + �(0,2)��  

)10(  + . . . = 0 

ها صفر �ها و به ازاي همۀ عبارت فوق باید در همۀ زمان

  تک جملاتش صفر گردد:باشد؛ بنابراین باید تک

�(0,0)= 	�(0,1)= �(0,2)= ⋯ = �(0,ℎ) = 0 

)11(   

ها (ℎ,�)�شود، شماري از طور که مشاهده میهمان

توان با استفاده از رابطۀ میشوند. در ادامه، صفر می برابرِ

,�)�)، شماري دیگر از 7( بازگشتیِ ℎ)ِبه  ها که به مقادیر

 اند را نیز یافت:) مربوط11دست آمده در رابطۀ (

 
		� = 0:			�(�,ℎ + 1) = 0 → �(� + 2,ℎ)= 0 

)12(	→ �(2,ℎ)= 0																																																								  

			� = 2:			12�(4,ℎ) =
1

�
(ℎ + 1 )�(2,ℎ + 1) = 0  

)13(		→ 		�(4, ℎ) = 0																																																					  

		� = 4:→ 30�(6,ℎ) =
1

�
(ℎ + 1)� (4,ℎ + 1) = 0  

)14(	→ 		�(6,ℎ)= 0																																																				 

  بنابراین:

)15( 	�(2�,ℎ)= 0				 

استفاده از معادلۀ  همچنین با اعمال شرط مرزي دوم و

  ) داریم:5(

 [�(1,0)� + �(3,0)�� + �(5,0)�� + ⋯] 

 + [�(1,1)� + �(3,1)�� + �(5,1)�� + ⋯]� 

  + [�(1,2)� + �(3,2)�� + �(5,2)�� + ⋯]��  

)16(  + ⋯ = 0 

ها، دوم در همۀ زمان بنابراین براي ارضاء شرط مرزيِ

  بایست کلیۀ جملات داخل براکت برابر صفر باشند. یعنی:می

 [�(1,0)� + �(3,0)�� + �(5,0)�� + ⋯]= 0 
 [�(1,1)� + �(3,1)�� + �(5,1)�� + ⋯]= 0 

[�(1,2)� + �(3,2)�� + �(5,2)�� + ⋯]= ⋯ = 0 

)17(   

رویم. اگر تابع در ادامه به سراغ تنها شرط اولیۀ مسأله می

�دما در لحظۀ  معلومِ = یا همان شرط اولیۀ مسأله را با  0

  نمایش دهیم، داریم:  (�)�

)18( �(�,0) = �(�) 

کلی، دو راهکار براي اعمال معادلۀ فوق وجود در حالت 

است و دیگري  (�)� دارد که یکی استفاده از بسط تیلورِ

طرفین معادلۀ فوق است که  دارِهاي وزنبرابر ساختن انتگرال

. اساس این ]14[شود جا، از راهکار دوم استفاده میدر این

  است: )19( روش، رابطۀ

� ��
�

�

�(�,0)�� = � ��
�

�

�(�)��								 

)19(  � = 0,1,2,…  

�با قرار دادن  = ,�)�)، عملا5ًدر رابطۀ ( 0 به دست   (0

  آید. لذا:می

� ��
�

�

(�(1,0)� + �(3,0)�� + �(5,0)�� + ⋯ )��  

)20( = � ��
�

�

�(�)��  

توان به فرم بسته رابطۀ فوق را می انتگرال سمت چپِ

 محاسبه کرد:

�(1,0)
��� �

� + 2
+ �(3,0)

����

� + 4
+ �(5,0)

��� �

� + 6
+ ⋯ 

)21( = � ��
�

�

�(�)��  

        بدین ترتیب، شروط اولیه و مرزي نیز توانستند 

را تأمین کنند. در بخش بعد،  (ℎ,�)�روابط دیگر حاکم بر 

   یابی به پاسخ آشنا با شیوة حل مجموعۀ معادلات و دست

  شویم.می

  

  تشکیل ماتریس و حل مسأله -5- 2

با اعمال تبدیل  (ℎ,�)�تمام معادلات حاکم بر  پس از برپاییِ

دیفرانسیلی دوبعدي بر معادلۀ دیفرانسیل حاکم و شرایط 

ها را در قالب مرزي و اولیۀ مرتبط با آن، کافی است تمامی آن

حاصل،  یک ماتریس گنجانده و با حل دستگاه خطیِ

�(�, ℎ) ها را به دست آوریم. در این شیوه، تمامی�(�,ℎ) ها

آیند. در جا و در گام پایانی حل به دست میرت یکبه صو

 واقع، هر یک از شرایط مرزي یا اولیه یا رابطۀ بازگشتیِ

مستخرج از معادلۀ دیفرانسیل، به صورت یک معادلۀ خطی، 



 

 

  

  215 | یثان یموحدزاده و آفتاب 

 

 4/ شماره 9/ دوره 1398ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

نشینند و در پایان، با حل آن دستگاه، در یک دستگاه می

  آیند:ها به دست می(ℎ,�)� مجهولات مسأله یا همان

)22( [�]{�} = {�}  

 {�}ماتریس ضرایب، بردار  [�]در رابطۀ فوق، 

 بردار معلومِ {�}و ها (ℎ,�)�دربرگیرندة مجهولات یا همان 

  طرف راست هستند.

ها به (ℎ,�)�) تمامی 22بدیهی است، با حل دستگاه (

) 5ها در رابطۀ (گذاري آنآیند. در ادامه با جايدست می

,�)�عملاً تابع  نتیجۀ  1گیرد. نمودار در دسترس قرار می  (�

) را در CDTMحاصل از روش تبدیل دیفرانسیلی مرسوم (

که با استفاده از روش دهد 	یم یشنماکنار پاسخ دقیق مسأله 

. لازم به به دست آمده است ]24[معرفی شده و در مرجع 

��یابی به این پاسخ ذکر است، براي دست

��
 5-10×7/1 � = ،

� 2/1� (�)�و تابع دماي اولیه   = = 80� �(� − در  (�

  نظر گرفته شده است.

  

  
�s2توزیع دما در طول میله در زمان  - 1 شکل به دو روش  =

� 5در سري پاسخ  �(حداکثر توان  CDTMدقیق و  =(  

 

چند پاسخ مشهود است، هر 1شکل طور که در همان

هایی از طول مورد نظر، در بخش، در لحظۀ CDTMحاصل از 

و  �منحنی تطابق مناسبی با پاسخ دقیق دارد، اما با افزایش 

�رفتن از سمت چپ میله ( =   ) به سمت راست آن 0

)� = یابد و این افزایش افزایش می CDTM) خطاي روش �

سمت راست میله و دقیقاً در محل اعمال  الیهخطا، در منتهی

رسد. ) به بیشترین مقدار خود می9شرط مرزي دوم (رابطۀ 

آید که روش تبدیل به بیان دیگر، از ظواهر امر چنین برمی

دیفرانسیلی مرسوم، توان ارضاء شرط مرزي سمت راست در 

� = را به خوبی دارا نیست. جالب است که این امر، در  �

�مورد شرط مرزي سمت چپ در  = صادق نبوده و شرط  0

شود. البته با اندکی ت برآورده میمزبور کاملاً دقیق و درس

) که به ترتیب به شروط مرزي 17) و (15تأمل در روابط (

توان دلیل این تفاوت را درك کرد. چپ و راست مربوطند، می

   ها را صفر (ℎ,�)�طور صریح، شماري از )، به15رابطۀ (

اي بین )، رابطه17سازد و این در حالی است که رابطۀ (می

�(�,ℎ) برقرار میهاسازد که دقت آن تابع تعداد جملات 

انتخابی است. نکتۀ جالب ماجرا اینجاست که حتی با افزایش 

)، هر چند مشکل عدم ارضاء 2شکل تعداد جملات انتخابی (

طور گردد، اما بهرنگ میشرط مرزي راست، تا حدودي کم

 تر شود. کامل مرتفع نخواهد شد و چه بسا پررنگ

  

  
�s2توزیع دما در طول میله در زمان  -2شکل  به دو روش  =

� 11در سري پاسخ  �(حداکثر توان  CDTMدقیق و  =(  

 

رسد که جد و جهد پژوهشی بنابراین، چنین به نظر می

شرط مرزي در روش  ساختن مشکل اعمالِبرطرفبراي 

این حفرة  تبدیل دیفرانسیلی دوبعدي، با هدف پر کردنِ

تحقیقاتی، امري در خور توجه و مطالعه باشد. در بخش بعد، 

که توان شویم 	یآشنا منویسندگان مقاله  با روش پیشنهاديِ

طور . همانط مرزي مسأله را داراستاعمال دقیق هر دو شر

که در بخش آتی خواهیم دید، روش پیشنهادي که ملهم از 

، روش ]25[است  تغییرات روش ریتز در حل مسائل حسابِ

    ویژه رابطۀ بازگشتی را تبدیل دیفرانسیلی و ارکان آن، به

کند که شرایط اي تغییر داده و در واقع اصلاح میگونهبه

طور کاملاً دقیق ارضاء مرزي و دیریکلۀ همگن مسأله، به

  شوند.

  

 )EDTMروش تبدیل دیفرانسیلی اصلاح شده ( - 3

بدان اشاره شد، راهکاري که طور که در بخش پیش نیز همان

 روش تبدیل دیفرانسیلی کلاسیک براي اصلاح ناتوانیِ
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مخالف صفر  �دوبعدي، در ارضاء شرط مرزي در نقاطی با 

ریتز و بر اساس  پیشنهاد خواهد شد، با الهام از روش تغییراتیِ

سازي شده است. رابطه ]25[روایتی از روش مزبور در مرجع 

انتخاب توابعی که توانایی ارضاء شرایط جا، ریتز با در آن

 سادگی و با ضربمرزي دیریکلۀ همگن را دارند و معمولاً به

کردن معادلات هندسی مرزها در یکدیگر، قابل استخراج 

هستند، مشکل ارضاء شرایط مرزي را در همان آغاز حل کرده 

و سپس، مابقی توان خود را صرف ارضاء معادلۀ دیفرانسیل 

نماید. در بر مسأله، البته با رویکردي تغییراتی می حاکم جزئیِ

کردن تابعی معلوم که قابلیت جا نیز برآنیم تا با ضرباین

دیریکلۀ همگن را دارد، در رابطۀ کلاسیک  ارضاء شرایط مرزيِ

) کاري کنیم که 5روش تبدیل دیفرانسیلی، یعنی رابطۀ (

�(�, مرزي را ارضاء  طور خودکار شرایطاز همان آغاز و به  (�

کند. البته ناگفته پیداست که این کار، سبب تغییر روابط 

هایی از آن در ، قوانین مرتبط با آن (که نمونهDTMاساسی 

    درج شد) و در نتیجه، رابطۀ بازگشتی مسأله  1جدول 

الذکر قابل اما خوشبختانه، تمامی تغییرات فوق ؛گرددمی

بخش بعدي مقاله،  اند کهرصدکردن و تشریح و تنقیح

  معطوف به همین امر است.

کنندة ، تابع ارضاء(�)�در حالت کلی، اگر تابع معلوم 

پیشنهادي براي اصلاح  شرایط مرزي باشد، رابطۀ اساسیِ

  د:شوروش تبدیل دیفرانسیلی به صورت زیر بیان می

�(�,�)= � � �(�)�(�,ℎ)(� − ��)
�

�

�� �

�

�� �

(� − ��)
�  

)23(  

) و 8عنوان نمونه، شرایط مرزي مندرج در دو رابطۀ (به 

اند، به کمک تابع ) که هر دو، شرایط مرزي دیریکلۀ همگن9(

  شوند:ارضا می) 24(

)24( �(�) = �(� − �) 

�که در  �تابع فوق، با ضرب کردن تابع  = (مرز سمت  0

�)چپ) برابر صفر است، در  − �که در  (� = (مرز سمت  �

بنابراین تابع  ؛صفر است، ساخته شده است راست) برابرِ

�) هم در 24مندرج در رابطۀ ( = �و هم در   0 = برابر  �

)، نخستین 23) در (24صفر خواهد بود. با جایگذاري رابطۀ (

اصلاح شده  رابطۀ پیشنهادي براي روش تبدیل دیفرانسیلیِ

) 5رابطه (شود، به صورت نامیده می EDTMکه از این پس 

  شود:معرفی می

�(�,�) = � � �(� − �)�(�,ℎ)(� − ��)
�

�

�� �

�

���

 

)25( 																														(� − ��)
�  

طور که پیش از این نیز بدان اشاره شد، تغییر همان

روش تبدیل دیفرانسیلی، سبب  اعمال شده در رابطۀ اساسیِ

د. شو تغییر در قوانین و روابط شناخته شدة مرتبط با آن می

ارائه و اثبات  EDTM بعد، شماري از قوانین جدیددر بخش 

  شوند.می

  

 EDTMاي از قوانین جدید پاره - 3-1

در این بخش، به معرفی و اثبات برخی خواص و عملیات 

پیشنهادي خواهیم پرداخت. براي این  روش اصلاحیِ ریاضیِ

��) و قراردادن 25منظور، با توجه به معادلۀ ( = ��و 0 = 0   

,�)�در آن، تابع    شود:به صورت زیر بسط داده می (�

�(�,�) = �(0,0)(�� − ��)+ �(1,0)(�� − ���) 

			+ �(2,0)(�� − ���)+ �(3,0)(�� − ���)+ ⋯ 

			+ �(0,1)(�� − ��)� + �(1,1)(�� − ���)� + ⋯ 

			+ ��(� − 2,ℎ)− �	�(� − 1,ℎ)����� + ⋯ 

)26(  

نیز بیان شد، تبدیل  2- 2طور که در بخش همان

  . لذا:����دیفرانسیلی چیزي نیست جز ضریب 

���[�(�,�)]= �(� − 2,ℎ)− �	�(� − 1,ℎ) 

)27(   

همچنین، براي استخراج تبدیل دیفرانسیلی اصلاح شدة 

,�)� اول تابعِ مشتق مکانیِ   کنیم:به طریق زیر عمل می (�

��(�,�)

��
= �(0,0)(2� − �) 

+ �(1,0)(3�� − 2��) 

+ �(2,0)(4�� − 3���)+ �(3,0)(5�� − 4���) 

+ ⋯+ �(0,1)(2� − �)� + �(1,1)(3�� − 2��)� 

+ ⋯+ (� + 1)��(� − 1,ℎ)− �	�(�,ℎ)��� ��  

)28( + ⋯ 

  بنابراین:

���[
��(�,�)

��
]= (� + 1)[�(� − 1,ℎ)− �	�(�,ℎ)] 

)29(   
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  طور مشابه، براي مشتق دوم داریم: و به

���(�,�)

���
= 2�(0,0)+ �(1,0)(6� − 2�) 

		+ �(1,0)(3�� − 2��)+ �(2,0)(12�� − 6��) 

		+ �(3,0)(20�� − 12���)+ ⋯ 

		+ �(0,1)2� + �(1,1)(6� − 2�)� + ⋯ 

		+ (� + 2)(� + 1)[�(�,ℎ)− �	�(� + 1,ℎ)]����  

)30( 		+ ⋯ 

  بنابراین:

���[
���(�,�)

���
]= (� + 2)(� + 1)[�(�,ℎ) 

)31(  																																																		− �	�(� + 1,ℎ)] 

توان تبدیل دیفرانسیلی اصلاح شدة به طور مشابه، می

,�)� مشتق زمانیِ   را نیز محاسبه کرد: (�

��(�,�)

��
= �(0,1)(x� − ��)+ �(1,1)(x� − ���) 

+ ⋯+ 2�(0,2)(x� − ��)� 

+ 2�(1,2)(�� − ���)� + ⋯ 

+ (ℎ + 1)[�(� − 2,ℎ + 1) 

)32( − �	�(� − 1,ℎ + 1)]�� �� + ⋯ 

  در نتیجه:

���[
��(�,�)

��
]= (ℎ + 1)[�(� − 2,ℎ + 1) 

)33(  																																								− �	�(� − 1,ℎ + 1)] 

به  EDTMدر صورت اعمال قوانین استخراج شده براي 

)، رابطۀ بازگشتی، در این حالت، به صورت زیر در 6معادلۀ (

  آید:می

(� + 2)(� + 1)[U(�,ℎ)− �U(� + 1,ℎ)] 

																					=
1

�
(ℎ + 1)[U(� − 2,ℎ + 1) 

)34(  																					− ��(� − 1,ℎ + 1)] 

واضح است که براي حل مسأله در این حالت، به کاربردن 

) همراه با شرایط اولیه، بدون نیاز به اعمال شرایط 34رابطۀ (

)، شرایط 25که با توجه به رابطۀ ( مرزي، کافی است، چرا

بنابراین، این  ؛شوندمرزي در این روش خود به خود ارضاء می

تري تر و کوتاه، داراي محاسبات سادهCDTMروش نسبت به 

  . است

نتایج حاصل از اعمال روش اصلاحی را در  3 شکل

  دهد. مقایسه با پاسخ دقیق مسأله نشان می

  

  
�s2توزیع دما در طول میله در زمان  - 3 شکل به دو روش  =

(�)�( EDTMدقیق و  =�(� − در سري  �و حداکثر توان  (�

�5 پاسخ =(  

  

مشهود است، با به کار بردن  3طور که در نمودار همان

 EDTMهاي روش اصلاحی، شرایط مرزي ارضاء شده و جواب

 ؛با پاسخ دقیق دارند CDTMتري نسبت به تطابق بیش

بنابران روش پیشنهادي در این تحقیق تا حد زیادي به بهبود 

  کند.ها کمک میپاسخ

  

  هاي دیگر اصلاحیگزینه - 2- 3

)، تنها تابع 24بدیهی است، تابع معرفی شده در رابطۀ (

اي به طول دیریکلۀ همگن در میله کنندة شرایط مرزيِارضاء

نیست. در این بخش، گزینۀ دیگري براي اصلاح رابطۀ  �

روش تبدیل دیفرانسیلی پیشنهاد شده و قوانین  اساسیِ

  شود.مرتبط با آن استخراج می

توان از تابع می ،)23در معادلۀ ( (�)�به جاي تابع 

���(
��

�
� بودن آن در که صفر استفاده کرد یزن ( = و 0

� = تیب، تابع زیر قادر به ارضاء هر بدیهی است. بدین تر �

  مرزي مسأله خواهد  بود: طدو شر

�(�,�)= � � Sin(
��

�
)�(�,ℎ)(� − ��)

�

�

�� �

�

���

 

)35(  																																(� − ��)
�  
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توان قواعد حاکم بر این روش ، می1-3همانند بخش 

��) حول 35اصلاحی را نیز از طریق بسط سري ( =  و 0

�� = ، رابطۀ بازگشتی را به به دست آورد و از طریق آن ،0

  استخراج کرد:) 36رابطه (صورت 

)36( �
��

�
�
�

�(�,ℎ)= −
1

�
(ℎ + 1)�(�,ℎ + 1) 

جا نیز براي نشان دادن اثر این تابع اصلاحی بر در این

  ترسیم شده است: 4 شکل، EDTMحاصل از  نتایج

  

  
�s2توزیع دما در طول میله در زمان  -4 شکل به دو روش  =

(�)�( EDTMدقیق و  = ���(
��

�
در سري  �و حداکثر توان  (

�5 پاسخ =(  

  

شود، اعمال گزینۀ اصلاحی دوم طور که مشاهده میهمان

نیز به ارضاء دقیق شرایط مرزي منجر شده و نمودار حاصل، 

 تطابق بسیار خوبی با پاسخ دقیق دارد.

  

  مسألۀ دوم -3- 3

یا همان ضریب  �از تحلیل نخستین مسأله که در آن  پس

    گرمایی در میله ثابت بود، به سراغ دومین مسألۀ  پخشِ

   به یا  �وابسته  �رویم که داراي مورد بحث در مقاله می

       در مسألۀ دوم  �همان بعد مکانی در میله است. ضریب 

  به صورت متغیر در طول میله و به صورت تابع 

�(�) = ��(1 +
�

�
 ��شود که مقدار در نظر گرفته می (

    7/1×10-5همان مقدار یکنواخت در مسألۀ قبلی و برابر 

  .است

) 37( رابطه ) به شکل6در این حالت، معادلۀ دیفرانسیل (

  شود:بازنویسی می

)37( 
�

��
��(�)

��(�,�)

��
� =

��(�,�)

��
 

           عنوان شرایط مرزي) به 9) و (8مجدداً معادلات (

        ) به عنوان شرط اولیۀ این مسأله لحاظ 18و معادلۀ (

  د.شومی

حل دقیق این مسأله، با توجه به شرایط مرزي و اولیۀ 

آید متغیرها به دست می آن، با استفاده از روش جداسازيِ

) بر اساس شیوة 37. براي این منظور، پاسخ معادلۀ (]24[

در نظر گرفته ) 38رابطه (متغیرها به صورت  تفکیک       

  شود:می

)38( �(�,�)= �(�)�(�) 

- ) و اندکی ساده37با قرار دادن تابع فوق در معادلۀ (

  سازي ریاضی، خواهیم داشت:

)39( 	
��" + �′�

�
=
�′

�
= − �� 

پارامتر جداسازي و عددي ثابت است  �در رابطۀ اخیر، 

  دست خواهد آمد.که در ادامه به

 )، دو معادلۀ زیر براي یافتن توابع39ِبا توجه به رابطۀ (

  باید حل شوند: (�)�و  (�)�

)40( 	�� + ��� = 0 

)41( 	��" + �′� + ��� = 0 

  ) عبارت است از:40پاسخ تحلیلی معادلۀ (

)42( � = ���
�� 

به ) 43() مطابق رابطۀ 41همچنین حل تحلیلی معادلۀ (

  آید:میدست 

�(�) = √2	�� �2�−
�(� + �)��

��
��� 

)43(  											+ √2	�� �2�−
�(� + �)��

��
���  

 ��اصلاح شدة نوع اول و  تابع بسلِ ��در رابطۀ فوق، 

 ��، �� اصلاح شدة نوع دوم هستند و ضرایب ثابت تابع بسلِ

  با استفاده از شرایط مرزي و اولیه، در ادامه استخراج  �و 

  شوند.می

) 43)، به معادلۀ (9) و (8در صورت اعمال شرایط مرزي (

  آیند:معادلات همگن زیر به دست می
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√2	�� �2�−
����

��
	��� + √2	�� �2�−

����

��
	��� = 0 

)44(   

√2	�� �2�−
2����

��
	��� + √2	�� �2�−

2����

��
	��� = 0 

)45(   

معادلات  از برابر صفر قراردادن دترمینان ماتریس ضرایبِ

 (�)�دست آمده و متناظر با آن  به �)، مقادیر 45) و (44(

. است) 41ها جواب معادلۀ (آید که مجموع آنبه دست می

نیز با اعمال شرط اولیۀ مسأله به معادلۀ  ��و  ��ضرایب 

) و استفاده از خاصیت تعامدي توابع بسل، به صورت زیر 38(

  شوند:محاسبه می

)46(  �� =
∫ ��(�)�(�)��
�

�

∫ ��(�)��(�)��
�

�

											 

)47(  �� =

�� �2�−
����

��
�

�� �2�−
����

��
�

��											 

) با فرض 37در نهایت، جواب دقیق معادلۀ (

�(�) = ��(1 +
�

�
  آید:به دست می) 48رابطه (به شکل  (

)48( 	�(�,�)= � ��(�)�
���

��

�

�� �

 

 �است.  ��براي هر مقدار  (�)�، مقدار تابع (�)��که در آن، 

دقیق است. در  سري پاسخِ نیز برابر تعداد جملات انتخابیِ

  در نظر گرفته شده است. 4برابر  �تحقیق، مقدار  این

    به معادلۀ  EDTMدر ادامه، به اعمال روش اصلاحی 

    ) پرداخته و جواب حاصل از آن را در این حالت نیز 37(

  یابیم.می

 ) و اعمال قوانین25ِدر صورت استفاده از رابطۀ اصلاحی (

EDTM ) رابطۀ بازگشتی جدید، به صورت زیر 37به معادلۀ ،(

  شود:استخراج می

��[(� + 2)(� + 1)��(� + 1,ℎ) 

− 3(� + 1)�(�,ℎ)−
1

�
(� + 1)(� − 1)�(� − 1,ℎ)] 

= (ℎ + 1)[�(� − 2,ℎ + 1)− ��(� − 1,ℎ + 1)] 

)49(   

) در مقایسه 37براي حل معادلۀ ( EDTMنتایج حاصل از 

  قابل مشاهده است. 5 شکلبا جواب دقیق آن، در 

  

  
�s2توزیع دما در طول میله در زمان  - 5 شکل به دو روش  =

(�)�( EDTMدقیق و  =�(� − در سري  �و حداکثر توان  (�

�5 پاسخ =(  

  

گیري کرد که در مسألۀ دوم توان نتیجهمی 5از نمودار 

تطابق بسیار خوبی با پاسخ دقیق  EDTMنیز، روش اصلاحی 

تري به نتایج تر و جامعطور مفصلدارد. در بخش بعد، به

  عددي خواهیم پرداخت. 

  

 نتایج عددي - 4

هاي کلاسیک و در این بخش، نتایج حاصل از اعمال روش

شود. براي این اصلاح شده بر مسألۀ انتقال حرارت، بررسی می

        ، توزیع درجه حرارت را در 7و  6 هايشکلمنظور، 

هاي مختلف نمایش ثابت)، در زمان �طول میلۀ مسألۀ اول (

 دهند.می

  

  
�s3ثابت در زمان  �توزیع دما در میله با  - 6 شکل به دو  =

�5 در سري پاسخ �(حداکثر توان  CDTMروش دقیق و  =(  
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�s4ثابت در زمان  �توزیع دما در میله با  -7 شکل به دو  =

�5 در سري پاسخ �(حداکثر توان  CDTMروش دقیق و  =(  

  

بعدي نمایش ، تابع دو متغیرة دما را به صورت سه8 شکل

دهند و قبلأ نشان می 8تا  6هاي شکلطور که دهد. همانمی

توانایی لازم در ارضاء شرط  CDTMنیز بدان اشاره شد، 

میله را ندارد و دقیقاً به همین علت است  مرزي سمت راست

در این تحقیق پیشنهاد شده است.  EDTMکه روش اصلاحی 

   شوند.ارائه می EDTMدر ادامه نتایج حاصل از 

، نتایج مورد نظر را براي گزینۀ 12تا  9هاي شکل

(�)�اصلاحیِ نخست ( = �(� −   دهند.می ) به دست(�

(�)��در ادامه، به گزینۀ دیگر اصلاحی  = ���(
��

�
در  �(

EDTM تا  13هاي شکلهاي حاصل را در پردازیم و پاسخمی

  کنیم.ارائه می 16

  

 
  در سري �(حداکثر توان  CDTMهاي مختلف به ثابت در زمان �بعدي توزیع دما در میله با نمایش سه - 8 شکل

�5 پاسخ =(  
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�s1ثابت در زمان  �توزیع دما در میله با  -9 شکل به دو  =

(�)�( EDTMروش دقیق و  =�(� −    �و حداکثر توان  (�

�5 در سري پاسخ =(  

�s3ثابت در زمان  �توزیع دما در میله با  -10 شکل به دو  =

(�)�( EDTMروش دقیق و  =�(� − در  �و حداکثر توان  (�

�5 سري پاسخ =(  

  

  
�s4ثابت در زمان  �توزیع دما در میله با  - 11 شکل (�)�( EDTMبه دو روش دقیق و  = = �(� − در سري  �و حداکثر توان  (�

�5پاسخ  =(  

  

  
(�)�( EDTMهاي مختلف با ثابت در زمان �بعدي توزیع دما در میله با نمایش سه - 12 شکل = �(� − در  �و حداکثر توان  (�

�5 سري پاسخ =(  



  

 

  

  هاحرارت در میلهاصلاح روش تبدیل دیفرانسیلی دو بعدي براي حل مسائل دیریکلۀ همگن؛ مسألۀ نمونه: انتقال   |222

  

 4/ شماره 9/ دوره 1398ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

    
�s1ثابت در زمان  �توزیع دما در میله با  -13 شکل به دو  =

(�)�( EDTMروش دقیق و  = ���(
��

�
و تعداد جملات سري  (

�5 پاسخ =(  

  

�s3ثابت در زمان  �توزیع دما در میله با  - 14 شکل به دو  =

(�)�( EDTMروش دقیق و  = ���(
��

�
در  �و حداکثر توان  (

�5 سري پاسخ =(  

  

  
�s4ثابت در زمان  �توزیع دما در میله با  -15 شکل (�)�( EDTMبه دو روش دقیق و  = = ���(

��

�
در سري  �و حداکثر توان  (

�5 پاسخ =(  

  

  
(�)�( EDTMهاي مختلف با ثابت در زمان �بعدي توزیع دما در میله با نمایش سه -16 شکل = ���(

��

�
در  �و حداکثر توان  (

�5 سري پاسخ =(  
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براي مسألۀ دوم   EDTMدر ادامه، نتایج حاصل از اعمال

در طول میله، متغیر در نظر گرفته شده  �که در آن ضریب 

)�(�) = ��(1 +
�

�
  شوند.)، آورده می(

ناگفته نماند با افزایش زمان، خطاي روش تبدیل 

یابد شده افزایش میدیفرانسیلی در دو حالت مرسوم و اصلاح 

یکی بینی و کنترل است. در حالت کلی، که امري قابل پیش

هاي غلبه بر این مشکل، استفاده از روش حلاز بهترین راه

  .]10[گام است بهگام

    متغیر �، نحوة تغییرات دما در وسط میله با 20 شکل

       و دقیق نشان  EDTMرا بر حسب زمان، به دو روش 

  دهد.می

خوشبختانه، در مسألۀ دوم، تابع زمانیِ توزیع دما نیز با 

  خوبی ارزیابی شد.دقت بسیار 

 گیرينتیجه - 5

هاي مرتبط با این مقاله، پس از مرور گذراي پیشینۀ پژوهش

 روش تبدیل دیفرانسیلی و مسألۀ انتقال حرارت در جامدات

داراي یک بعد مکانی، به اعمال روش تبدیل دیفرانسیلی 

مرسوم یا کلاسیک بر یک مسألۀ معروف انتقال حرارت 

هایی از طول که روش مزبور، در بخشپرداخته و نشان داد 

ویژه در محل اعمال یکی از شرایط مرزي، دقت میله و به

چندان مناسبی نداشته و نیازمند اصلاح است؛ بنابراین در 

ادامه، با الهام گرفتن از روش تغییراتی ریتز و اعمال 

، روابطی پیشنهاد شد که DTMاصلاحاتی بر رابطۀ اساسی 

یراد مزبور را داشته و به افزایش دقت ساختن اتوان برطرف

  شود.می منجر دیفرانسیلی تبدیل روش از حاصل هايپاسخ

  

    
�s1متغیر در زمان  �توزیع دما در میله با  -17 شکل به دو  =

(�)�( EDTMروش دقیق و  = �(� − در  �و حداکثر توان  (�

�5 سري پاسخ =(  

�s3متغیر در زمان  �توزیع دما در میله با  -18 شکل به دو  =

(�)�( EDTMروش دقیق و  =�(� − در  �و حداکثر توان  (�

�5 سري پاسخ =(  

    

    
�s4متغیر در زمان  �توزیع دما در طول میله با  - 19 شکل =  

(�)�( EDTMبه دو روش دقیق و  =�(� −  �و حداکثر توان  (�

�5 در سري پاسخ =(  

متغیر  �توزیع دما بر حسب زمان در وسط میله با  -20 شکل

(�)�( EDTMبه دو روش دقیق و  =�(� −   و حداکثر (�

�5 در سري پاسخ �توان  =(  
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(�)�( EDTMهاي مختلف با متغیر در زمان �بعدي توزیع دما در میله با نمایش سه - 21 شکل =�(� −   و حداکثر (�

�5 در سري پاسخ �توان  =( 

  

 �مقادیر درجه حرارت در نقاط مختلف میله با  - 2 جدول

�	s1ثابت در زمان   EDTMو  CDTMهاي دقیق، به روش =

)�(�) =�(� −    در سري پاسخ �و حداکثر توان  (�

5�  ) و خطاهاي مربوطه=

�

�
 CDTM  EDTM  

روش 

  دقیق

خطاي 

CDTM 
%  

خطاي 

EDTM 
%  

0  0  0  0  0  0 

25/0  26/6  48/6  56/6  57/4 -  22/1 - 

5/0  16  28/17  12/17  54/6-  93/0 

75/0  58/21  44/19  03/19  4/13  15/2 

1  91/6-  0  0  --  0 

در ادامه و پس از تشریح روش اصلاح شده و معادلات اساسی 

ها، یکی با ضریب پخش آن، دو مسألۀ انتقال حرارت در میله

گرماییِ ثابت و دیگري با ضریب پخشِ وابسته به بعد مکانی 

طور دقیق و هم با استفاده از روش پیشنهادي، میله، هم به

ها، در قالب نمودارهایی ارائه حل شده و نتایج حاصل از آن

خوبی آمده، بهدستگردید. خوشبختانه، مجموعۀ نتایج به

ویژه، در حل حکایت از کارایی و دقت روش پیشنهادي، به

  مشکل عدم ارضاء یکی از شرایط مرزي مسأله دارد.

  

 فهرست علائم   -6

  )mطول میله ( �

  )sزمان ( �

  )k( تابع دما �

 �تبدیل دیفرانسیلی تابع  �
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