
 

 

تنش کوپل اصلاح  تئوری با استفاده از کیرشهف مستطیلی نانو صفحه کمانش و ارتعاشات تحلیل

  شده

  
 Email: mjdeskandari@gmail.com، دانشجوی دکتری مهندسی هوافضا دانشگاه فردوسی مشهد، مجید اسکندری شهرکی

 ، استاد مهندسی مکانیک دانشگاه فردوسی مشهدمحمود شریعتی

  ، دانشجوی دکتری مهندسی مکانیک دانشگاه صنعتی مالک اشترمحسن حیدری بنی 

                                                     ، استاد مهندسی مکانیک دانشگاه صنعتی مالک اشترجعفر اسکندری جم
              

 چکیده:

 نانو صفحه و ارتعاشات در اين مقاله سعي بر آن است كه با استفاده از تئوري كوپل تنش اصلاح شده، مشخصه هاي كمانش

تنش اصلاح شده كه تنها داراي يك  مطالعه شود. براي در نظر گرفتن آثار مقیاس كوچك از تئوري كوپل مستطیلي  كیرشهف

بیان گرديد استفاده شده است. در تئوري كوپل تنش اصلاح  2002پارامتر مقیاس طول میباشد و توسط يانگ در سال 

ژي كرنشي تابعي از مولفه هاي تانسور كرنش،تانسور انحناء، تانسور تنش و قسمت متقارن تانسور تنش كوپل  شده،چگالي انر

كار خارجي و معادله كمانش و قرار دادن آنها در معادله اصل جنبشي،  ز به دست آوردن انرژي كرنشي،بعد ا میباشد.

سپس با جايگذاري شرايط مرزي و نیرويي در معادلات  شود. مي  همیلتن،معادلات اصلي و كمكي نانو صفحه به دست آورده

 .پرداخته مي شودبا تكیه گاه ساده در اطراف  hضخامت مستطیلي به  كیرشهفنانو صفحه  و ارتعاشات حاكم به بررسي كمانش

 تحت اثر نیروي دو محوره صفحه اي، رشهفیمیزان نیروي بحراني نانوصفحه كمشاهده گرديد  باشد. روش حل نیز روش ناوير مي

 با افزايش نسبت طول به ضخامت صفحه كاهش میابد.

 

  مستطیلي ، نانو صفحهكیرشهفصفحه روش حل ناوير ، تئوري تنش كوپل اصلاح شده ،  کلمات کلیدی:

 

 مقدمه:

باشد. در اين روش ترين روش آزمايش در مقیاس اتمي و مولكولي ميبراي مطالعه مواد در مقیاس كوچك مطمئن

میكروسكوپ گیرد. در اين روش براي تعیین خواص مكانیكي نانوساختارها از نانوساختار در ابعاد واقعي مورد مطالعه قرار مي

كنند. مشكلات گیري پاسخ استفاده ميبراي اعمال بارهاي مكانیكي مختلف بر روي نانوصفحات و اندازه( AFM)نیروي اتمي

بر بودن روش اساسي در اين روش دشواري كنترل بر شرايط آزمايش در اين مقیاس و نیز هزينه هاي اقتصادي سنگین و نیز زمان

 شود.هاي ساده و كم هزينه ديگر استفاده ميروش تنها براي اعتبارسنجي روشباشد. از اين رو از اين مي

ها با ها و مولكولباشد. در اين روش رفتار اتمسازي اتمي راه حل ديگري در مطالعه ساختارها در مقیاس كوچك ميشبیه 

ل جسم را شامل میشود، مورد بررسي قرار در نظر گرفتن اثر بین مولكولي و بین اتمي بر حركت آنها كه در نهايت تغییر فرم ك

تر از يك يا چند اتم باشد، باشد و يا مقیاس بزرگگیرد. استفاده از اين روش هنگامي كه مسئله داراي تغییر شكل بزرگ ميمي

كوچك  هزينه محاسباتي بسیار زيادي داشته و مقرون به صرفه نیست. بنابراين، از اين روش تنها براي مسائل با تغییر شكل

 شود. استفاده مي

هاي فوق براي مطالعه نانوساختارها،  محققین به دنبال راهكارهاي ساده تر شده در روشهاي مطرحبا توجه به محدوديت



 

 

ساختارهاي در مقیاس كوچك، با استفاده از مكانیك محیط پیوسته راه حل ديگري سازي اند. مدلدر بررسي نانوساختارها بوده

اند از ي وابسته به اندازه متنوعي وجود دارند كه آثار اندازه را در نظر گرفتههاي محیط پیوستهباشد. تئورين مواد ميدر مطالعه اي

جمله: تئوري میكرومورفیك، تئوري میكروساختار، تئوري میكروپولار، تئوري كوسرات، تئوري غیرموضعي، تئوري كوپل تنش 

هاي میداني كلاسیك هستند كه در آنها آثار ي تئوريرنشي كه اينها گسترش يافتهاصلاح شده،تئوري الاستیسیته گراديان ك

 اندازه گنجانده شده است.

 تئوری کوپل تنش اصلاح شده:

 ،  ]3[،مینطدلین و تیرسطتن  ]2[با اصلاح كردن تئوري كوپل تنش كه توسطط تطوپین   2002در سال  ]1[يانگ وهمكارانش

 ارائه شد،يك مدل كوپل تنش اصلاح شطده كطه تنهطا داراي يطك پطارامتر مقیطاس ططول         1694در سال ]5[و میندلین] 4[كويتر
براي تصوير كردن اثر اندازه میباشد را پیشنهاد كردند،در حالیكه تئوري كوپل تنش كلاسیك داراي دو پارامتر مقیاس ططول  1ماده

 ماده است.

 Vدر تئوري كوپل تنش اصلاح شده،چگالي انرژي كرنشي در مختصات قائم سه بعدي براي جسمي كه محدود به حجطم  

 :] 9[میباشد به صورت زير بیان میشود Ωو سطح 
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(             )                (1)  

 كه در آن:   
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 5چرخشي و بردار 4جابه جايي  به ترتیب بردار        و  هستند.3و تانسور كرنش2به ترتیب قسمت متقارن تانسور انحنا     و    
 تعريف شده اند.

  
 

 
        

(4)  

σ
  

   زير تعريف میباشند:هستند كه به صورت  9تنش به ترتیب تانسور تنش و قسمت انحرافي تانسور كوپل    و 

                                                           
1
Material length scale parameter 

2Symmetric part of the curvaturetensor 

3 Strain tensor 

4Displacement vector 

5Rotation vector 

6Deviatoric part of  the couple stress tensor 
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 و     ( میتوان دريافطت كطه  9( و )3پارامتر مقیاس طول ماده میباشد.از معادله )  دلتاي كرونكر و     ثوابت لامه، و  كه در آن

 متقارن هستند.    

 :کیرشهفمدل صفحه 

 به صورت زير تعريف میشوند: كیرشهف جابه جايي براي صفحه معادلات

              
         

  
 

(7)  

              
         

  
 

                     

 و تانسطور  1انحنطا  قسطمت متقطارن تانسطور   .مطي باشطد   zیزان جابه جايي نقطه میاني صفحه درراستاي محور هاي م    كه در آن
 به صورت زير میباشد: كیرشهفو بردار چرخشي براي مدل صفحه  تنش كرنش و
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(13)  

                                                           
1Symmetric part of the curvaturetensor 
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 ي كرنشي به صورت زير بیان میشود:ژ تغییرات انر
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(24)  

 ( نامگذاري كرد و آنها را جداگانه به دست آورد.25مطابق معادله )    تا    از مي توان جهت ساده نويسي ضرايب متغیرها را

   ∫  
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 كه در آن

(26)    
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(28) 
   

   

    
             

                                                                                                                      

 نیروی کمانش:

 كه در آن:           با نیروهاي محورهاي hو ضخامت  bو عرض  aبراي صفحه مستطیلي به طول 

نیروي خارج  q(x,y)و  xyنیروي برشي صفحه :   و yنیروي محوري در راستاي  :   و xنیروي محوري در راستاي  :  

 :]8و7[صفحه اي مي باشد.معادله نیروي كمانش به صورت زير خواهد بود

  
   

   
      

   

    
   

   

   
        

 

(29)  

           

 

 :]9[معادله کارمجازی

 خارجي انجام مي گیرد شامل سه بخش است:كارمجازي كه توسط نیروي 

Ω  انجام مي گیرد كه روي  (force body)كار مجازي كه توسط نیروهاي حجمي -1  (  
 ⁄    ⁄  انجام میگیرد. (

 انجام مي گیرد. Ω در سطوح بالايي و پايیني(surface tractions)كار مجازي كه توسط نیروي برشي صفحه اي -2

  )     و بر روي سطوح جانبي (surfacetraction)كار مجازي كه توسط نیروي برشي صفحه اي -3
 ⁄    ⁄ )  

 محیط میاني ورق مي باشد.   صفحه میاني ورق و Ω انجام مي گیرد. كه

  (        )و  (couple  bodyرا ممان حجمي )(        )و  (forcebodyنیروي حجمي )را    (        )ر  اگ

( Cauchy tractions)       تنش برشي كوشي (        )وعمل مي كنند  Ω باشند كه بروي سطحنیروهايي 

( كارمجازي به صورت زير مي Variationباشند. در اين صورت تغییرات ) (couple Surfaceممان سطح )  (        )و

 باشد:
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(31)  

 
 ار مجازي به صورت :اعمال شده است ك    يتوجه به اينكه در اين تحقیق فقط نیروي خارج با

   ∫ ∫                    
 

 

 

 

 
(31)  

 ژي جنبشي به صورت زير بیان میشود: تغییرات انر مي باشد.
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(32)  

 

 :   ]10[همچنین با استفاده از اصل همیلتن داريمچگالي مي باشد.    كه 

∫ (          )  
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 .كارنیروهاي خارجي مي باشد Wانرژي كرنشي و  Uانرژي جنبشي ،  Tن آ كه در

 :معادله نهایی صفحه با اعمال نیروی کمانش و نیروی خارجی

 :مطابق زير به دست مي آيند اصلي ه( معادل33با به كارگیري اصل هملتین )معادله 
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  :در کلی ترین حالت کیرشهفبه دست آوردن معادلات صفحه 

 زير:با در نظر گرفتن مقادير 

                 (35)  

 

    ∫       
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 به صورت زير به دست خواهد آمد: كیرشهفمعادلات كلي صفحه 
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(37)  

 :روش حل ناویر

روش حل ناوير براي صفحات مستطیلي با شرايط مرزي تكیه گاه ساده در همه لبه ها قابل استفاده است . به خاطر اينكه شرايط 

مرزي خود به خود در اين روش ارضا مي شوند توابع مجهول سطح میاني صفحه به صورت سري هاي دوگانه مثلثاتي به صورت 

 :]11و12[زير بیان مي شوند 

         ∑ ∑                  
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 نیرو نیز از رابطه زير قابل محاسبه مي باشد:

  ∑ ∑                  
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 برای نیروی سینوسی        
    

    
 برای نیروی یکنواخت    

   

  
برای نیروی نقطه در مرکز صفحه 

 

(41)  

 :كه در آن

   
  

 
      

  

 
    √   (42)  

 شرايط مرزي تكیه گاه ساده نیز توسط روش ناوير طبق معادلات ذيل ارضاء مي شوند :

 در   
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 در   
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                ∑∑      
  

 
     

  

 
    

 

 

(44)  

 در کلی ترین حالت: کیرشهفبه دست آوردن ماتریس معادلات صفحه 

 نامگذاري ضرايب متغیرهاي معادلات  به صورت زير خواهیم داشت:پس از حل به كمك روش ناوير و  

(45)    (   
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به همراه معادلات كمكي به شكل زير حاصل خواهند شد: كیرشهفماتريس كلي معادلات صفحه   

 [  ]    [  ]  [   ]   [   ] (46)  

 كه در آن:
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(48)  

 

جنس صطفحه را گطرافن    مقالهجنس صفحه را مواد مختلفي از جمله اپوكسي، گرافن، مس و ... در نظر مي گیرند. در اين 

 :]13[در نظر میگیريم.يك صفحه گرافن تك لايه داراي خصوصیات زير است

                                 
  

  ⁄  

 :را مي توان به صورت زير نوشت و   و  همچنین رابطه بین

  
  

           
        

 

      
 

 

(49)  

    همچنین مقدار نیرو را    .]14[ضرايب لامه هستند   و  مدول يانگ و  Eكه در آن 
 در نظر میگیريم. ⁄  

 :و بحث نتایج

نوشته شده و نتايج با استفاده از اين برنامه به دست آمده اند.كلیه شرايط مرزي  Matlabبرنامه محاسباتي در نرم افزار     

 نیز به صورت تكیه گاه ساده در نظر گرفته شده اند.

             
،بطا   yوx( نشان میدهد میزان نیروي بحراني نانوصفحه كیرشهف تحت اثر نیروي دو محوره صفحه اي  در جهطت  1شكل)

كاهش میابد.همچنین هنگامي كه اثر پارامتر اندازه در نظر گرفته نشطود)تئوري كلاسطیك(    افزايش نسبت طول به ضخامت صفحه

 اثر اندازه نیروي بحراني نیز افزايش پیدا میكند. مقدار نیروي بحراني كمترين مقدار است و با افزايش

 
بطراي   yوx( نشان میدهد میزان نیروي بحراني نانوصفحه كیرشهف تحت اثر نیروي دو محوره صفحه اي در جهت 2شكل)

راي مودهاي متفاوت،با افزايش نسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت نانو صفحه افزايش میابد. همچنین میزان نیروي بحرانطي بط  

 مود اول كمترين مقدار است و براي مودهاي بعدي به ترتیب بیشتر میشود.

میزان نیروي بحراني نانوصفحات مختلف تحت اثر نیروي دو محوره  براي نسبت طول به ضطخامت  ( به مقايسه  1جدول )

متفاوت مي پردازد. همانطور كه میبینیم میزان نیروي بحراني نانوصفحه مرتبه سوم كمترين مقدار و نانو صفحه مینطدلین   صفحه

 بیشترين مقدار است.

محوره  براي نسبت طول به ضخامت  تكمیزان نیروي بحراني نانوصفحات مختلف تحت اثر نیروي ( به مقايسه  2جدول )

نطور كه میبینیم میزان نیروي بحراني نانوصفحه مرتبه سوم كمترين مقدار و نانو صفحه مینطدلین  متفاوت مي پردازد. هما صفحه

 بیشترين مقدار است.

( در میابیم كه نیروي بحراني تك محوره بیشتر از نیروي بحراني دو محوره نطانو صطفحه   2( و جدول )1با مقايسه جدول )

 كیرشهف است.



 

 

( نطانو صطفحه                    فركانسطهاي مطود هطاي مختلطف      (  نشان میدهند9( تا  )3شكل هاي )

يابد. همچنین هنگطامي كطه اثطر پطارامتر انطدازه در نظطر گرفتطه         كیرشهف با افزايش نسبت طول به ضخامت  نانوصفحه كاهش مي

پیطدا میكنطد. همچنطین    نشود)تئوري كلاسیك( میزان  فركانس ، كمترين میزان است و با افزايش اثر اندازه، فركانس نیز افطزايش  

 میزان فركانس براي مود اول كمترين مقدار است و براي مودهاي بعد افزايش پیدا  مي كند.

( نانو صفحه كیرشهف بطا افطزايش                    (  نشان میدهد فركانس مود هاي مختلف 3جدول )

 نسبت ابعاد صفحه كاهش میابد.

(  را براي نانو صطفحات مختلطف نشطان                     فركانس مود هاي مختلف   (5و ) ( 4جداول )

 میزان فركانس نانو صفحه میندلین  بیشترين مقدار است. (l=0)ول به غیر از حالت كلاسیك امیدهند. طبق جد

 

براي نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به    x ,y: میزان نیروي بحراني نانوصفحه كیرشهف تحت اثر نیروي دو محوره در جهت    1شكل 

 ( a/b=1متفاوت ) ضخامت صفحه

 

 



 

 

براي نسبت پارامتر طول به ضخامت    x ,yتحت اثر نیروي دو محوره در جهت    براي مودهاي مختلف : میزان نیروي بحراني نانوصفحه كیرشهف 2شكل 

 ( a/b=1,a/b=1متفاوت ) صفحه

 

 

 

 

 

 

 

 

متفاوت  براي نسبت طول به ضخامت صفحه x و yنانوصفحات مختلف تحت اثر نیروي دو محوره در جهت    : میزان نیروي بحراني كمانش 1جدول 

(a/b=1  ، l/h=1 ) 

a/h 
Kirchhoff 

plate 
Mindlin 
plate 

Third order shear 
deformation plate 

N order shear 
deformation plate 

(n=5) 

5 142.2802 233.7327 130.1058 131.5295 

10 35.5701 86.0362 34.7400 34.8479 

20 8.8925 23.9784 8.8394 8.8465 

30 3.9522 10.8814 3.9417 3.9431 

40 2.2231 6.16595 2.2198 2.2202 

50 1.4228 3.9597 1.4214 1.4216 

 

 

متفاوت  براي نسبت طول به ضخامت صفحه  xنانوصفحات مختلف تحت اثر نیروي تك محوره در جهت     : میزان نیروي بحراني كمانش 2جدول 

(a/b=1  ، l/h=1 ) 

a/h 
Kirchhoff 

plate 
Mindlin 
plate 

Third order shear 
deformation plate 

N order shear 
deformation plate 

(n=5) 

5 284.5604 467.4653 260.2116 263.0590 

10 71.1401 172.0725 69.4801 69.6959 

20 17.7850 47.9569 17.6789 17.6930 

30 7.9045 21.7629 7.8834 7.8862 

40 4.4463 12.3319 4.4396 4.4405 

50 2.8456 7.9194 2.8429 2.8432 

 

 



 

 

 

متفاوت براي نانو صفحه كیرشهف  ( براي نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به ضخامت صفحه     مود   : مقايسه فركانسهاي 3شكل 

(a/b=1 ) 

 

 

 

متفاوت براي نانو صفحه كیرشهف  ( براي نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به ضخامت صفحه     مود   : مقايسه فركانسهاي 4شكل 

(a/b=1)  
 



 

 

 

متفاوت براي نانو صفحه كیرشهف  ( براي نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به ضخامت صفحه     مود   هاي: مقايسه فركانس 5شكل 

(a/b=1 ) 

 

 

 

متفاوت براي نانو صفحه كیرشهف  ( براي نسبت پارامتر طول به ضخامت و نسبت طول به ضخامت صفحه     مود   : مقايسه فركانسهاي 9شكل 

(a/b=1 ) 

 

 

 متفاوت : مقايسه فركانس مودهاي مختلف براي صفحه كیرشهف  براي نسبت پارامتر طول به ضخامت صفحه  3جدول 

 (a/h=30 ) 



 

 

Mode 
l/h 

0 0.5 1 2 

 a/b=1    

    13.9886 19.7828 31.2794 57.6764 

    34.9237 49.3895 78.0917 143.9940 

    34.9237 49.3895 78.0917 143.9940 

    55.8018 78.9157 124.7766 230.0767 

 a/b=1.5    

    10.1054 14.2912 22.5964 41.6657 

    19.4217 27.4664 43.4282 80.0777 

    31.0511 43.9129 69.4324 128.0271 

    40.3420 57.0522 90.2074 166.3343 

 a/b=2    

    8.7459 12.3685 19.5563 36.0601 

    13.9886 19.7828 31.2794 57.6764 

    29.6953 41.9954 66.4006 122.4367 

    34.9237 49.3895 78.0917 143.9940 

 

 

 

 

 

 متفاوت : مقايسه فركانس مودهاي مختلف براي صفحات مختلف  براي نسبت پارامتر طول به ضخامت صفحه  4جدول 

(a/h=30, a/b=2) 

Mode 
l/h 

0 0.5 1 2 

 Third order shear deformation plate 

    8.7284 12.3536 19.5411 36.0389 

    13.9441 19.7447 31.2407 57.6223 

    29.4967 41.8251 66.2277 122.1954 

    34.6497 49.1546 77.8533 143.6613 

 Kirchhoff plate 

    8.7459 12.3685 19.5563 36.0601 

    13.9886 19.7828 31.2794 57.6764 

    29.6953 41.9954 66.4006 122.4367 

    34.9237 49.3895 78.0917 143.9940 



 

 

 Mindlin plate 

    8.7280 17.9862 32.5528 62.6001 

    13.9429 28.7266 051.9052 99.1252 

    29.4914 60.7224 109.1821 204.2795 

    34.6425 71.3140 128.0217 237.9174 

 

 متفاوت : مقايسه فركانس مودهاي مختلف براي صفحات مختلف  براي نسبت طول به ضخامت صفحه  5جدول 

(l/h=1, a/b=1.5) 

Mode 
a/h 

20 30 40 

 Mindlin plate 

    83.8680 37.5829 21.2022 

    159.1488 071.8354 40.6324 

    250.5691 114.0783 64.7336 

    321.6951 147.4292 83.8680 

 Kirchhoff plate 

    50.8001 22.5964 12.7141 

    97.5592 43.4282 24.4419 

    155.8295 69.4324 39.0903 

    202.3037 90.2074 50.8001 

 Third order shear deformation plate 

    50.6984 22.5761 12.7077 

    97.1889 43.3538 24.4182 

    154.8989 69.2435 39.0300 

    200.7540 89.8902 50.6984 

 

 

 

 نتیجه گیری:

 با استفاده از تئوري كوپل تنش اصلاح شده پرداخته شد. كیرشهفنانو صفحه  و ارتعاشات در اين مقاله به بررسي كمانش

میزان نیروي بحراني نانوصفحه كیرشهف تحت اثر نیروي دو محوره صفحه اي  در جهطت  همانگونه كه در جداول و اشكال ديديم 

xوy همچنین هنگامي كه اثر پارامتر اندازه در نظطر گرفتطه نشطود)تئوري     كاهش میابد. ،با افزايش نسبت طول به ضخامت صفحه

بحراني نیز افزايش پیدا میكند. همچنطین میطزان    كلاسیك( مقدار نیروي بحراني كمترين مقدار است و با افزايش اثر اندازه نیروي

نیروي بحراني براي مود اول كمترين مقدار است و براي مودهاي بعدي به ترتیب بیشتر میشود و میزان نیروي بحراني نانوصطفحه  



 

 

        فركانسطهاي مطود هطاي مختلطف      ضطمنا  مرتبه سوم كمترين مقدار و نانو صفحه میندلین بیشترين مقدار است. 

يابد. همچنطین هنگطامي كطه اثطر      ( نانو صفحه كیرشهف با افزايش نسبت طول به ضخامت  نانوصفحه كاهش مي         

پارامتر اندازه در نظر گرفته نشود)تئوري كلاسیك( میزان  فركانس ، كمترين میزان است و بطا افطزايش اثطر انطدازه، فركطانس نیطز       

فركطانس مطود    .د اول كمترين مقدار است و براي مودهاي بعد افزايش پیدا  مطي كنطد  افزايش پیدا میكند. میزان فركانس براي مو

 با افزايش نسبت ابعاد صفحه كاهش میابد. نیز هاي مختلف نانو صفحه كیرشهف
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Abstract: 

In this paper a kirchhoff plate model is developed for the,buckling and vibration analysis of graphene 

nano plate based on a modified couple stress theory. Various plate theories have been suggested over 

the years that the main differences are in the inclusion effect of shear deformation and rotational inertia 

in their formulation. In this article, to consider the small-scale effects, the modified couple stress theory 

is used that included only one length scale parameter and proposed by Young in 2002. After obtaining 

the strain energy, kinetic energy, external work and buckling equation and put them in the Hamilton’ 

principle , main and auxiliary equations of nano plate are obtained .All edges simply supported boundry 

conditions is considered and Navier approach is used to solve for buckling and vibration of isotropic 

single- layered grapheme sheets. It was observed that the critical load of the Kirchhoff plate decreases 

with increasing the length-to-thickness ratio of the plate. 

 

Keywords: Modified couple stress theory, Kirchhoff  plate ,rectangular  nanoplate , Navier type 

solution 

 

 


