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 چکیده

سعی بر آن است که با استفاده از تئوری کوپل تننش  تحقیق،  اين در

 سنه مرتبنه  نانو صنفحه   ارتعاشاتخمش و اصلاح شده، مشخصه های 

مطالعنه شنود. بنرای در ن نر     با شرايط تکیه گناهی سناده     مستطیلی

گرفتن آثار مقیاس کوچک از تئوری کوپل تنش اصلاح شده کنه تنهنا   

دارای يک پارامتر مقیاس طول استفاده شده اسنت. در تئنوری کوپنل    

ژی کرنشی تابعی از مولفنه هنای تانسنور     چگالی انر تنش اصلاح شده،

کرنش،تانسور انحناء، تانسور تنش و قسمت متقارن تانسور تنش کوپل 

کار خنارجی  و  جنبشیبعد از به دست آوردن انرژی کرنشی، باشد. می

معادلات اصلی و کمکی ننانو   و قرار دادن آنها در معادله اصل همیلتن،

سپس با جايگنااری شنرايط منرزی و     شود. می صفحه به دست آورده

ننانو صنفحه    ارتعاشنات خمنش و  نیرويی در معادلات حاکم به بررسی 

بنا تکینه گناه سناده در اطنرا        hمستطیلی بنه خنخامت    سوممرتبه 

  باشد. روش حل نیز روش ناوير می میپردازيم.

 واژه های کلیدی
 ،روش حل ناوير، سه مرتبهصفحه  ونانتئوری تنش کوپل اصلاح شده، 

 .ارتعاشات خمش،

 مقدمه

تنرين روش آزمنايش در   برای مطالعه مواد در مقیاس کوچک مطمئن

باشند. در اينن روش نانوسناختار در ابعناد     مقیاس اتمی و مولکولی می

گیرد. در اينن روش بنرای تعینین خنوا      واقعی مورد مطالعه قرار می

بارهای برای اعمال  مکانیکی نانوساختارها از میکروسکوپ نیروی اتمی

-گیری پاسخ استفاده میمکانیکی مختلف بر روی نانوصفحات و اندازه

کنند. مشنکلات اساسنی در اينن روش دشنواری کنتنرل بنر شنرايط        

-آزمايش در اين مقیاس و نیز هزينه های اقتصادی سنگین و نیز زمان

باشد. از اين رو از اين روش تنها بنرای اعتبارسننجی   بر بودن روش می

سنازی اتمنی   شود. شبیهو کم هزينه ديگر استفاده می های سادهروش

باشند. در  راه حل ديگری در مطالعه ساختارها در مقیاس کوچک منی 

ها با در ن ر گرفتن اثر بین مولکنولی و  ها و مولکولاين روش رفتار اتم

بین اتمی بر حرکت آنها که در نهايت تغییر فرم کنل جسنم را شنامل    

گیرد. استفاده از اين روش هنگنامی کنه   یمیشود، مورد بررسی قرار م

تر از يک يا باشد و يا مقیاس بزرگمسئله دارای تغییر شکل بزرگ می

چند اتم باشد، هزينه محاسباتی بسیار زيادی داشته و مقرون به صرفه 

نیست. بنابراين، از اين روش تنها برای مسائل با تغییر شنکل کوچنک   

 شود. استفاده می

هنای فنوب بنرای    شنده در روش های مطرحديتبا توجه به محدو

مطالعه نانوساختارها،  محققین به دنبال راهکارهای ساده تر در بررسی 

سناختارهای در مقیناس کوچنک، بنا     سازی اند. مدلنانوساختارها بوده

استفاده از مکانیک محیط پیوسته راه حل ديگری در مطالعه اين مواد 

ی وابسته به اندازه متننوعی وجنود   های محیط پیوستهباشد. تئوریمی

اند از جمله: تئوری میکرومورفیک، دارند که آثار اندازه را در ن ر گرفته

تئوری میکروساختار، تئنوری میکروپنولار، تئنوری کوسنرات، تئنوری      

ی غیرموخعی، تئوری کوپل تنش اصلاح شده که اينها گسترش يافتنه 

آثنار انندازه گنجاننده    های میدانی کلاسیک هستند که در آنهنا  تئوری

  شده است.

 کوپنل  تئنوری  از اسنتفاده  با که است آن بر سعی تحقیق، اين در

 مرتبنه  صفحه نانو ارتعاشات و خمش های مشخصه شده، اصلاح تنش

 ن نر  در بنرای . شود مطالعه ساده گاهی تکیه شرايط با  مستطیلی سه

 تنهنا  کنه  شده اصلاح تنش کوپل تئوری از کوچک مقیاس آثار گرفتن

 .است شده استفاده طول مقیاس پارامتر يک دارای
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 تئوری کوپل تنش اصلاح شده:

با اصلاح کنردن تئنوری کوپنل     1001در سال  ]2[ يانگ وهمکارانش

ينک   ارائنه شند،  ] 1[ میندلین و تیرسنتن  ،]1[ تنش که توسط توپین

مدل کوپل تنش اصلاح شده که تنها دارای يک پارامتر مقیاس طنول  

در  باشند را پیشننهاد کردنند،   برای تصوير کردن اثنر انندازه منی    ماده

حالیکه تئوری کوپل تنش کلاسنیک دارای دو پنارامتر مقیناس طنول     

چگالی انرژی کرنشی در  در تئوری کوپل تنش اصلاح شده، ماده است.

و سنط    Vمختصات قائم سه بعدی برای جسمی که محدود به حجم 

Ω 4[ شودباشد به صورت زير بیان میمی [: 

     
 

 
∫  

 
(             )                (2)  

 که در آن:   

 

    
 

 
            

(1)  

    
 

 
(         ) 

(1)  

و تانسننور 2ترتیننق قسننمت متقننارن تانسننور انحنننا    بننه      و    

 4و بردار چرخشی 1جابه جايیبه ترتیق بردار        و  هستند.1کرنش

 تعريف شده اند.

  
 

 
        

(4)  

σ
  

به ترتیق تانسور تنش و قسنمت انحرافنی تانسنور کوپنل         و 

   :بیان می شوندهستند که به صورت زير  5تنش

                      (5)  

                   (6)  

 

 و  که در آن
پنارامتر مقیناس      دلتای کرونکنر و     ، ثوابت لامه

 و    تنوان دريافنت کنه    ( منی 6( و )1از معادله ) باشد.طول ماده می
 متقارن هستند.    

 
 سوممرتبه مدل صفحه 

-به صورت زير تعريف میسوم مرتبه معادلات جابه جايی برای صفحه 

 شوند:

                                                           
1Symmetric part of the curvature tensor 
2 
Strain tensor 

3
Displacement vector 

4
Rotation vector 

5
Deviatoric part of  the couple stress tensor 

                        - 
 

 
(
 

 
)
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          ) 

(7)  
                       - 

 

 
(
 

 
)
 

    
         

  
 

         ) 

                     

 

    و y و x چرخش بردار نرمال حنول محنور         و    که در آن

منی   zراسنتای محنور هنای     یزان جابه جايی نقطه میانی صفحه درم

 شود:ی کرنشی به صورت زير بیان میژ تغییرات انر .باشد

   ∫  
 

                               

                               

                   

                                   

 

(8)  

 کار مجازی

 :بیان می شودمجازی نیروی خارجی نیز به صورت زير  کار

   ∫ ∫                    
 

 

 

 

 (1)  

 

 به صورت زير بیان میشود: نیز  ژی جنبشی تغییرات انر

   ∫ ∫    ̇   ̇   ̇   ̇   ̇   ̇        

 
 

 
 
 

 

 (20)  

 ن دارينم واصنل همیلتن  چگالی می باشد. همچنین با استفاده از   که 

]7[   : 

∫ (          )  
 

 

   
(22)  

کارنیروهای  Wانرژی کرنشی و  Uانرژی جنبشی ،  Tن آ که در

                                                                              .خارجی می باشد

                                                                                                                     سومبه دست آوردن معادلات صفحه مرتبه  

 با در ن ر گرفتن مقادير زير:

     
 

 
(
 

 
)
 

    
(21)  
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(25)  

      (
 

 
)
 

 
(26)  
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)
 

 
(27)  

    
 

 
 

(28)  

     
 

 
  

(21)  

   
  

   
        

(10)  

          
  

  
 

(12)  

          
 

  
 

(11)  

    
 

 
       (11)  

   ∫       

 
 

  
 

                      

            

(14)  

   :و همچنین

            (15)  

               
    (16)  

 با در ن ر گرفتن مقادير زير:و  

       
    (17)  

             
    (18)  

                  
    (11)  

 

 :]6و5[و استفاده از روش حل ناوير طبق شرح ذيل 

       ∑ ∑              

 

   

 

   

 
(40)  

        ∑ ∑              

 

   

 

   

 
(42)  

        ∑ ∑              

 

   

 

   

 
(41)  

  ∑ ∑              

 

   

 

   

 
(41)  

    
 

  
∫ ∫                       

 

 

 

 

 
(44)  

 

 که در آن:

   
  

 
      

  

 
    √   (45)  

 خواهیم داشت:

      
       

     
     

 

    
  

(46)  

         
             (47)  

         
     

       (48)  

       
     

       
     

 

    
(41)  

            
        (50)  

       
              (52)  

       
     

        
     

 

    
(51)  

        
       

     (51)  

           (54)  

           (55)  

           (56)  

        (57)  

بنه شنکل زينر     سنوم کلی معادلات صنفحه مرتبنه   ماتريس و سرانجام 

 حاصل خواهند شد:

([

      

      

      

]    [

      

      

      

]) [

   

   

   

]

 [
   

 
 

] 

(58)  

 :]7 [ يک صفحه گرافن تک لايه دارای خصوصیات زير است

                                 
  

  ⁄   

     
  ⁄  

 و بحث نتایج

نوشنته شنده و نتنايا بنا      Matlabبرنامه محاسباتی در نرم افزار     
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(16)  
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استفاده از اين برنامه به دست آمنده اند.کلینه شنرايط منرزی نینز بنه       

 صورت تکیه گاه ساده در ن ر گرفته شده اند.

 کنواخنت يتحت اثر بار  مرتبه سوممیزان خمش نانوصفحه  (2) شکل

و نسبت پارامتر طول به خخامت برای نسبت طول به عرض  یصفحه ا

گونه که در شکل پیداست با افنزايش   را نشان می دهد. همان متفاوت

پارامتر طول نسبت به خخامت میزان خمنش صنفحه کنم منی شنود.      

 همچنین با افزايش نسبت ابعاد صفحه میزان خمنش زيناد منی شنود.    

تحت اثنر بنار    مرتبه سومنانوصفحه  بدون بعد میزان خمش (2ل)جدو

ارامتر طول به خنخامت  و نسبت پ برای نسبت طول به عرض سینوسی

گونه که در جدول پیداست با افزايش  را نشان می دهد. همان متفاوت

پارامتر طول نسبت به خخامت میزان خمش بدون بعد نانو صفحه کم 

می شود. همچنین با افنزايش نسنبت ابعناد صنفحه جنز در حالتیکنه       

میزان خمش بدون بعد زياد  متر مقیاس طول در ن ر گرفته نشود،پارا

 ی شود.م

( به مقايسه میزان خمش بدون بعند ننانو صنفحات مختلنف     1جدول )

تحت اثر بار سینوسی برای نسبت طول بنه عنرض متفناوت پرداختنه     

مینزان خمنش بندون     مشاهده می شود،است. همانگونه که در جدول 

بنرای ننانو صنفحه     بعد برای نانو صفحه کیرشهف بیشترين  مقندار و  

 میندلین کمترين مقدار است.

                  دهد فرکانس مود های مختلفنشان می (1شکل )

سوم بنا افنزايش نسنبت    ( نانو صفحه مرتبه              

 يابد. همچنین مینزان فرکنانس   می نانوصفحه کاهش طول به خخامت
برای مود اول کمترين مقدار و برای مودهای بعند افنزايش پیندا  منی     

 کند.

 
طنول بنه   کانس مودهای مختلف برای نسبت ( به مقايسه فر1) جدول

متفاوت برای ننانو صنفحه مرتبنه سنوم پرداختنه اسنت.        عرض صفحه

با افزايش نسبت ابعناد صنفحه مینزان     مشاهده می شود،همانگونه که 

 شود.فرکانس ارتعاشی برای مودهای مختلف کم می

            (  فرکانس منود هنای مختلنف    4جدول )

دهنند. طبنق جندول    (  را برای نانو صفحات مختلف نشان می     

و بنرای ننانو   انو صفحه میندلین بیشترين مقدار میزان فرکانس برای ن

 صفحه مرتبه سوم کمترين مقدار می باشد.

 

ت صفحه ای  نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر بار يکنواخ میزان خمش .2لشک

به خخامت متفاوت  و نسبت پارامتر طول برای نسبت طول به عرض

(,q=1e-18 N/nm^2  a/h=30) 
 

ار سینوسی  نانوصفحه مرتبه سوم تحت اثر ب میزان خمش بدون بعد .2جدول

و نسبت پارامتر طول به خخامت متفاوت  برای نسبت طول به عرض

(,q=1e-18 N/nm^2  a/h=30) 

a/b 
l/h 

0 0.5 1 2 

1 1.0000 0.4986 0.1991 0.0585 

1.5 1.0000 0.4988 0.1993 0.0586 

2 1.0000 0.4989 0.1993 0.0586 

ار سینوسی  نانوصفحات مختلف تحت اثر ب میزان خمش بدون بعد .1جدول

 متفاوت برای نسبت طول به عرض

 (,q=1e-18 N/nm^2, l/h=1  a/h=30) 

a/b 
Kirchhof
f plate 

Mindlin 
plate 

Third order 
shear 

deformation 
plate 

N order shear 
deformation 
plate (n=5) 

1 0.2 0.0723 0.1991 0.1991 

1.5 0.2 0.0721 0.1993 0.1992 

2 0.2 0.0720 0.1993 0.1993 

 
 

 
طول به خخامت برای نسبت  ی مودهای مختلفمقايسه فرکانسها .1شکل

 (MHZ)متفاوت برای نانو صفحه مرتبه سوم  صفحه

(a/b=1, l/h=1 ) 

 
پارامترطول به  رکانسهای مودهای مختلف برای نسبتمقايسه ف .1جدول

 (MHz)متفاوت برای نانو صفحه مرتبه سوم  خخامت صفحه

(a/h=30 ) 

Mode 
l/h 

0 0.5 1 2 

 a/b=1 

    13.94 19.74 31.24 57.62 

    34.65 49.15 77.85 143.66 

    34.65 49.15 77.85 143.66 

    55.11 78.32 124.18 229.24 

    121.63 173.89 276.58 511.31 
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 a/b=2 

    8.73 12.351 19.54 36.04 

    13.94 19.741 31.24 57.62 

    29.50 41.83 66.23 122.20 

    34.65 49.15 77.85 143.66 

    77.01 109.66 174.04 321.44 

 
مقايسه فرکانسهای مودهای مختلف برای نسبت  طول به خخامت  .4جدول

 (MHz)متفاوت برای نانو صفحات مختلف  صفحه

(l/h=1, a/b=1.5 ) 

Mode 
a/h 

20 30 40 

 Mindlin plate 

    83.8680 37.5829 21.2022 

    159.1488 071.8354 40.6324 

    250.5691 114.0783 64.7336 

    321.6951 147.4292 83.8680 

 Kirchhoff plate 

    50.8001 22.5964 12.7141 

    97.5592 43.4282 24.4419 

    155.8295 69.4324 39.0903 

    202.3037 90.2074 50.8001 

 Third order shear deformation plate 

    50.6984 22.5761 12.7077 

    97.1889 43.3538 24.4182 

    154.8989 69.2435 39.0300 

    200.7540 89.8902 50.6984 

 
 نتیجه گیری

بنا   سنوم مرتبنه  نانو صفحه  ارتعاشاتخمش و در اين مقاله به بررسی 

همانگوننه کنه    استفاده از تئوری کوپل تنش اصلاح شده پرداخته شد.

 :ه شددر جداول و اشکال ديد

ی صنفحه ا  کنواختيتحت اثر بار  مرتبه سوممیزان خمش نانوصفحه  

با افزايش پارامتر طنول نسنبت بنه خنخامت صنفحه کنم منی شنود.         

همچنین با افزايش نسبت ابعاد صفحه میزان خمنش زيناد منی شنود.     

سینوسنی  تحت اثر بار  مرتبه سوم نانوصفحه  بدون بعد  میزان خمش

با افزايش پارامتر طول نسبت به خخامت نانو صنفحه کنم منی شنود.     

ش نسبت ابعاد صفحه جز در حالتیکه پارامتر مقیاس همچنین  با افزاي

طول در ن ر گرفته نشود  میزان خمنش بندون بعند زيناد منی شنود.       

همچنین میزان خمش بدون بعد برای نانو صفحه کیرشهف بیشنترين   

مقدار و برای نانو صفحه میندلین کمترين مقدار است. فرکنانس منود   

ش نسبت طول به خنخامت   های مختلف نانو صفحه مرتبه سوم با افزاي

يابد. میزان فرکانس برای مود اول کمترين مقدار  نانوصفحه کاهش می

است و برای مودهای بعد افزايش پیدا  می کند.همچنین  بنا افنزايش   

نسبت ابعاد صفحه میزان فرکانس ارتعاشی برای مودهای مختلف کنم  

 میشود.
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